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INTRODUCCION

En estas notas, estudiaremos el control y la observacion

de una clase de sistemas conocidos como Sistemas de Eventos

7

Discretos. las caracteristicas principales de estos sistema
gs que ellos son discretos, asincrdénicos y posiblemente no
deterministicos. Como ejemplos de estos sistemas tenemos a
las redes de computacidn, sistemas flexibles de manuchtura,
sistemas expertos y procedimientos "start-up", y "shut-down"
de plantas industriales. Numerosas proposiciones han apareci-
do en la literatura de simulacidén para el modelaje de lus

Sistemas de Eventos Discretos. Una muestra general de éstos

incluven a los modelos Booleanos, redes de FPetri, lenguaijes

it}

formales y logica temporal, entre otros. Todos éstos «
refieren, de una u otra manera, al problema de cémo verificas
el orden en gue se presentan los eventos en el sistema. Fara
soto es uvsada la laégica, la teoria del lenguaje y la teoria
de Autématas. La variedad de proposiciones reflejan la diver-
“itodad de Areas en las cuales los Sistemas de Eventos Discre-

toe Jjuegan un papel importante.

Nuestro objetivo mas importante serad el determinars las=
caracteristicas estructurales cuvalitativas de los problemas
de control basicos mas relevantes, y la observabilidad en lo=s

Sigtemas de Eventos Discretos.




La organizacidon de las notas es como sigue. En el
capitulo ¢ damos las herramientas basicas, que constituyen
los fundamentos para los capitulos posteriores. Este incluye
algunas nociones de la tecoria de Generadores, la teoria de
Grafos, y la teoria del Lengualje formal. En el capitulo 1
definimos los Sistemas de Eventos Discretos y los sistemas
producte, dando a éstos una representacidén por Autdmatas
finitos. En el capitulo 2 definimos una clase de procesos
controlados y controladores (supervisores) de interés, vy
discutimos varios lenguajes formales asociados con eéstos;
luego introducimos un criterio gque garantiza la existencia de
un supervisor, para un sistema controlado de lazo cerrado
satisfaciendo algunos requerimientos lingluisticos dados.
Fosteriormente, damos la nocion de supervisor completo, vy
estudiamos dos problemas de sintesis de supervisores: el
problema de marcaje supervisorio (FMS) vy el problema de
control supervisorio (PCS). Finalmente, definimos una proyec-
cidén de supervisores, e Iintroducimos un resultade de mucha
importancia como lo es el tecorema de la estructura cociente.
Fara finalizar, en el capitulo 3 introducimos las nociones
de controul minimal y observacion minimal, para un sistema de
lazo cerrado, dando algunas condiciones para la existencia de

observacién minimal y algunos algoritmos para sus calcu-

o o
"




CAPITULO O.

PRELIMINARES.

Introducimos en este capitulo algunas nociones de la
teoria de generadores, la teoria de lenguajes y la teoria de
grafos, las cuales nos permitirdn un mejor desarrollo de

nuestro propdésito en los capitulos posteriores.

1. GENERADORES Y LENGUAJES.

Sea I un conjunto no vacio y consideremos el conjunto
de todas las combinaciones finitas formadas con elementos de
L, incluyendo la combinacién que no contiene simbolos ©, el
cual] denotamos por r*. Los elementos de ¥ seran Illamados
palabras. Cada elemento de I serd llamado letra y I sera

llamado al fabeto.

t® Tiene estructura de monoide con la operacién « 1lamada
concatenacién, la cual es definida como sigue: para
a= (ajaj...a,), b= (bjbs...by) en ¥,

aeb= (alaz...an). (blbz...bm) = alaz... anblbz...bm.




DEFINICION O0.1.1. Una palabra % € I* ez 1lamada un prefiio

R — N - *
cdee ¥ ¢ L7, denotado X « Y, i existe una palabra 2 € T
Jroe o Mad, donde . €3 im0 aneracion de SoncacsEiias, .

o e . . . .
whiiee D00 D9 =9, diremos que X ez un prefijc propio de

io denotaremos por Xa'r.

OBSERVACION 1. La relacidn « dada en la definicién 0.1.1. o=

.. . %*
wna relacidn de orden parcial sobre L7,

DHF!NlCth 0.1.2. Tado zubcaniunto Lt_Z* es |lamado un len-—

L e mobre L
DEFINICION 0.1.3. EIl subconjunto de todos los prefiivs -
palabras de un lengualje L<I* es llamado la clausura de L B

25 denantado por L, es decir,Ls (X € Z“/existe Y € Z*,X.YE LY.

OBSERVACION 2. 5i L=¢, entonces L=¢, y si L=¢, entonces 6¢€ L.

DEFINICION 0.1.4. lin Jengualje L . t* es 1lamado cerradn

L~L.

Jes M= g1 0 000} el conjunto de los enteros positivos y ses
L oun altabeto., Consideremos @l conjunto de todas las sucesio-

negs en L denotado por ZIN, es decir, ZlN={X/X:lN~——Z).




Para x € r!N y J € IN, sea X{Jj) denotando el j-ésimo elemen-
to de X y xI=x(1)... X(J) denotando la palabra que consiste de
los primeros j elementos de X.

DEFINICION 0.1.5. u € ¥ es I1lamado un prefijo de X € riN,
denotado u < X, si para algun j € IN, u= XJ.

DEFINICION 0.1.6. Todo subconjunto B & ZlN es llamado un w-

lengua je sobre L.

Sea ¢ el conjunto de todos los w-lenguajes sobre L. EI
prefi jo de B € ZIN e€s el conjunto que consiste de la palabra
© Jjunto con cada palabra en ¥ gque sea un prefijo de una

sucesion en B.

Sea &t el conjunto de todos los lenguajes sobre o*.
Definimos el operador

Pr: ¢

£ por Pr (B)={8) U {(u/u € ¥,u < X,X € B}

=U UXJI =1t(ed /e €B, j2 0
j>1 X€EB

Se puede probar que dada una sucesidén {up}, con

Ui & UoX. .. de elementos de Z*, existe un elemento uUnico

Y € Z[N tal que Xj= Uy, para j='|uk|, K € IN. Llamaremos a X

el limite de {uk}.




*

DEFINICION 0.1.7. La Adherencia o limite de L &L es el w-—

lenguaje
L= Adh(L)=(X / X € £IN xJ € L para infinitos j € IN)

De la definicién 0.1.7. se sigue que e € L®, si y solo
si, existe una sucesidén creciente {uk} de elementos de L tal
que e = lim uy . Mas aun, si L es cerrado, entonces e € L, si

K- .

y sélo si, eJ € L, para todo j € IN.

DEFINICION 0.1.8. Un generador es un quintuple

G= (Q,L, S,qO,F) donde Q es un conjunto cuyos elementos seran
llamados estados, L es un alfabeto cuyos elementos seran
llamados entradas, §:QxI— Q es una funcién parcial, es
decir, para cada q € Q fijo, &(q,0) es definida solo para
algin subconjunto de LI que depende de q,q,€Q sera |Ilamado
estado inicial y F &€ Q es un subconjunto de estados |lamado

conjunto de estados finales (o marcados).

Dado un generador G asumiremos, de acuerdo a nuestro

interés, que L es un alfabeto finito pero no necesariamente Q

o F lo son.

Si §{q,s)=p estd definida, llamaremos al triple (q,s,p)

un evento de G.




Para definir el comportamiento de un generador
G=(Q,r,$,9,,F) en elementos de Z*, es necesario extender la
funcién parcial § a una funcién parcial §:Qx£*——»Q. Para esto
definimos §:Qx2*—>Q acordando que §£(q,0)= q, para todo q € Q
y §(q,wa)=8(§(q,w),a), para todo w € E*, para todo a € T vy
para todo q € Q. Claramente § es una extensién de §, pues
£(q,0a)=8£(§(q,0),a)=S(q,a), para todo a € L.

En lo que sigue, no haremos distinci6n entre § y §,

siempre y cuando ambas sean definidas.

DEFINICION 0.1.9. Dado un generador G= (Q,%L,8,q,,F). Llamare-
mos el lenguaje generado por G, denotado L{(G), al conjunto

L(G)={Xx € £* / S(q,,x) esta definida}.

OBSERVACION 3. Dado un generador G=(Q,L,$,q9,,F),su lenguaje

generado L(G) es cerrado, es decir, L{(G)= L(G).

DEFINICION 0.1.10. Diremos que una palabra X € ¥ es aceptada
por un generador G= (Q.,%,8,q,,F), si &(qg,, x) € F. El con-
junto de todas lQs palabras aceptadas por G, denotado Lac(G),
es Ly (G)={X € L(G) / §(q,,x) € F}, y sera llamado el lengua-

je aceptado por G.




EJEMPLO 0.1.1. Consideremos el generador G=(Q,L,8§,q4.,F),

donde Q={q,, q,, a5, agzl, £={0,1}, F= {go} y &§ es definida en

la tabla 1.
Entradas
0 1
Estados

P Q) az
q4 9 Q3
a2z as 91
Q3 qz Q90

TABLA 1

La palabra 100110 esta en Lac (GQ).

En efecto, como £(q,,1)= 9z Yy 8(q2,0)=q3, entonces
8£(q,,10)=8(8(q,,17,0) = & (9,,0) = q3. Ahora,
£(q,,100)=8(8(q,,10),0) = 8(q3,0)=q,, de donde
§(q,,1001)=8(&(q,,100),1)= §(qy,1)=q,, de donde
§(g,,10011)=8(8(q,,1001),1)= 8(q,,1)=qz, finalmente
§(q,,100110)=8(8(q,,10011),0)= §(q3,0)=q,. Por lo tanto,

100110 € L, (G).

DEFINICION O.1.11. Un generador G=(Q,L,8,q9,,F) es Illamado
Accesible si todo estado de Q es alcanzable desde q,,es

decir, para cada q € Q existe r € ¥ tal que §(q,,r)=q.




Si un generador G=(Q,L,8,q9,,F) no es accesible podemos
construir, a partir de G, un nuevo generador tomando el
conjunto de todos los estados accesibles desde q,- Denotemos
a este subconjunto de Q por Q,.(G). Entonces
Quc({G)={q € Q@ / existe r € Z*,S(qo,r)=q). Pongamos Qac,F=Qac
N F. Si definimos §,.=8/Q,, x L (la restriccién de § en Q . x
), entonces el generador AC(G)=(Qac'z’gac’qo'qac,F) es
accesible y es llamado la componente accesible de G. No}e que

un generador G es accesible si G= Ac(G), es decir, Q=Q_,..

EJEMPLO 0.1.2. El generador definido en el ejemplo 0.1.1. es

un generador accesible,

EJEMPLO 0.1.3. EIl generador G=(Q,£,8,qO,F), donde
Q={9,,94:92}, I={0,1}, F={q,} y & es definida en la tabla
2{a) no es accesible. Su componente accesiblie es el generadour
F), donde Q,.=fuy,,q1} y §;., es definida

AC(G)=(Q3_C’Z’SaC'qO’

en la tabla 2(b).

Entradas Entradas
Estados\ (8] 1 Estados \ (0] 1
40 9 # 90 qi #
a3 @ do Qs @ 90
a2 @ qy
(a) (b)
TABLA 2




DEFINICION 0.1.12. Un generador G= (Q,L.8,9,,F) es llamado
coaccesible si para cada x € L(G) existe y € r* tal que

Yy € Ly (G).

EJEMPLO 0.1.4. El generador definido en el ejemplo 0.1.1 es

copaccesible.

DEFINICION 0.1.13. Un generador G es llamado trim si G es

accesible y coaccesible.

i

~EJEMPLO 0.1.5. El generador definido en el ejemplo 0.1.1. e

trim (ver ejemplos 0.1.2. y 0.1.4).

OBSERVACION 4. Dado un generador G=(Q,%,8§.q9,,F). si Q=Q_ .,
donde Q. ={q € Q / existe r € £¥, S(g,r) € F)}, entonces G es

cnaccesible. Ademas, si G es trim, entonces L(G)= LaC(G).
= . GENERADORES Y GRAFOS

DEFINICION 0.2.1. Un ¢grafo, denoctado por G, es un par
=(V,E), donde V es un conjunto finito no vacio y E es una
coleccidn finita de pares no ordenados de V x V que pueden
repetirse, Los elementos de V y E seran |llamados respectiva-—

mente vértices (o nodos) y aristas (o lineas).

i)
L




Un grafo G puede ser representado graficamente identifi-
cando los elementos de V con circulos y los elementos de E

con )lineas.

EJEMPLO 0.2.1. Consideremos el grafo G=(V,E), donde

V= {u,v,w,z} y E= {(u,v),{v,v),{(v,v),(v,w),(v,w),(v,w),

(u,w),{u,w),(w,z)}, entonces graficamente G es dado en la
figura 1.
u
o e o z
Lo T T
- T
RV) N T w
FIGURA 1

DEFINICION 0.2.2. Un grafo dirigido D es un par D=(V,E),
donde V es como en la definicién 0.2.1. y E es una coleccidn
finita de pares ordenados de V x V qua pueden repetirse.
Los elementos de E seran llamados arcos. Un arco (u,v) € E es

llamado un arco de u a v y lo denotamos por uv—> v.




Un grafo dirigido D puede ser representado graficamente
identificando los elemento de V con circulos y los arcos con

l{ineas dirigidas.

EJEMPLO 0.2.2.Consideremos el grafo dirigido D=(V,E), donde
v={P,Q,R,S,T} v E={(P,Q),(Q,R}),(R,S),(P,S)(P,T), (Q,T),(S5,T),
(Q,5),(5,Q)). Entonces las representacién grafica de D es

dada en la figura 2.

b e

FIGURA 2

DEFINICION 0.2.3. Sea G un grafo. Una sucesién de aristas en G,

es una sucesién finita de aristas de la forma

(v Vi),(VI.VZ),...,(Vm_i,Vm),la cual denotamos por

o’

\Y

\Vi——b---—p V

la} ’ m°*

10




Una sucesién de aristas determina una sucesién finita de
vértices Vo'vl""'vm' Llamarémos a Vo vértice inicial, a Vm

vértice final y diremos que la sucesién va desde V, hasta V.

DEFINICION 0.2.4. Sea G un grafo y sea
(vo,vl),(vl.vz),...,(vm_l,vm) una sucesién de aristas en G.
LLamaremos la longitud de la sucesidén al nimero de aristas que

determinan dicha sucesidén.

DEFINICION 0.2.5. Dado un grafo G. Una sucesidén de aristas
(Vo’vl)’(Vl'vz)"""vm—l'vm) es |lamada una trayectoria en
G, #i todds l18s aristas son distintlis. Ademas, si Vi#Vi+1, para
todo i(1€i<m} (excepto, posibiemente V_ =V_), entonces Ila

trayectoria serd |llamada una cadena en G.

EJEMPLO 0.2.3. Sea G el grafo cuya representacidn grafica es

dada en la figura 3. Entonces v—o w > X Y > Z > Z > X

es una trayectoria en G Yy V—> W—s X— y——> Z @5 una

cadena en G.

x
o
w z
v o a_ -0
o
b4
FIGURA 3.
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DEFINICION 0.2.6. Dado un grafo G. Una trayectoria

(Vo’vl)’(VI’VZ)""'(Vm—l'Vm) en G es llamada cerrada si
Vo=V

EJEMPLO 0.2.4. En el ejemplo 0.2.3. la trayectoria
Ve W—3 X— > y—>» 2—— X—> vV €85 cerrada.

1

DEFINICION 0.2.7. Un grafo infinito G es un par (V,E), donde
V es 1n1.conjunto infinito cuyos elementos seran 1|lamados
vértices y E @8 una coleccién infinita de pares no ordenados
cuyos elementos seran |lamados aristas. 5i Vy E son infinitos

numerables, entonces G sera |llamado un grafo numerable.

DEFINICION 0.2.8. Un arbol es un grafo dirigido que tiense

las propiedades siguientes:

(i} Existe un vértice, llamado raiz, que no tiene predecesor
y del cual hay una trayectoria a cada vértice.

(ii) Cada vértice distinto de la rafiz tiene exactamente un

predecesor.

{iii) Los sucesores de cada vértice son ordenados de izquier-

da a derecha.



Un grafo dirigido, el cual ]1lamaremos diagrama de tran-
sicion, es asociado con un generador como sigue: los vértices
del grafo corresponden a los estados del generador. Si existe
una transicién del estado g al estado p con la entrada s,
entonces existe un arco etiquetado s del estado g al estado p

en el diagrama de transicién.

EJEMPLO 0.2.5. Sea G= (Q,L.8,q9,,F) un generador, donde
Q=1{g94,99,92,+.++9/}, I={0y,05...,0.}, F={q} ¥ & es definida
en la tabla 3. Entonces e] diagrama de transicidén asociado a

G es dado en la figura 4.

Fntradas.

\ Tl Tz T3 . . . Tn_l n
Estados
qO ql @ d . e e d @
a3 @ qz . . . @ @
qo @ @ a3 . - - @ @
. . . qn_l .
An-1 @ @ ¢ . . . @ qn
dn - @ ¢ . . . @ @
TABLA 3.




91 92 73 n

—» O » O > O be o » > O—>
= P q4 q2 qn
FIGURA 4

OBSERVACION 5. La flecha entrante en q, y la saliente en q
son usadas para indicar respectivamente el estado inicial y

el estado final del Generador.




0. EJERCICIOS PROPUESTOS

0.1 Pruebe que si [: ZIN X E’N————a IR es definida por

( 173 , si x371= yj'l. x5=yj.
[(x,y) =
i 0 , si x=y

entonces el par(Z’N,[) es un espacio métrico.

0.2 Pruebe que el operador P, es monétono, es decir,
B, c Bz’=» P.(By) c P. (B5) y que para cada familia indizada
de w-lenguajes (B, € L'N, « € 03, P, (U Ba)= UP_ (B,) y

PN By) €N P. (B,).

0.3 Pruebe que si u; &« up & ... es una sucesién creciente de
elementos de Z*, entonces existe un Unico eliemento X € ZIN

tal que X3 = u, para j= |ug|» K € IN.

0.4 Pruebe que el operador L® es monétono
(Ky € Ky =» K;¥ € K3%) y que para cada familia indizada de
lenguajes { L, € ¥, « € 2 ) se tiene que U L, St L®y

@« K
(N L))" Cn L,

0.5 Pruebe en el ejercicio 0.4 que U L%, = (U L))" si Q es

finito, y que N L”a=(ﬂ La)” si L, es cerrado para cada « € Q.




0.6 Pruebe lo siguiente: para B € rIN y K & I* cerrado se

tiene que B £ P, (B)” y P (K”) € K ¢ cuando K = P, (K")?

0.7 Denotamos a la topologia clausura de un w-lenguaje

ElN. con respecto a la métrica definida en el ejercicio

e o)
10

0.1, por B. Pruebe que B = P.(B)".

0.8 Pruebe que en el ejercicio 0.6 P.(B)” = B, si y sélo =i,

B @3 un conjunto cerrado en la topologia métrica.

16



CAPITULO 1 . ) :

SISTEMAS DE EVENTOS DISCRETOS Y SU
RELACION CON LOS GENERADORES

DE ESTADO FINITO

1. SISTEMAS DE EVENTOS DISCRETOS.

Un Sistema de Eventos Discfstos.(SED) con;iste»de un
conjunto de eventos Jjunto con una especificaéién de los
ordenes posibles en los cuales esios eventos puéden ocurrir.,
Para formalizar estas nociones. S§a L hn cdanjunto finito.de
eventos. El comportamiento de un SED puede ser mpdelado como
*

un lenguaje cerrado L &L En este modelo L representa el

conjunto de todas las palabras de eventos que gl SED puede
generar. Una extensién ﬁatural defeste modélo e; considerar
la adherencia de L, o un subconjunto de ésta, para discutir
el comportamiento limite del SED. Para esto modelamos un SED
como un par A=(L,S), donde L es un. lenguaje cerrado de * y S
es un subconjunto de L®. Modelando el comportamiento de un
SED con un conjunto de sucesiones tenemos algunas ventajas,
por ejemplo modelar procesos no deterministicos y distinguir
elementos persistentes y transitorios del comportamiento.
También encontramos que toda palabra en L es un prefijo de
alguna sucesién en S. Esto puede ser interpretado diciendo

que el sistema nunca estid bloqueado perhanentemente.

Cuando P, (S) = L dirémos que A es no blogqueado.




2. SISTEMAS PRODUCTO

En esta seccidn introducimos una clase de estructura de
SED's llamada sistemas producto. Un sistema producto esté
compuesto de un conjunto finito de componentes asincrénicas
interactuando. Estos sistemas se presentan cuando modelamos
operaciones concurrentes de algunos Sistemas de Eventos
Discretos asincrénicos. Una de las dificultades en los siste-

mas producto es que el numero de estados aumenta exponencial-

mente con el numero de componentes.

Sean Ai = ‘Li' Si). i=1,2,..., p, Sistemas de Eventos
Discretos sobre al fabetos disjuntos %;, i = 1,2,..., p. Para

cada A; asumiremos S; # ¢ y P (S;). = L -
p * %
Sea L = U I;.Definimos la proyeccién P;: L=L"; como sigue.

w si w €L
si w € £* y |W|= 1, entonces, P;(w) =

6 si w £r;, j=i
Siwez* Yy WEW ...wy, entonces Pi (w) = Pi (wl)...Pi (wy ).

Si w € ¥, |w|=k y b € I, entonces P;(wb)=P;(w)P;(b).



DEFINICION 1.2.1 Una sucesién X € ZIN es |lamada Lj-recurren-

te si X(j) € Zi,para infinitos 3 € I[N.

En 1a definiciéon 1.2.1. Xi denota la uUnica subsucesidén

de X consistiendo de los elementos de Zi.

Extendemos la proyeccién P; a una funcién parcial

X si X es Zi- recurrente

is

o

(X)=
indefinida en otro caso.

p
El producto A=T1 A; es definido como en el SED (L,S),

i=1
donde L={ w / w € I*, P,(w) € L;, i=1,2,...,p) vy

1
s=«¢x/ xecxiN P, «x) €55, i =1,2,...,p), es decir,
X €S, i y s6lo si, para cada i, X (t) € Ii, para infinitos

t € IN. Si Xi es la subsucesién de X consistiendo de todos

los valores en Li, entonces Xi € Si’

Como S; # ¢, i=1,2,...,p se tiene que S ¥ ¢ . Ademés, de
la definicién de S y sabiendo que P,(S;)=L;,i=1,2,...,p.Se
sigue que PP(S)=L. Asi, el sistema producto A es no bloquea-

do.
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3. SISTEMAS DE EVENTOS DISCRETOS Y

GENERADORES

Para propédésitos de computacién es necesario tener una
representacién finita de los lenguajes L y S. Esto puede ser
hecho de distintas maneras, por ejemplo por redes de Petri,
por procesos generalizados semi-markovianos y por autébématas
finitos (generadores de estado finito). Usaremos los Autéma-
tas finitos para representar Sistemas de Eventos Discretos.
Esto no guiere decir que esta representacién sea la mejor, ya

que son claras las limitaciones de un Autémata finito.

DEFINICION 1.3.1 Un generador para un lenguaje L& r* es un

Autémata de estado finito (o Autémata finito) G=(Q,L,8,q9,,F)-
Asumiremos que G en la definicién 1.3.1 es accesible.

Todo lenguaje cerrado L € t* tiene una representacidén por
autdématas finitos. E! comportamiento limite S es especificado
como sigue: para cada sucesién de eventos X € L(G)® hay una
dnica trayectoria de estados S,:IN— Q satisfaciendo
Sx(j)=8(xj,qo). La sucesién X y la trayectoria Sx son llama-
das admisibles si S visita a F infinitas veces. El conjunto

de sucesiones de eventos generadas por G es entonces definido




por S(G)=(X / X € L(G)®, S, es admisible}.

Un w~lenguaje S puede ser representado de esta manera, si
y sélo si, S es la adherencia de un lenguaje regular. Este
constituye un subconjunto propio de los w-lenguajes regula-

res.

4 0 REPRESENTACION DE

SISTEMAS PRODUCTO

Asumiremos que cada Sistema de Eventos Discretos

Ai=(Li,Si), i=1,2,...,p tiene una representacién por un auté—

mata finito G;=(Q;,L;,8;,94;,F;). Sean IQil el cardinal de Qg

p
y N=max {|Qi| / 1 £i £ P}, El generador producto G =I'l G; es
P P i=1
definido por G=(Q,L,8,q,,F), donde I=U L;, Q=IT Q;,
i=1 i=1
q0=(q01,q02,...,qop) y §:8 x Z— Q es definida por
(ql,..-.Si(qi,d),o.o,qp)ySi Si(qi,d)
S((ql,...,qi,...,qp),a)=
indefinida en otro caso.
y F= 1iq /7 q €Q, q; € F;, i=1,2,...,p}.
Para i=1,2,...,p sea Y;={9 / q € Q, q; € F;). Estos con-

juntos jugaran el papel de los conjuntos F; para el generador
Gi'
Para cada sucesién de eventos e € L(G)® hay una unica

trayectoria S, . La sucesién e y la trayectoria Sg son admi-




sibles, si y sé6lo si,'para cada i=1,2,...,p, e es Lj-recu-
rrente y Sy es y;-recurrente, es decir, Sy visita a y; infi-
nitas veces. Luego, el comportamiento de G es definido por

S(G)={ e / e € LIG)®, S, es admisible).

~y
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1. EJERCICIOS PROPUESTOS

1.1 Pruebe que en S(G)EL(G)” la igualdad es cierta si F=Q.

1.2 Pruebe que P_(S(G)) £ L(G).

1.3 Pruebe que P_(S(G))=L(G), si y sélo si, para todo q € Q-F
existe w € =¥ tal que £(q,w) € F, es decir, G es coaccesible,

y para todo q € F existe un evento ¢ € T tal que §(q,c) esté

definida.

1.4 Pruebe que L(G)={w / w € Z*,Pi(w) € LGi), i=1,2,...,p} en

la representacién de sistemas producto.

1.5 Pruebe que S(G)=te / e € !N p.(e) € s(G)), i=1,2,...,p)

en la representacién de sistemas productos.

N
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CAPITULO 2

CONTROL SUPERVISORIO DE UNA CLASE

DE SISTEMAS DE EVENTOS DISCRETOS

En este capitulo introducimos una clase de Sistemas de
Eventos Discretos controlables Jjunto con algunos conceptos y
resul tados generales, relacionados con su control o "supervi-
sidn". Nuestro gran resultado serad el |lamado "Teorema de la

Estructura Cociente".

1. SISTEMAS DE EVENTOS DISCRETOS

CONTROLADOS

Para un generador G=(Q,Z.8,q0,F), introducimos un signi-
ficado de control, es decir, G serd interpretado como una
"planta™ (objeto a ser controlado) en teoria de control.
Tomemos L, < I un subconjunto distinguido del alfabeto. Dire-
mos que un evento (g,s,p), etigquetado ¢, @s un evento contro-

lado si o € ¥ Sea l"={0,1]zc el conjunto de todas las asig-

c’
naciones binarias para los elementos de L,. Cada asignacién
r € ', es decir, cada funcién r:ZC —» {0,1} s un modelo o

patrén de control. Un evento etiquetado ¢ serd Ilamado posible

por r si rf{s)=1 o no posible si r{s¢)=0. Extendemos cada r € T
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a una funcién r:L—— {0,1) definiendo r(e)=1, para cada ¢ €
I-I.. Si 8§: Q x L — Q es la funcién de transicién de G,
definimos una funcién de transicién argumentada
€. Q@ x I xT' — Q por

£(q,0), 8i 8§(q,06) estd definida y r(e)=1

Sc(q,a,r)=
indefinida en otro caso.

Formalmente, el objeto Gc=(Q,£xF,8c,q° F) es un generador
construido a partir de G por una especificacién de L ; por lo
tanto, interpretamos a G, como una versién de G que admite
control externo, como sigue: para cada r € I' fijo, hay un
generador G(r) formado eliminando del diagrama de transicién
de G aquellos eventos etiquetados ¢ tales que r(¢)=0, es
decir, aquellos eventos que el patrén de control r inhabili-
ta. Por lo tanto, la accién del control externo podria con-
sistir simplemente en encender el patrén de control a través
de una sucesién r, r‘', r'', r''', ... de elementos de I'. Una

estructura Gc como fuéd descrita anteriormente serad llamada un

Sistema de Eventos Discreto Controlado (SEDC).

EJEMPLO 2.1.1 Un usuario de un recurso puede ser modelado
como un SEDC, con tres estados O(ocioso), P(peticién) y U
(uso), y con transiciones dadas en la figura 1; con alfabeto

I={a,B,7}) y L ,=1{(B}.




H:C
FIGURA 1

los dos modelos o patrones de control corresponden a la
evaluacién C=0 6 C=1, de la variable de control C. Una tran-

sicidon de-P a U puede ocurrir solamente cuando C=l1.

2. SUPERVISORES

En esta seccién disefiaremos un controlador gque ponga en
funcionamiento los patrones de control en cada una de las
formas de un SEDC dado. Como es sabido, un SEDC funciona en
obediencia a varios constreffimientos. Este controlador sera
ll1amado supervisor. Formalmente, un supervisor § es un par
§=(S5,¢), donde s=(x,z.s,x°,F1) es un generador y #:X — T es
una funcidén que mapea estados de X en patrones de control r;
para cada x € X, r=#(x) € {0.1)zc. Como antes, extendemos
cada #(x) a una funcién ¢(x):L — (0,1}, con #(x)le)=1, para
cada ¢ € I-L,. Asumiremos que S es accesible y llamaremos a ¢
la funcién de retroalimentacién de estado. Interpretamos a S
como un aparato que ejecuta una sucesidén de transiciones de

estados (de acuerdo a $) en respuesta a und apropiada palabra




de entrada w € r¥. Asi, podriamos acoplar & a &, en un lazo
de retroalimentacidén permitiendo las transiciones de estados

de S forzadas por § y requiriendo que §_, sea construida por

c'
los patrones de control sucesivos,determinados por los esta-
dos de S. Formalmente, definimos la funcidén parcial

E. x ¢ : Q x X x I—s Q x X por

c
(Sc X S)(q,x,a)=(8c(q,a,¢(x)),t(x,a)). Es claro que
(§., x $)(q,x,0) es definida, si y sélo si, &(q,0) y $(x,0q)

estan definidas,y #(x)(s)=1. Esto produce el generador

(Q x X,L,8, x $,(q,,%,),F x F1), Definimos el Sistema de
Eventos Discreto supervisado (SEDS), denotado por 8/G,, como
el generador accesible §/Gc=Ac(Qxx,£,8cx‘,(qo,xo),FxFl).
Asumiremos que §c x ¢ ha sido extendida a elementos de ¥
como en el capitulo 0O (seccidén 1). Queremos interpretar al
lenguaje L(8/G,) como el conjunto de todas las palabras
posibles de eventos que pueden ocurrir,cuando § es acoplado a

£ Para esto es necesario asegurar que las transiciones de S

c*
sean definidas, siempre que éstas ocurran en G y sean permi-
tidas por ¢. Para formalizar estas relaciones diremos que
es completo con respecto a G, si se cumple lo siguiente: para
todo s € ¢* y para todo ¢ € L se tiene que

(i) s € L(8/G.),

(ii) se € L(G),

(iii) {(Po®) (X, ,8))lo)=1; (i),(ii) y (iii) implican que

(iv) se € L (E/Gc)




3. LENGUAJES DE 8/Go

Sea G, un SEDC construido a partir de un generador
G=(Q,L,8,q,,F). Nos referiremos a L(G) y a L_,,(G) como los
lengua jes del SED no controlado. Sean 8§ un supervisor de G,
L(&§/G_,) el lenguaje generado por 8/G, y L ., (8/G_.) el lengua-

Je aceptado por 8/G..

DEFINICION 2.3.1 El lenguaje L, (8/G,)=L(8/G,)N L;,(G) sera:
llamado lenguaje controlado por § en G, es decir, L, (8/G;)
consiste de aquellas palabras de L, (G) que sobreviven ante

la presencia del supervisor.

Es claro, a partir de la definicién 2.3.1, que

Lac(S/Gc) QLC(E/GC)CILac(G). Mas aun, si G es trim, entonces

Loc(8/G.) € L (8/G,) € LI8/Gy)=L(8/Gg)ELIG)I =L (G).

EJEMPLO 2.3.1 Sea G=(Q,L,$,q,,F) un generador donde
Q={g,,q9y}, I={«,8,7}, F={q,} y & es dada en la figura 2.

Entonces, Lac(G)=(ar*B)*.




FIGURA 2

Consideremos dos supervisores diferentes, cada uno espe-

cificado por su diagrama de transicién como sigue:

(i) El primer supervisor es dado en la figura 3.

B
=0 =1
FIGURA 3
luego, el diagrama de transicién para 6/G, es dado en
figura 4.
«
- T T
o g ‘o — T
(qo’ xo’ ER A---—""”/(ql,xl’ (qI,XZ’
B
FIGURA 4

la




Ahora, L(§/Gc)=(aB)*(e4a1*), donde + significa unién,

- = (aB) ¥=
Lo (8/Gg)= L(8/GIN Ly (G)=(aB)¥*=L__(8/G,) y

C

= *
Lo(8/Gg)=(aB) ¥ (0+a) L(8/G).

(ii) E1l segundo supervisor es dado en la figura 5.

to
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>
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FIGURA 5.

luego, el diagrama de transicidén para §/Gc es dado en la

figura 6.
o B
N T ///-—-—-.
\\ T \\
L) ) I
- . -
(qO,XO) (ql.xl) (ql,xz) (qo.Xz)

* 5, % = »*
Aqui, Lo(8/Gg)=L, (GI=(ar™B)1¥, L, (8/G )1=(«B1*C L (8/Gy) y

Lac(8/G.)E L (8/Gy) .
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4. MARCACION Y CONTROL

Un supervisor 8§ ejecuta dos tareas esencialmente indepen-
dientes, estas son, marcacién (descrita por L_ (8/G,)) vy
control (descrito por L_(§8/G,) vy L(8/G_)). Si un comporta-
miento controlable dado es una realizacién, entonces cual-
quier marcacién es simul taneamente una realizacién gque es

consistente con sl comportamienfo controlable.

Sin pérdida de general idad asumiremos que el generador G

es trim, es decir, L(G)=Lac(G).

DEFINICION 2.4.1 Sea L € £¥. Un reconocedor M para L es un

generador accesible G tal que L_ . (G)=L.

OBSERVACION 1 Aunque un reconocedor y un generador accesible
no son formalmente diferentes, nosotros interpretamos un
reconocedor M como un quintuple M=(Q,£,S,qo,F), el cual es un
aparato, como un supervisor, que es activado por palabras en
E*; esta accion es entonces para "reconocer" las palabras de

un lenguaje L, consideradas como palabras de entradas para M.
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PROPOSICION 2.4.1 (i) para cada sublenguaje K & Ly (G) existe
un supervisor completo § tal que, para 8/G_,, se tiene que
L(8/G,)=L(G) y L, ,(8/G,)=K.

(ii) Sea L wun sublenguaje cerrado de L(G). Si existe un
supervisor completo 8§ para el cual L(8/G;)=L, entonces para
todo sublenguaje K de LnLaC(G) existe un supervisor completo
8, tal que L(§, /G )=L y L ,(8,/G)=K.

PRUEBA (i) Sea S=(X,I,$,X,,F!) un reconocedor para K. Agre-
gamos un nuevo estado en X, si es necesario, para arreglar
que $(x,s) sea definida para todo (x,s) € X x L. Definimos

¢: X —» 10,13 por #(x)(s)=1, x € X,6 € L.

Es claro que §=(5,4) tiene las propiedades requeridas.

(ii) Sea T=(Y.£.Q.YO.F1) un reconocedor para K. Como en (i),
agregamos un estado adicional en Y, si es necesario,para
arreglar que %(y,s) sea definida, para todo (y,s) € Y x L.
Sea §=(S,¥) un supervisor completo para el cual L(8/G_)=L.
Definimos el supervisor §,=(8',¢'), con S’=(X’,Z,$’,xo',F')
donde X'=XxY, $'(x,y,0)=($((x,0),8(y,a)), XD’=(XO,Y°),F'=XxF1
y #'(x,y)=#(X). Ya que la accién del control de §, es la
misma que la de 8, es claro que L(§k/Gc)=L, y obviamente

Loc(8y /G )=K. Ademas, $'(x,y,a) es definida solamente cuando

$(x,0) es definida. Por lo tanto, §, es completo con respecto

a Gc'

e
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S. CONTROLABILIDAD

En esta seccién, introducimos una definicién de controla-
bilidad que jugard un papel importante en la caracterizacién
de lenguajes generados por estructuras 8/G_,, con un SEDC G,
dado, y una escogencia apropiada del supervisor completo §.

Sea Gc SEDC fijo, construido a partir de un generador
G=(Q,Z,é,qo,F) y supongamos que G es trim. Pongamos I ,=I-L_,
es decir, I, es el conjunto de etiquetas de eventos que no

pueden ser inhabilitados. Sean K y L dos lenguvajes arbitra-

rios de r¥,
DEFINICION 2.5.1. Dirémos que K es L-cerrado si K=KNL.

DEFINICION 2.5.2 Dirémos que K es (tU,L)—invariante si

KI,n L € K.

DEFINICION 2.5.3 Dirémos que K es controlable si KE L(G) y K

es (L,,L(G))-invariante, es decir, KL, N L(G) €K.

De la definicién 2.5.1 se sigue que un sublenguaje K de L
es L-cerrado, si y sé6lo si, cualquier prefijo de K, que es

una palabra de L, es también una palabra de K.




El lenguaje Ezun L consiste de todas las palabras
s'=sg, donde s'€ L, s € K y ¢ € L,. Si pensamos a L como la
representacién del T"comportamiento posible fisicamente", y a
K como el "comportamiento admisible legalmente", entonces la
palabra so¢ es una palabra formada por una palabra admisible
legalmente s, seguida de una letra (o simbolo) no controlado
¢ que es posible fisicamente. K es precisamente (L, L)~
invariante cuando todas estas palabras son admisibles legal-
mente, es decir, ciertas instancias del! comportamiento ;o

controladobson legales.

Finalmente, pensando en L(G) como el lenguaja del sistema
no controlado, es decir, como el comportamiento no controlado
posible fisicamente de nuestro SEDC, tenemos que K es contro-
lable si todo prefijo s € K es posible fisicamente, y toda
palabra s¢ posible fisicamente, con S € K y ¢ no controla-

do esta en K.

PROPOSICION 2.5.1 Sean Ky,K3 C Ly (G) vy Kz € L(G), con Kg no
vacio. Existe un supervisor completo & tal que, para el
sistema §/Gc, Lac(§/G0)=K1, LC(E/GC)=K2, y L(§/Gc)=K3, si y
sdélo si, K1§ Kz, K2=K30 Lac(G) y KS’ es cerrado y controla-

ble.



PRUEBA Sea 8 un supervisor completo tal que

Lac(8/G 1=Ky, L (8/G 1=Ky, y L(8/G,)=K5. Como

Lo (8/G.) €S L (8/G) €L, (G), entonces K; €Ky y por la
definicién 2.3.1 tenemos que K2=K30Lac(G). Para probar que K3
es controlable, supongamos que se¢ € L(G), con

5 € §3=K3: L(8/G.) y ¢ € £,. Si 8=(S,8), con S=(X,£,$,XO,F1),
entonces (q,x)=(Scx $)(qo,xo,s) es definida. Como ¢ € Zu,se
tiene que #(x)(e)=1, y como s¢ € L(G) se sigue que q'=8{q,e)
esta definida. Por lo tanto, Sc(q,o,¢(x))=q'. Ahora, como 8§
es completo con respecto a G,, tenemos que x'= $(x,s) esta
definida. De esto se sigue que

(Scx $)(q,x,a)=(8c(q,o,¢(x)),$(x,a))=(q',x') estd definida.

Luego, so € L(§/Gc)=K3=§3; asi K3 s controlable.

Reciprocamente supongamos que K, <€ Ko, Ko=KgL, (G} y Kz
es cerrado y controlable, entonces por la proposicién 2.4.1
es suficiente construir un supervisor completo 8§ tal que
L(§/Gc)=K3. Para esto, sea S=(X,£,$,XO,F1) un reconocedor
trim para K3, entonces Fl=X (recuerde que K3 es cerrado). Por
lo tanto, S(xo,s) esta definida, si y sbélo si, s € K3. Para
cada x € X, sean
£,0={c / existe s € k3, $(x,,s)=x, so € L(G), so £ kz) y
I, l=(c / existe s € K3, $(x,,8)=x, so € Kz).
Afirmamos que onﬂ£1x=¢, para cada x € X. En efecto, la

afirmacion se sigue por ser S un generador trim para Kg.




Supongamos que ¢ € Zoxﬂtlx, con s: € K3, t(st°)=x, s% ¢ Kz,
s' € Kg, $(x,,s8')= x y s'e € K. Entonces,
S(x,a)=$($(xo,s°),a)=$(x0,s°a) lo cual es contradictorio, ya
que s% ¢ Kz. Por otro lado,

$(x,0)=8(8(x ,8'),0)=8(x,,s8'c) esta definida ya que s's¢ € K3,
pero nuevamente encontramos contradiccién.

£° € L,,pues K3 es controlable. Sea ¢:X — (0,1}z cualquier

x €
funcién tal que, si #(x)= r, entonces r(I® )=0, r(le)Fl y
r(E,~Et )=1.

Es claro que la afirmacién probada anteriormente es
requerida para que ¢ esté bien definida. Ahora, sea 8=(S5,9).
Probaremos que L(8/G,)=Kz. Por la definicién de S es claro
que L(§/GC)§ Kgz. Fara la otra inclusién, usaremos induccién
sobre la longitud de s (|s|) de las palabras s que estan en

L{G). Si |s’=1, es decir, s=¢,para algun ¢ € L, entonces

o € L.,! si o € K3; asi o € L(8/G,) si o € Kz. Para un len-

*

guaje LS L™ escribimos L'V=¢s / s € L,|s|=3}, 3= 0,1,2,...;

note que L= U L(j). Supongamos por induccidén que

L4 (s/G 1=k, i=0,1,...,5. Sea s € L'3'(8/G,) y considere-
mos la palabra so¢ € L(G). Ahora x=$(x,,s) esta definida, y as{
o € L,° UL 1. Por lo tanto, ss € K3 implica que s € L1,
$(x,6) definida implica que #(x)(e6)=1 y 386 € L(§/Gc). Por lo

(3+1) — (3+1)
tanto, L (§/Gc)—K3 .

—
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Solo falta probar que 8§ es completo con respecto a G,. Para
esto, sea s € L(8/G )=Kz, so € LIG) y [(Bo8$)(x,,s))lo)=1., Si
56 € Kg, entonces debemos tener que ¢ € ¢ $(x0,5) " Pero esto
implica gque [{& o $)(x0.s)](a)=o; una contradiccion. Asf{

56 € Kz ¥y @n consecuencia § es completo.
6. SUFERVISORES FROFPIOS

Las-condiciones mas estrictas para especificar el compor-
tamiento controlado deben ser establecidas en los lenguaies
Loc(8/G.),L (8/G,) y L(8/G.) que describen al sistema 8/G;,.
introducimos en esta seccibdn una clase de supervisores,
}lamados supervisores ﬁropios, los cuales nos permitiran

especificar el comportamiento controlado en una forma satis-

factoria intuitivamente..

DEFINICION 2.6.1 Un supervisor & serad llamado no bloqueado si

Lo(8/G)=L(8/G INL,(G)=L(8/G,).

DEFINICION 2.6.2 Un supervisor serad llamado no rechazado si

Lo (8/Gg) =L (8/G).

Por definicidn LC(E/GC)EEL(§/GC). Si 8 bloguea, es decir,
falla para ser no blogqueado, entonces existe una palabra s €

L(§/G.,) que no puede ser completada a una palabra st en



L. (8/G.), es decir, s £ L. (8/G.). En este sentido el SEDC
puede ser bloqueado para que siempre complete una "tarea".
Esta situvacidén indeseable es ilustrada por el supervisor (i)

del! ejemplo 2.3.1, acad la palabra at € L(E/Gc)-ic(S/Gc).

Si 8§ rechaza, es decir, falla para ser no rechazado,
entonces existe una palabra s € Ec (8/G_), que puede ser com-
pletada para una "tarea" en L,(8/G;), pero nunca para una
"tarea" que sea marcada. Si ic(S/Gc)=Eac(§/Gc), entonces
Lac(E/Gc)é LC(B/GO)ET_ac(E/Gc). As{, para todo s € L (8§/G;)

existe un t € ¥ tal que st € L, .(8/G,). En consecuencia,

st € L. (8/G,).

El supervisor (ii) del ejemplo 2.3.1 rechaza solamente
palabras de la forma (aB)¥ que son marcadas, mientras
LC(E/GC)=(aT*B)* representa el conjunto de “"tareas" que

pueden ser ejecutadas.

DEFINICION 2.6.3 Un supervisor 8 serid |lamado propio si 8§ es
completo, no blogqueado y no rechazado, es decir, § es comple-

to y Lyo(6/G,)=L,(8/G,)=L(8/G).




TEOREMA 2.6.1 Sea K<L, ,(G), con K no vacio.

(i) Existe un supervisor propio & tal que L_.(8/G,)=K, si y
sélo si, K es controlable. En este caso, L_(8/G_ )=L,,(GINK.
{ii) Existe un supervisor propio 8 tal que L (8/G,)=K, si y

solo si, K es controlable y L, (G)-cerrado.

PRUEBA (i) K es controlable, si y sélo si, K es cerrado y
controlable, si y sélo si,el triple (K;,K,,K3)=(K,KNL,_(G),K)
satisface que K; € Ky, Ks=K3NL,.(G) y Kz es cerrado y contro-
lable.(Ver proposicién 2.5.1), si y sélo si, existe un super-
visor completo 8 tal que
(Lac(ﬁ/Gc),Lc(§/Gc),L(§/Gc))=(K,En(Lac(G),E), si y sdélo si,§

es propio.

(ii) K es controlable y (L,,(G)-cerrado, si y so6lo si, el
triple (Kl,Kz,K3)=(K,K,E) satisface las condiciones de la
posicidén 2.5.1, si y sélo si, existe un supervisor completo §
tal que (Lac(Q/Gc),LC(E/GC),L(§/GC))=(K,K,R), si y so6lo si,

§ es propio.




7. PROBLEMAS DE SINTESIS DE

SUPERVISORES

Dados dos lenguajes La,Lg c ¥, con ##L g:qugLac(G).
Interpretamos a Lg como "el comportamiento legal", es decir,
cada palabra de Lg es una "tarea legal", y a L; como "el
comportamiento aceptado minimal®, es decir, el control del
SEDC G en tal forma que un lenguaje generado que sea :mas

pequefio que L, es considerado inadecuado.

Introducimos en esta seccién el problema del marcaje
supervisorio (FMS), es decir, el. problema de construir un
supervisor propio & para G tal que L € L, (8/G.) € Lg'
Andlogamente, definimos el problema de controli supervisorio
(PCS), es decir, el problema de construir un supervisorio
propio 8 para G tal que Lach(E/Gc)_C_'Lg.

Si el PCS es soluble, entonces por la prueba del teorema
2.6.1 (ii) podemos acomodar que L, (8§/G_)=L. (8/G.), asi que
2l PMS es soluble también. Reciprocamente, considere el caso
especial donde L, es L, (G)-cerrado, es decir, ngignLac‘G)'

g

Entonces Lg €L, .(G) tiene la propiedad que si una palabra

st € Lg y s € Lac(G). entonces s € Lg' Ahora, si el PMS es

soluble, entonces el lenguaje L,.(8/G,) satisface que

a

Ademas, como § es propio, entonces Lac(§/Gc)=Lc(§/Gc), asi

4.0

L, ¢ L .(8/Gg) € Lg;en consecuencia L, €L, (8/G;) = Lo (8/G,),



Lc(§/Gc)&;LC(E/GC)=Lac(§/GC)‘ Lg- Pero por definicién

L (§/GC) c Lac(G)' es dqcir, LC(E/GC) C igﬂLaC(G)=Lg. Por 1lo

C

B

tanto, LaggLC(§/GC)§—L8 y en consecuencia el PCS es soluble

también.

Cuando el PMS o el‘PCS es soluble, consideramos deseable
que la solucidn sea minimal, en el sentido que L_,.(8/G.) o
L.{8/G,)} sea considerado como un sublenguajs de L, (G) tan
grande como sea posible y sujeto a los constreﬁimientos.para
que sea un sublenguaje de Lg. Las soluciones son posibles, en

principio, debido a una propisdad de los semi—-reticulos.

Sea L € L(G) un sublenguaje arbitrario de L(G) y sean

Gg(L)={K/KEL,K controlable}, Fg(L)={K/K € L, K= KNL,,(G)}.

PROPOSICION 2.7.1 CgtL) y FgtL) son clases no vacias de

lenguajes, cerradas bajo la unién arbitraria.

PRUEBA Sea # el lenguaje vacio de IX. Claramente # € Gg(L) y

¢ € Fg(L), asi Cg(L) y Fg(L) son clases no vacias.

51 Ky € Gg(L), para o en algun conjunto de {ndices A,
entonces kaZUﬂL(G)g}Ra, a € A. FPor 1a definicidén de clausura
se tiene que U Kk, = G”fa.Por lo tanto,( U Ky )I,NL(G)

a€A a€A a€A

= U K )ZUHL(G)= U (Ku Zu)ﬂL(G)= U (Ka ZuﬂL(G))SEU Ka =
a€A XEA OEA x€A




U—Ra, asf UK, € ¢gglL). La prueba para Fg(L) es analoga.
x€EA €A

Por la proposicién 2.7.1, gglL) y Fg(L) contienen un
unico supremo con respecto a la inclusién, los cuales denota-
mos respectivamente por SUPCg(L) y SUP Fg(L). En efecto,
Cg'L) y FglL) son sub semi-reticulos completos del semi-reti-

culo de todos los sublenguajes de L, ordenado parcialmente

por la inclusién.

1

Basados en el teorema 2.6.1 y la proposicién 2.7.1 obte-

nemos nuestro primer gran resul tado.

TEOREMA 2.7.1 (i) El PMS es soluble, si y s6lo si,

L, SUPgg(L).

a
{ii) El PCS es soluble, si y sélo si,

Ly € SUP{CG(L, ) NFGIL,) ).

En cada caso del teorema 2.7.1, el supervisor correspon-

diente es restrictivo minimalmente.
8. PROYECCIONES DE SUFPERVISORES

Sean §=(S,9) y §'=(S',#') supervisores para un generador

G, con S=(X,L,$,%,,Fl), #:x — 0, 13% y s'=(x*,L,8',%,",Fl").




DEFINICION 2.8.1 Una proyeccién x de . § en $', denotado por
n:8 — 8', es una funcién x: X — A'tal que
(i) n es sobreyectiva,

(11) mixg)=x,' y Fl=x"1(Fln),

o
(iii) [t‘o(uxldz)](x.a)=(xot)(x.a). para todo (x,0) € XxIL
tales que $(x,0) estd definida,

(iv) #'on=9,

Bajo las condiciones de la definicion 2.8.1 nos referiref
mos a S' como el cociente de S bajo ®x. Esta situacidén es

descrita en la figura 7.

s
X X £ o— % X X .
T~
n ] lldz n x ~>¢0,11%
-
$ /"'90
X x . X' X

FIGURA 7

Extendemos nxldz a una funcién nxld::XxE*———» X'xt* de

manera natural.




PROPUSICION 2.8.1 Sea § un supervisor completo con respecto a
un generador G, y sea wx:8§ — B' una proyeccién. Entonces

(i) n es UGnicsa,

tii) Ly (8/Gy) =L o(8'/Ggy L (8/G =L _(8'/G;) y
L(8/G,=L(8'/Gg),

(iii) 8'es completo con respecto a G,

(iv) 8§ es no blogueado (respectivamente, no rechazado y pfo—
pio), si y sblo si, 6' es no bloqueado (respectivamente, no

rechazado y propio).

PRUEBA Pongamos 6=(S,8),con S=(X,L,$,X,,Fl), y 8'=(s",8"),
con '=(X'.Z.§'.Xo'.F1'). Recordamos que, por definicidén, S y
S' son accesibles.

(i) tenemos que wx(x, )=x,'. Si x € X, entonces, por ser S

accesible, existe s € £* tal que x=¢{(x,,s), asi

u(x)=(uo$)(xo,s)=[$'o(nxldz)](xo,s)=3’(xb,s). Por lo tanto =

es Unica.

(ii) pongamos L=L(8/G,, y L'=L(8'/G;). Si 8 € L con |s|=1,
entonces #(x ) (s)=1=8(x )(e), y
(Scxt)(qo.xo,a)=(8c(qo(oy¢(xo)).t(xo.o))=(S(q°.a).$(xo,a))
estad definida. Como ¢'(x°')(o)=i y
(E.x$')(qg5,%y',0)=(8(q,,0),8"(x,',0))=(8(qy,0),(x0%)(x,,0))

=[(nxldq)o(scxt)](qo,xo,a)esté definida, entonces L c L1,
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Por induccién sobre la longitud de s es fécil probar que
L{3 et 3=0,1,... por 1o tanto L L' para probar la otra
inclusién supongamos que (§.x$')(q,,x,"',0) estsd definida,
entonces o € L' y ¢'(X,')(e)=1. Asi,
B(xg) (a)m(B'om(xg)) (a)=8’ (x,') (a)=1, Ademas,
S(qo,a)ﬂsc(qo,c,¢'(x°') estd definidajen consecuencia O(xo,a)
estd definida. Por lo tanto, (Scxt)(qo.xo.a)-(S(qo.a).‘(xo,a)
estd definida, y L'{1) €r{1), sypongamos que L' (i) g (1)
(i=0,1,...,5). Sea 8 € AR y consideremos se¢ € Lo (3+1)
Entonces s € L‘J).asi x-(Scxt)(qo,xo,s)y x'-(scxt')(qo.xo',s)
estidn definidas, y xi(x)=x', Aplicado escte mismo argumento a
{x,x') en lugar de (xo,xo') obtenemos que se € L(5+1). Por lo
tanto L' €L y en consecuencia L'=L. Luego,
Lo(8/G ) =L(8/G,)NL, (G)=L(8' /G )INL, ,(G)=L (8'/G ).
Finalmente, s € L‘O(!/Gc),si y sblo si, (8, x8)(qq,xq,8)
esta en FxFl, si y sélo si, $(x,,s) € Fl y s € L,(8/Gg), sl y
sélo si,8(x,,8) € n"Y(F'l) y s € L_(8/G,), 81 y sslc si,
(uo‘)(xo,l) € F'ﬂ y 8 € LC(B'/GC), si y sélo =i,
$'(x,',8)€ F''y y 8 €L (8/G,), st y sélo si,

(S, x$')(qg,xy"'18) € FxF',81 y sélo #1, 8 € L, (8'/G,).

c

({i1{) para probar que §' es completo con respecto a G, sea
s € L(8'/Gy), #0 € L(G) y (9'0 8')(x',,s)(e)=1, Entonces, por

(1), 8 € L(8/Gg), y
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(Budllx ,8)(si=(& onobiin,,sria)=i@ 8" ) {x'.s:lo " .

completo, entonces $(x,,8¢) @sta definida. adema: .

0

Como 8 e
como T es una proyeccién, &e tiene que $'(x'_,sc0) esta ey
nida. Por 1o tantoc 8' es completo.

tivi la prueba es inmediata a partir de (ii) y (iii:.

3. SUPERVISOR EFICIENTE

H
S

in esta seccién daremos una caracterizacion abstractas Je
un supervisor "construido eficientemente”, para un lenguaje
ne vacio K § ¥ que tenga ia propiedad de ser L,.(G)-cerrado
y controlable. La existencia es dada por el teorema 2.6.1.
M&s adn si §=(§,4) es el supervisor propio para K, construido
como en Ia pruebsa del teorema 2.6.1, entonces
Kal,o(8/G, =L (8/G,) y KsL(8/Gy). Por 1o tanto, oomo en Ila
construcoién usada en I|a prueba de I1a proposicién 2.5.1,
podemos arreglar que, para una palabra s € K, el estado «x
rechazado por S sea tal que, para todo ¢ € L,

0,sf se £ K,

Sin)l(ag)m {
1,81 s¢ € K

En base a esta definicién, introducimos una relacién de
equivalencia sobre t* de 1a manera siguientes diremos que

g,8' € £* son csontrol~equivalente, escrito s ~s', si para
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todo ¢ € L, se tiene que so € K,si y s86lo si, s8'e € K.

Recordando de la teoria de autématas que una relacién de
equivalencia e sobre t* es invariante a derecha si, para todo
s8,8'€ c* y s8=s'mod(e) se tiene que, para todo t € Z*,
st=s'mod(e). Sea {e, / « € A} una familia arbitraria no vacia
de relaciones de equivalencia sobre t*,. Definimos una rela-
cién de equivalencia sobre t*, denotada e=SUP{ e, /x € A 1},
como sigue: para s,s' € Z*, sEs'mod(e), si existen K 2 1 (K-
entero) , LIy SRR L." € Ay 8118054498y € ¥ tal que
ssslmod(eao), slaszmod(eal),...,sk_lsskmod(eak_l),
skas’mod(eak). Es facil probar que si, en particular, las @
son congruentes a derecha, entonces e también lo es. El orden
de la teoria de reticulos para las relaciones de equivalencia
sobre ¥ esta definido como sigue: e;se, si, para todo
g,8' € *. sEs’mod(el) implica que s=s’'modl(e,); ey es |lamada
mas fina que e,, en este caso.Por lo tanto, e=SUP{e, / « € A}
es la relacién de equivalencia mas fina sobre £* que es menos

fina que cada e a € A.

o?
En general, la relacién de equivalencia control-equiva-

lente ~ no es congruente a derecha. Por lo tanto, si defini-

mos s=s'mod(0) si s=s', entonces trivialmente 0 es congruente

a derecha y O S ~; de acad que la relacién de equivalencia

% = SUP{e / e es congruente a derecha sobre 2*, e $ ~)

existe, y es la congruencia a derecha que es la menos fina
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sobre E*‘pero mas fina que ~.

Para s € E*, sea [s8] la clase de equivalencia de s médulo ™.
Definimos el autémata 5=(X,I,$,X,,X),donde X=([s)/s € K},
%,=[6) y $(%X,0)=%X' si %=[{s], s € K, s¢ € K y [sc]l=%X'; en
otro caso $ no estd definida. Definimos #:X — (0,1} acor-
dando que #{(x)}{(s)=0 si 6 € L., existe s € K con %X=[s) vy

s € K;i en otro caso #(x)(s)=1. Ahora podemos definir el
supervisor eficiente §=(S,#). Evidentemente § es "eficiente"

en el sentido de que cualquier autémata g, que soporte la

accién de control

xi

0, s5i s ¢ £
#ix)leg)= é tal como fué definida al comienzo
' | 1, 8i s ¢ €

=

de esta seccidén, debe tener una estructura de estado (con-
gruencia a derecha sobre £¥) al menos tan fina como la de S..

—

Es facil ver que 6 es completo, ya que s € K, [(sl=X,
#{¥)le)=1 y s¢ € L (G) implican que s¢ € K y por lo tanto
$(%x,0) estd definida. Procediendo como en la prueba de la

propbsicién 2.8.1 se tiene que L(§/G¢)=§=L(§/Gc). Finaimente

como  X=F!,  entonces L, (8/G_)=L(8/G,)NL, (G)=KNL,_(G)=K

{recuerde que K es Lac(G)*cerrado); asi K=Lac(§/Gc)=Lc(§/Gc)

v B @z propio. Asi 8 ejecuta la misma accién de control sobre

G, tal como el supervisor con el cual comenzamos.
Definimos sobre I¥ una relacién de equivalencia, denotada

por = mod(K), llamada E—equivalencia, de la manera siguiente:

para s,s' € Z*, s=s'mod (K) si para todo t € Z*, st € E, si y
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sb4lo si, s't € K. Claramente = mod(K) es una congruencia a
derecha. Ademas si s=s'mod(K), entonces, en particular, para
todo ¢ € L , so € K,si y sélo si s'c € K. Asi, =mod(K)< », es
decir, para todo s,s' € Z*, s=s'mod(K) implica que s%&s'. En
particular, si s,s8' € K y s=s'mod(K), entonces

é(io.s)=§(§o,s'). Nos referiremos a esta ultima propiedad

diciendo que el autémata S es K-reducido. Para su construc-

cion, S es también E—trim, es decir, para todo X € X existe

1

s € K tal que $(X_,s)=X.

En la préxima seccidédn se muestra que cualquier supervisor

con estas dos propiedades puede ser proyectado desde un

supervisor basado en un reconocedor para K.




10. TEOREMA DE LA ESTRUCTURA COCIENTE

Estamos preparados para probar el segundo gran teorema de
este capitulo. Estableceremos que "todo supervisor construido
eficientemente” es un cociente del comportamiento deseado de
§/Gg-
TEOREMA 2.10.1 Sea §=(5,9) un supervisor completo para G.
Pongamos K1=Lac(§/Gc" K3=L(§/GC) y supongamos que S es
Ky-reducido y Kgz—trim. Sea S°=(x°,r,4°,%x°_,X3,) un reconocedor
trim para Kgz. Entonces, existe un subconjunto F° ¢ x° y una
funcién de retroalimentacién de estado #%:X° —(0,1}F con las
siguientes propiedades:

(i) El supervisor §°=(s5°,8°), con S9=(x%,r,$°,x°,,F° es un
supervisor completo para G tal gque Lac(Eo/Gc)=K1 y
L(8°,/G,)=K3.

(ii) Existe una proyeccién n:8° — §.

(iii) Si § es propio, entonces 8° es propion.

PRUEBA Fongamos S=(X,L,$,X,,F). Sea x? € X°; como S° es

trim, entonces existe s € Ky tal que $°(x°°,s)=x°. Sea

${xq,8)%x € X y definamos n:X°~— X acordando que n(x%)=x,
Afirmamos gque n esth bien definida. En efecto, sea t € Kg,

$9(x%,,t15x°, y ses $(xy,t)my € XK. Ya que S° es un reconocce-




dor para K3 y $°(x°o,s)=¢°(xoo,t), tenemos que sstmod(Ka).
Ahora, como S es Ka—reducido, entonces t(xo,s)=$(xo,t), es
decir, x=y.

Afirmamos que n es una proyeccién. En efecto, sea x € X.
Como S es K3—trim, entonces existe un s € K3 tal que
$(x,,8)=x. Sea $%(x°,,e8)=x%, entonces n(x®)=x; asi n es
sobreyectiva. Ahora, sea $%(x°,0)=y°. Tenemos que x°=$°(x°o)
péra algun s € K3; asi so € Kz. Ya que K3=L(§/Gc), se sigue
que $(x(x°%),0) esta definida y coincide con (noto)(xo,a):Para
establecer que w® es una proyeccién sélo resta definir

FP=x"1(F) junto con #°= ¢ o x.

Queremos probar que L (§°/Gc)=K3. Usando el argumento de
la prueba de la proposicién 2.5.1 tenemos que es suficiente
mostrar que: (i) Para todo ¢ y para todo x® € X°, con
$°(x°o,s)=x°, ss € L(G), so € K3, para algun s implica que
#9(x%) (6)=0.

(ii) Para todo ¢ y para todo x° € X2, con $°(x°°,s)=x°,
sc € K3, para algan s implica que #%(x%)(s)=1.

Para la prueba de (i), sea $%(x° ,s)= x°, sc € L(G),

56 € K3. Claramente s € K3. Si $(x,,s8)=x, entonces #(x) () =0,

Por lo tanto,®2%(x®)(o)=(® o0 M) (x%°)(s)=0#(x)(c)=0. La prueba de

(ii) es analoga.




Para probar que 8° es completo con respecto a Go, note que
s € L(8/G,), se € L(G) y (#%08°)(x°,8)(0)=1, 81 y sélo si,
s € L{8/G ), se € L(G) y (#08%)(x,,s)(c)=1. Pero como § es
completo, entonces so¢ € L(§/Gc)=L(§°/Gc). Finalmente, sea
s € K. Entonces, s € Kl; si y sélo si, $(x,,s) € F1 y
Sla,.s) € F, sf y sélo si,(nos®)(x°,,s) € F! y 8(q,,s) € F,
s{ y sélo st, $%x%,s) € FO y 8(q,,s) € F, si y sélo si,

o ¢ o o — .
s € Lac(§ /Gc). As{ Lac(§ /Gc)—Lac(E/Gc). En particular, si 8

es propio, entonces §° es propio.

EJEMPLO 2.10.1 En un sistema de manufactura consideremos dos
maquinas M;,M, conectadas en serie y separadas por un almacén
A (figura 8). Cada madquina M; es modelada como un SEDC sobre

el alfabeto {o«;,B8;,7T;,Hu;) ¥y con variables de control u; y v;

(figura 9). Los estados de Mi son Aj (apagada), Fi ( funcio-

nando) y D; (dafiada).
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FIGURA 9

El control uj habilita o inhabilita la transicidén de Ai a

Fj (u;=1 permite que M; acepte una pieza de trabajo); mien-

tras que v; habilita o inhabilita la transicién de D; a A;
(vi=1 significa, cuando Mi esta en el estado Di’ que Mi esta
en reparacidén). El almacén A tiene dos estados, estos son,
vacio (V) y no vacio (NV). A no es un SEDC pero puede ser
visto como un autémata dirigido por M; y My, (figura 10). EI
sistema opera de la manera siguiente:la maquina M; toma una
pieza de trabajo (evento ay). Si la maquina completa su
proceso de tratamiento correctamente, la pieza es almacenada
(evento Bl). Ahora, si se rompe el proceso, la maquina des-
carta la pieza de trabajo (evento 11), pero en este caso la

maquina es reparada (evento p¢). La maquina M, opera analoga-

mente, pero toma sus piezas de trabajo del almacén A, en caso




de haber una.

Ahora, nuestro problema consiste en manipular los
controles de tal manera que sean satisfechos los cuatro
requerimientos siguientes:

(i) My ejecuta a4y solamente si A estad en V,
(ii) M; ejecuta &, solamente si A esta en NV.
(iii) My no puede ejecutar &«; mientras M, esté en D,

(iv) Si My esta en Dy y M; esta en Dy, entonces v;=0.

La condicién (iv) significa que si las dos magquinas estan
dafadas simultaneamente, entonces M, debe ser reparada antes
que M,;. No formalizaremos los cuatro requerimientos, antes
mencionados, ni daremos los detalles de como el lengualje

legal Lg es derivado de éstos, pero daremos el resultado. EI

lenguaje L, para nuestro sistema es dado en la figura 11. EI

B

reconocedor correspondiente define un supervisor 8° tal que

Lg=L(§/Gc); los patrones de control son tabulados en la tabla
1. Puede verificarse que 8° admite el cociente dado en la
figura 12; la proyeccién requerida es tabulada en la tabla 1.

E!l cociente representa una reduccién de doee estados a sola-

mente seis estados.
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FIGURA 12
x© x u, vy U~ Vo
o} o} 1 - 0 -
1 o} 1* - o) -
2 1 0 - 1 -
3 o} 1 - o} ~
4 3 0 - o} 1
5 0 1* - o) -
6 1 0 - 1 * -
7 2 ) - - 1
8 3 0 - ) 1
9 4 0 0 ) 1
10 5 -~ 1 0 -
11 5 - 1 0 -
TABLA 1

En la tabla 1 el simbolo (-} es usado para significar

una asignacién arbitraria.
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CAPITULO 3

CONTROL MINIMAL Y OBSERVACION MINI-—

MAL DE SISTEMAS DE EVENTOS DISCRETOS

Una consecuencia inmediata de la proposicién 2.5.1 es
que, dado un lenguaje cerrado K ¢ L{G), si todos los evgntos
en Y pueden ser controlados, entonces K es controlable vy
K=L(§/Ge). En realidad existen muchos subconjuntos I, de I
que garantizan que K es controlable. En este capitulo nuestro
interés esti4 centrado en encontrar el subconjunto minimal de
eventos controlados, para el cuval K es controlable y el
subconjunto minimal de eventos observables, para el cual K es
observable. Damos algunas condiciones de necesidad y sufi-
ciencia que garantizan la existencia de la observacidén mini-
mal (el control minimal siempre existe), y algunos algoritmos
eficientes para calcular el control minimal y la observacién

minimal.




1. EL CONTROL MINIMAL

* cerrado y &8a L(G) el lenguaje

DEFINICION 3.1.1 Sea K¢ I
del sistema no controlado. Diremos que L, € 22 s K controla-
ble, si K(Z-EL_ )10QL(G) € K.

Sea C(I)={Q/Q € ZZ,KQﬂL(G) C K},
PROPOSICION 3.1.1 (C(Z),U,N) es un reticulo completo.

PRUEBA Sean 2, 2, € C(L), entonces K2;NL(G) € K y

KQ,NL(G) & K. Por lo tanto,
K(QIUQZ)DL(G)=(KQIUK92)ﬂL(G)=(KQlﬂL(G))U(KQzﬂL(G))Q K.

Luego, QUQ, € C(I). Ademas,

K(QiNQ,1NLIG) € (KQyNKQ,)NLIG)=(KIQ;NLIG))INIKQNLIG)) K; asi
Q4NQ;) € C(L). En consecuencia, (C(L}),U,NN) es un reticulo.
Ahora, ya que C(I) es finito se tienes que (C(I),U,N) es un

reticulo completo.

Como (C(L),U,N) es un reticulo completo, entonces SUPCI(L)

existe.

TEOREMA 3.1.1 El subconjunto de eventos K-controlable minimal

™, existe, y I™_ = I-SUPC(I).
PRUEBA Claramente ch es K-controlable, pues

K(Z—Emc)nL(G)= KSUPC(TZ)NL(G) € K. Para la minimalidad, sea




Z°§'£mc K-controlable, entonces K(I-L®)NL(G) € K; asi
£-1% € c(1), de donde £-1%¢ SUPC(T)=I-I™_ . Por lo tanto,

", € 1°. Luego, E°=I™,. En consecuencia L™  es minimal.

El teorema 3.1.1 nos dice que para calcular tmc, primera-

mente calculamos SUPC(I) y luego hacemos la diferencia.

PROPOSICION 3.1.2 Dado ¢ € L. Entonces, ¢ € SUPC(Z), si y

s0lo si, KefL(G) C K.

PRUEBA Supongamos que g € SUPC(L), entonces

KoNL(G) € KSUPC(TINL(G) €K,

Reciprocamente, supongamos que KeNL(G) <€ K, entonces

{61 S SUPC(L). For lo tanto, o € SUPC(I).

2. LA OBSERVACION MINIMAL

DEFINICION 3.2.1 Sea K ¢ ¥ cerrado y sea L(G) el lenguaje del
sistema no controlado. Diremos que I, € 22 es K-observable,
31 KerP § act(K), donde pP: ¥ —_— Z*o es inducida por I  como
sigue: P(6)=6, Pl(s)=0 si ¢ € £ -~ L, ,Plol=0 si ¢ € L, ¥

Pi(sec)=P{(s)P(qg).




Sea O(L)={(r'/T€2%,KerP; < act(K)}, donde P es inducida
por ' En algunos casos O(L) no es cerrado con respecto a la
interseccién., Tomese como ejemplo:

I={«,8,r,0,0y,05}, L(G)= T + GB + Xo,0,B8 + o4 + Goy,
K=aB + &?TEE + 35y + T6, ,» Py={r,a,8,04} y Py={r,a,B8,05}.
En consecuencia, e} elemento minimal de O0O(X) no

necesariamente existe.

PROPOSICION 3.2.1 Sean L; € I, € L. Si I; es K-observable,

entonces 22 es también K-observable.

PRUEBA. Supongamos que L, es K-observable y sean P;,P; "las
proyecciones" inducidas respectivamente por Ly y I, entonces
Keer < KerPl. Asi, KerP1 € act(K). Por 1lo tanto,

Keer € act(K). Luego, 22 es K—-observable.

PROPOSICION 3.2.2 El1 subconjunto de eventos K-observable
minimal £°m=lNFO(£) existe, si y sélo si, O(L) es cerrado

bajo la interseccidn de conjuntos.

PRUEBA Supongamos que L "=INFO(L) existe, entonces I ,"C T,
para todo ' € O(L). En consecuencia,tom c FlﬂFZ, para todo
ry,r, € 0(L); asi Iy, es K-observable (ver proposicién

3.2.1).Por lo tanto, rlnrz € O(L).

18]



Reciprocamente, supongamos que O(L) es cerrado bajo la
interseccién de conjuntos, entonces obviamente Zom=lNFO(Z)
existe, pues N I es K-observable, y es el subconjunto de

regco)
eventos K-observable minimal.

Pongamos Z={al,az,...,an), Zi=2—{ai) y Py la funcioén
inducida por Zi, i=1,2,...,n. Consideremos la relacién entre
la K-observabilidad de Zi y el subconjunto de eventos K-

observable minimal. En el caso en que ninguno de los L; sea

K-observable, se tiene claramente que INFO(I)=L.

TEOREMA 3.2.1 Supongamos que L; es K-observable, para todo

i€ {1,2,...,m} (1£m<n). Entonces, el subconjunto de eventos
K-observable minimal existe, si y sélo si, N
i

K-observable.

PRUEBA. Supongamos que el subconjunto de eventos K-observable

minimal existe, entonces O(L) es cerrado bajo la interseccién

m
de conjuntos (ver proposicién 3.3.2}), asi N L; es K-observa
i=1
ble.
m
Reciprocamente, supongamos que N I; es K-observable.
i=1
m
Afirmamos que N I; es minimal. En efecto, supongamos que
i=1
existe un subconjunto de eventos K-observable I° tal que
m m
) € N £;, entonces existe ¢ € L,0 € N I; vy of£®. Como I°
i=1 m i=1
es K-observable, entonces N L; - {e¢} es K-observable. Por lo

i=1

61




tanto, I-1{6) es K—-observable. Pero, como oEEi, para todo

ie{1,2,...,m}, entonces E-{s) no es K—-observable, lo cual

m
es contradictorio. Luego, N1 L; es minimal.
i=1
m
COROLARIO 3.2.1 Si /1 £; es K-observable, entonces
i=1
m
INFO(EDY= n ;.
i=1

i
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