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Algunos Resultados para Operadores de la Clase D(a, b)
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Resumen

En 1986, L. Nova define una clase de operadores con punto fijo llamada D(a,b) la cual
incluye a muchos de los clasicos operadores con punto fijo. En este trabajo damos un resumen
de los resultados existentes de esta clase. Ademés probaremos unos resultados de sucesiones
de operadores de este tipo, y daremos condiciones para que esta clase sea cerrada bajo la
suma y composicion (o producto).
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Introduccion

Sean A un conjunto arbitrario no vacioy T : A — A una aplicacion. La teoria del punto
fijo trata de hallar condiciones sobre A y/o T de tal manera que exista al menos un punto a € A
tal que T'a = a. Si este punto existe, es llamado un punto fijo de T'. Son ampliamente conocidos
los resultados de la teoria del punto fijo que nos dan respuesta al planteamiento anterior. En
este sentido, consideramos conveniente indicar algunos de tales resultados que han hecho historia
en la teoria del punto fijo. La version topologica de esta teoria fue dada, en el ano 1912 por L.

Brouwer, [8], quien probé el siguiente resultado:

Sea f: Bla,r] C R™ — Bla,r| una funcion continua,
entonces existe z € Bla,r] tal que f(z) = z donde

Bla,r] denota la bola cerrada de centro a y radio r > 0.

El teorema de Brouwer en el caso unidimensional corresponde al teorema de Cauchy-Bolzano,

que dice lo siguiente:
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Sea f : [a,b] — [a,b] continua, entonces existe xo € [a,b] tal que:
f(l‘o) = 0.

El teorema de Brouwer fue generalizado a espacios de Banach de dimensién infinita por S. Schau-

der de la siguiente manera:

Sean (E,||.||) un espacio de Banach, K C E un subconjunto compacto y convero y

T: K — K una aplicacion continua. Entonces existe z € K tal que Tz = z.

El siguiente resultado corresponde a la versién métrica de la teoria del punto fijo.

Sean (M,d) un espacio métrico completo y T : M — M una aplicacion.
Entonces T tiene un punto fijo en M si cumple una de las siguientes con-

diciones:

C1. (Banach, 1922, [8]) T es una a—contracciéon o contraccion de Banach si cumple que:
d(Tz,Ty) < ad(z,y) Ve,ye M, 0<a<l.

C2. (Kannan, 1969, 1971, [9, 10]) T satisface que: existe « € [0, %) tal que
d(Tz,Ty) < a(d(z,Tx) + d(y,Ty)) Vz,y € M.

C3. (Chatterge, 1972, [1]) T satisface la siguiente condicién: existe a € [0, 3) tal que
d(Tz,Ty) < a(d(z,Ty) + d(y,Tz)) Vz,y € M.

C.4 (Reich, 1971, [15, 16]) T satisface:

d(Tz,Ty) < a1d(z,y) + ad(z, Tx) + asd(y, Ty) Vr,y € M a1+ az +az < 1.

C.5 T satisface:

d(Tz,Ty) < ard(z,y) + agd(z, Ty) + azd(y,Tz) Vz,ye M 0<a;+az+az <1l
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5
(Hardy-Rogers,1973, [7])Vz,y € M, T satisface: existen a; > 0 tal que Zai <ly.
i=1

1Tz = Tyl| < arlle — yl| + azlle = Tz[| + aslly — Tyl| + asllz — Ty|| + as|ly — Tz|.

Las condiciones anteriores son independientes entre ellas en el siguiente sentido:

. Toda aplicacion C1. es una funciéon continua.

. Existe una funcién que satisface la condicién C2. pero no la C1.

T:[0,1] —R
z xelo,d
5, T €[3 1]

Entonces T no es continua, y por lo tanto, 1" no es C1. y es facil ver que satisface C2.

. Existe una funcién que satisface C1. pero no C2.

Claramente T es continua. Para ver que no es C2. tomar y =0, x = 1/3.

Existe una funciéon que no es C1. ni C2. pero es C4.

T:[0,1] — [0,1]
Tx:{ %x, z€l0,3)

2
15T, TE€ [%, 1].

[y

. Existe una funcién que satisface C2. pero no satisface C3.

. Existe una funcién que satisface C3. pero no satisface C2.

T:[0,1] — [0,1]

1
X
— 29 (EG[O,l)
Te {o, z=0.
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En [2] W.R. Derrick y L. Nova definen las siguientes clases de operadores:
Sean (E, ||.||) un espacio de Banach, K C E cerrado y T : K — K un operador arbitrario, tales

que satisfacen las siguientes condiciones, para a,b >0 z,y € K.

A) |(Tx —Ty) = bl(z — Tz) + (y — Ty)] || < allz -yl
B.) [[(Tz —Ty) — b(z — T2)|| < al|lz — y[| + blly — Tyll,
C) |(Tz = Ty) — a(x — y)|| < blllz — Tz[| + [ly — Tyll],

D) [Tz — Tyl < allz — yl[ + bllz — T[] + |ly — Tyll]-

Diremos que una aplicacion T' pertenece o es de clase A(a,b) (respectivamente B(a,b), C(a,b),
D(a,b)), cuando T satisface la condicion A.) (respectivamente B.), C.), D.) ).

Notemos que una aplicaciéon que cumple alguna de estas condiciones es una aplicacién contraccion
(Cl.) cuando b =0y 0 < a < 1. Y ademaés una aplicaciéon C(0,b) es una aplicacion tipo Kannan;

esto es, (C2.).

Kannan prob6 que T tiene un tnico punto fijo si 0 < b < % y ademés probd la unicidad de

puntos fijos para b = % en un espacio uniformemente convexo bajo ciertas restricciones.

Veamos las similitudes y contrastes de estas cuatro clases. Una similitud es que si T tiene
un punto fijo entonces éste es tnico cuando 0 < a < 1. Observe que, usando la desigualdad

triangular, se tiene que una aplicacion de las clases A(a,b), B(a,b), C(a,b) es de clase D(a,b).

Ademas, se puede notar que en ningiin momento se han puesto condiciones de continuidad a

T, por lo tanto estas clases no excluyen a los operadores discontinuos.

En particular la clase D(1,1) incluye todos los operadores de E sobre si mismo pues
1Tz — Tyl| < [Tz — || + ||z — yl| + [y — Tyll.

Lo cual es una trivial aplicacion de la desigualdad triangular. Como las tres primeras clases estan

incluidas en la cuarta, entonces restringiremos nuestra atencion a la clase D(a,b).
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Ejemplo 1 Consideremos el siguiente operador discontinuo.

con0<y,p<1l, v#p.

Recordemos que la clase D(a,b) cumple que:
1Tz — Ty|| < allz =yl + bz — Tx|[ + [ly = Tyll] -

Veamos que T € D(0, u/1 — p) donde p = méx{~y, p}.
Vz €[0,1/2) se tiene que

Ty =vr; = o, —Txy=—xiv+ x4

= z;—Tzi=x;(1—7)

= 117(%_1%) = yx;.
De donde se sigue que
[Tz — Txa] <~vy(x1+22) = 11—7 {lz1r = Tx1| + |22 — Tx2}
< ﬁ{m — Tzy| + |zg — Tza|} .

De la misma manera la desigualdad es cierta si z; € [1/2,1]. Ahora, si x1 < % < zo se tiene que:

(x1 — Tx1) = ya1, (xg — Tx2) = pxo

p
1—7 1—-p

|Tx1 — Txo| < vy + pro < ﬁ {le1 — Tx1| + |xg — Txo|} .

1.) Es claro que esta funcion T tiene un punto fijo.

2.) La aplicacion contraccion es un operador asintéticamente reqular para cualquier punto que

cumpla ||T" 1z — T"x|| — 0 cuando n — co.
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En efecto:

% (Tnl' _ Tn+1l’) — ’}’Tnl' < /'Ln+1x
-

Ya que
Tx =~z 0 Tx=px
T?x = T(Tvyzx) = v 6 T?r = p’x
T3z =T?*(Tx) = 3z 6 T3z = pix
The =T(T" 'z) =~"x ¢ Trz=p'z.

Tomando p = méax{y, p}, en general se tiene que
AT < p e,

Ast, para n suficientemente grande, x € [0,1] y0 < p < 1, se tiene que T' es asintdticamente

reqular.

Por tltimo debemos ver que la sucesion x,, = T™x converge a un unico punto fijo; en efecto,

es claro que {xn, —T"x}, — 0.

Algunos Resultados Conocidos para D(a,b)

En esta seccion daremos a conocer algunos resultados para la clase D(a, b). Observaremos que

algunos resultados son consecuencias del valor de a, mientras que otros s6lo dependen del valor

de b. Primero analizaremos la propiedad de los valores de a.

Lema 1 (1989, [3]) Sea T : X — X en la clase D(a,b) con 0 < a < 1. Entonces T tiene a lo

sumo un punto fijo.

Lema 2 (1989, [3]) Sea T : K — K perteneciente a la clase D(a,b), 0 < a < 1, y supongamos

que infy ||z — Tz|| = 0. Entonces existe una sucesion convergente {x,,} de puntos en K tal que

||zn, — Txn|| — 0 cuando n — oo.

Ahora mostraremos tres consecuencias de la condicion 0 < b < 1.
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Lema 3 (1989, [3]) Sea T : K — K perteneciente a la clase D(a,b), 0 < b < 1.

i.) St {xn} converge a un punto fijo de T, entonces ||z, — Txy|| — 0 cuando n — cc.
ii.) St {xn} converge y ||z, — Txy|| — 0 cuando n — oo, entonces T' tiene un punto fijo.

i11.) Si T tiene un punto fijo p, entonces T es continuo en p.

Lema 4 (1986, [11]) Si T € D(a,b), y a+ 2b < 1, entonces inf ||z — Tz|| = 0.

Teorema 5 (1989, [3]) Sea T : X — X, T € D(a,b) con 0 < a,b < 1. Siinf ||z — Tz|| = 0,

entonces T tiene un unico punto fijo.

Teorema 6 (1989, [3]) SeaT : X — X, T € D(a,b), cona,b > 0, donde a+2b < 1. Entonces

i.) T tiene un unico punto fijo p € X.
ii.) [Tz —pl| <|lz —pl|, Vz € X, z#p.

Teorema 7 (1986, [11]) Sea K un subconjunto cerrado de un espacio de Banach X y sea T €

D(a,b) con 0 < a,b < 1. Entonces la sucesion {x,}n C K, satisface

lim (z,, — Tzy,) =0 <=z, — p,

n—oo

donde p es el inico punto fijo de T .

L. Nova y W. Derryck dan ejemplos donde muestran que todas las condiciones de estos resultados

son necesarias. (Ver [2, 3, 11]).

2. Resultados Principales

En esta seccion aportaremos algunos resultados para la clase de operadores D(a,b).

Proposicion 8 Sea K un subconjunto cerrado de un espacio de Banach X, y sea T' € D(a,b)

con a,b >0 donde a + 2b < 1. Entonces para un x € K, lim T"x existe y es el inico punto fijo
n—oo

de T.
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Demostraciéon. Sean z,y € K, T € D(a,b), con a + 2b < 1. Para cada n entero positivo
reemplazamos = por T" 'z y y por T"z, y usando la hipétesis T € D(a,b) tenemos por la

desigualdad triangular que:

Tz — T"Mz| < af|T" 'z — T z|| + b [||T" 'a — T x| + | T"z — T" 2]
T2 — T z|| < af|T" te — T 2| + b|T" 2 — T + b||T"2z — Tz
(1=0)||T"x — T Mz|| < afT" 'z —T"z| +b|T" 1z — T"z||
1= T —T" x| < (a+b)|T" 'z — T z].

De lo anterior obtenemos

b
1Tz — T < 2520 710 — 7).
1-5
Repitiendo el proceso n-veces nos queda que
n
|77 = T < ($2) e T,
1-5
Asi, para cada n positivo podemos escribir
m—1 m—1 .
) . b\ nt+i
HTnm - Tn+ml,|| < Z HT?‘L—i—Zm . Tn—‘rz—i-le < Z (i i_ b) Hm . Tm||
=0 1=0

Por lo tanto, la sucesion {T"z} es de Cauchy y como X es completo y K cerrado, entonces la
sucesion tiene un limite ¢, esto es, lim T"x = .
n—o0

Veamos que T = ¢.

le—To| <l —T"z| + |T"z — Ty usando el cambio anterior tenemos
lo—toll < alT™ % — ol + 5 [IT" ' — Tz| + o — Tol] + o - Tz
L=l -Tel < alT" 'z | +b|T" 2 — T || + || — T"z|
0<lo—Toll < —“ [T le— gl + 2 [T Y — T + —|lp — T2,
- - 1-b 1-b 1-b

Luego, el término derecho de la desigualdad anterior lo podemos hacer tan pequefio como quera-

mos. En consecuencia, T'p = ¢.
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Probemos la unicidad.

Sean p =Tpyn="1Tn
Te—Tnll < alle—=nll+b[Tn—nl+Te— ]

ITe =Tnll < alle—nl.
De esto se sigue que || —n|| < al|l¢ —nl|, como a < 1 entonces ¢ = 7. [ |

Teorema 9 Sea {T,}, una sucesion de aplicaciones de la clase D(a,b) definidas en un espacio
de Banach X o algin subconjunto cerrado K C X en si mismo, tal que {T,}, converge unifor-
memente a T. Entonces T € D(a,b), 0 < a,b < 1, ademds el punto fijo de T es el limite de los

puntos fijos de T,,.

Demostracion. Sea T' el limite uniforme de (7},)y,

Tz —Ty|| = ||Tr—The+ Thx+ Thy — Toy + T,
< NTwz = Tuyll + | Tnz — Tz|| + [Ty — Toyl YV n

< alz —yll+0lz — Tzl + ly — Tyl + | Tnz — Tl + | Ty — Thyll.

Como T,, — T uniformemente, entonces para n — oo

[Tz =Tyl < allz —yll +ollz = Tz| + lly = Tyl]

de donde se tiene que T' € D(a,b).
Ahora veamos que el punto fijo de T es el limite de los puntos fijos de (T},)y-

Sean x, = Ty ¥ Tm = Tin@Tm, m # n. Los puntos fijos son tnicos pues 0 < a,b < 1; asi
|zrn — m|| = |[Thzn — Tm@m|| < e. Por lo tanto {x,}, es una sucesion de Cauchy.

De lo cual existe T tal que x,, — T; veamos que 17 = 7.
Como ||z, — Z|| = 0 entonces ||T,,z, — Z|| — 0. Luego, como consecuencia del Lema 3 tenemos

que T, es continua en x, y asi

lim ||Thx, —Z|| = 0 = || lim Tz, — || — 0.
—00 n—o0
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Lo que implica que
|T( lim z,) —Z|| =0 = lim |1, —Z| =0
n—oo n—oo
y concluimos que ||TZ — Z|| = 0; por lo tanto, T2 = Z. [
Una interrogante interesante es: Si T, S € D(a,b). ;TS pertenece a la clase D(a,b)?
Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2 Definamos T : [0,1] — [0, 1] de la siguiente manera

N~

8

Il
——
OOlH»JjIH
= O
IAIN
K 8
IN A
= N|—=

0<x
2. o 16°? =
Tx_T(Tx)—{ 12,

Pero como consecuencia del ejemplo (1) se tiene que T? € D(0, ).

El ejemplo anterior muestra que D(a, b) no es cerrada bajo composicion, sin embargo mostra-

remos que bajo ciertas condiciones podemos dar una respuesta positiva al planteamiento anterior.

Definicion 1 Un espacio de Banach X se dice que es estrictamente convexo si para todo x,1y en

la esfera unitaria de X con ||z + y|| = 2, entonces x = y.

La importancia de la definicién anterior en los siguientes resultados es que podemos asegurar que

|z +y|| = ||lz|| + ||y|| si ® = Ay, para algtin escalar .

Teorema 10 Sea X un espacio de Banach estrictamente convezo, y sean S,T : X — X. Si se

cumplen las siguientes condiciones

i) T € D(a,b), b>1.

it.) x — Tx = r(Tx — STx), para algin escalar r y todo x € X.
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Entonces ST € D(a,b).

Demostracion. Sean z,y € X y 5,7 : X — X
|ISTz — STy|| = ||STx—Tx—STy+Ty+ Tz —Ty|

< Tz — Tyl + ||STz — Tz|| + ||STy — Tyl
< allz —yl| +b[lz - Tz| + |y — Tyll] + ||STz — Txz| + || STy — Tyl|

< allz —yll +bllle — Tzl + [ly — Tyll] + b[|| STz — Tz|| + || STy — Ty]|].

En virtud de la condicién éi.) y por el hecho de que X es un espacio de Banach estrictamente

convexo, tenemos que ||z — T'z|| + |[|[STx — Tx| = || — STz|| para todo z € X. Asi
IS8Tz — STy|| < al|z — y|| +b[llz — STyl + lly — STy|].

Por lo tanto, ST € D(a,b). [ |

Como consecuencia de este Teorema tenemos lo siguiente.

Corolario 1 Sea X un espacio de Banach estrictamente convexo, y sean 11,...,T, : X — X.
Si se cumplen las siguientes condiciones

i.) T; € D(a,b), para algini=1,...,n yb>1.

i1.) Para el operador anterior T; se cumple que x —Tyx = r(Tyjx —Ty - - - Tyx), para algin escalar
r y todo x € X.

Entonces Ty - -+ T, € D(a,b).

Demostracion. La prueba es analoga a la del Teorema 10 cambiando ST por T3 - - -1, y T; por

T. ]

Proposiciéon 11 Sea X un espacio de Banach estrictamente convezxo, y sean S, T : X — X . Si

ocurre que

i.) T € D(a,b), b< 1.
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ii.) x — Tx =r(Tx — STx), para algin escalar r y todo x € X.

Entonces ST € D(a,1).

Demostracion. Sean z,y € X y 5,7 : X — X

|STz — STy|| = ||STx—Tx—STy+Ty+Tx— Ty
< Tz =Tyl +[|STz — Tx| + STy — Ty
< allz —yll +b[lle = Tz| + |ly = Tyl] + ||STz — Tz + | STy — Tyl

< alz =yl +llz = Tall + ly = Tyl + [|STz — Tx|| + [|STy — Ty||.

La condicion 4i.) y el hecho de que X es un espacio de Banach estrictamente convexo, permiten

que ||z — Tz| + ||STz — Tz|| = ||z — STx| para todo x € X. Asi

15Tz — STy|| < allz — yll + [l — STyl + [ly — STyl|.

Por lo tanto, ST € D(a,1). [ |

Corolario 2 Sea X un espacio de Banach estrictamente convexo, y sean 11,...,T, : X — X.

Si ocurre que

i.) T; € D(a,b), para algini=1,...,n yb<1.

ii.) Para el operador anterior T; se cumple que x — Tyx = r(Tyx — T - - - Thx), para algun escalar
r y todo x € X.

Entonces Ty - -+ T, € D(a,1).

Nota 1 Notemos que la operacion dada en el Teorema 10, la Proposicion 11 y sus respectivos
corolarios, no indica la composicion de operadores. Asi que para el caso de producto de operadores
sobre un dlgebra de Banach estrictamente conveza, estos resultados son vdlidos.

Ademds, no es necesario que los operadores T, S (6 Ti,...,Ty,) estén en D(a,b), basta con que

uno de estos operadores pertenezca a dicha clase.
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Otra pregunta inmediata es la siguiente: Sean S, T : X — X S, T € D(a,b) ;S + T pertenece a

la clase D(a,b)? El siguiente ejemplo muestra que en general esto no es cierto.

Ejemplo 3 Sea X = [—1,1] y definamos las siguientes aplicaciones de X en X que pertenecen

a D(a,b) con0<a,b<1ya+2b<1.

s@="1y T@=-3

luego (S +T)(z) = { _g: Sif fe[{oljl(])]'
Veamos que (S +T) ¢ D(a,b). Esto es, comprobemos que (S +T) no cumple
T2 = Tyl| < allz — yll + bz — Tal| + lly — Tyl]. 1)
Sean z € (0,1] y y =0, y supongamos que se cumple (1)
| —x— 0] <alzx—0|+b]| —z— x|+ |0 — 0|] = a|z| + b|2z| = a|z| + 2b|z| = |z|(a + 2b) < |x|.
Lo cual es falso, por lo tanto (S +T') ¢ D(a,b).
Es decir que D(a,b) no es cerrada bajo la suma.

Sin embargo presentamos el siguiente resultado.

Teorema 12 Sea X un espacio de Banach estrictamente convezro, y sean S,T : Bx — By,

donde Bx denota la bola unitaria cerrada de X. Si se cumplen las siguientes condiciones

i.) S,T € D(a,b).
it.) © —Tax = r(x — Sx) para algin escalar r y todo x € Bx.
Entonces S+ T € D(a,b) para a + b suficientemente pequeno.

Demostracion. Sean z,y € Bx.

1Tz - Tyl < allz -yl +b[llz — Tx| + [ly — Tyl]

ISz — Syl < alle -yl + bl — Szl + [ly — Syll].
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Luego,
Iz — Tyl + Sz — Syl < 2allz -yl +b[|a — Tl + lly — Tyl + |1z — Sz| + |y - Syl

1Tz — Ty + Sz — Syl

IN

2a]lz =yl +b[lle — Tzl + lly — Tyll + ll= = Szl + [ly — Syll]

I(S+T)x = (S+ Tyl < 2az -yl +blle — Tz|| + |y — Tyl + = — Szl + [ly — Syl

La condicion 4i.) y el hecho de que X es un espacio de Banach estrictamente convexo, implican
que
|z — Tx| + ||z — Sz|| = |12z — (T + 9)z||.

De lo cual, ||[(S+T)z — (S+T)y| <

< 2ale —yl| +b[||22 — Tz — Sz|| + |2y — Ty — Sy|]

= 2allz —yll + ][22 — (T + S)z|| + |2y — (S + T)yl]

< 2afz —yll +0[lle — (S + D)z || + =]l + lly — (S + Tyl + llyll]

= 2allz —yll +b[llz — (S + D)=l + |y — (S + T)yll] + b(ll=[l + llyl)

= allz =y +b[lz — (S + D)z + lly — (S + Dhyll] +allz — yll + b(ll[| + Iyl

IN

alz =y +bllz — (S + D)z + ly = (S + Dyll] + (a + ) |z] + (a + )]yl

IN

az =yl +0[llz — (S +T)z| + ly — (S + T)yll] +2(a+b).
Como a + b es suficientemente pequeno, tenemos que
I(S + D)z — (S + Tyl < allz — || + bz — (S + D)zl + lly — (S + T)yl]-
Por lo tanto S + T € D(a,b). [ |

Proposicion 13 Sea X un espacio de Banach estrictamente convezo, y supongamos que la se-
rie Y .o, T;, donde T; : Bx — Bx, para cada i € N, converge. Si se cumplen las siguientes

condiciones

i.) T; € D(a,b) para cada i € N.
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i.) x — Tix = r(x — Tjz) para cada i # j, y ademds x — Tz = r(x — Y i, T;x) para todo
t=1,...n, y cada valor de n > 1, r escalar y todo r € Bx.

Entonces Y .01 T; € D(a,b) para a+ b suficientemente pequerio.

Demostracion. Sean z,y € Bx y T; como en la hipotesis. Para n > 1 fijo tomemos (a + b) =

1 . .
m, tenemos:

n

| > (T — Tl < 3 IThe — Tigll < nalle — yll + 0] > (llz = Tiall + 1y — Tigl) |-

i=1 i=1 i=1
Esto se deduce de asumir que cada T; € D(a,b) y de sumar estos operadores n veces.
De nuevo, de la condicion i.), del hecho de que X es un espacio de Banach estrictamente

convexo, y aplicando el razonamiento del Teorema anterior, obtenemos que

n

n
Y lle = Tiall = [lnz — ) Tix].
i=1

=1
ASI;Z _ n n
I Z(Tﬂ -Twy)l|l < nallz -yl +b|[nz - ZTM“H + |lny — ZTz’yll}
i=1 ) i=1 i=1
_ n n
< nallz =yl +b|llz =Y Tzl + (n = Dzl + ly =D Tyl + (n = 1)lly|
) i=1 i=1
_ n n
< nalle gl + [l = > Tl + lly = 3 Tigll] +26(n — 1)
) i=1 i=1
n n
< alz -yl + b[||a: " T + [ly - Zﬂyﬂ] +2b(n — 1) + 2a(n — 1)
=1 =1
n n 1
= alle —yll+b[lx Y Tiall + v~ Y Tiwl] + 5
=1 =1
Tomando el limite n — oo obtenemos el resultado. |
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