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INTRODUCCION

En el presente trabajo haremos un desarrolio sobre el problema de en
contrar condiciones precisas para que un homeomorfismo local sea global, Co
menzaremos haciendo una presentacidn del Teorema de Banach-Mazur [l], [ZJ ,
para luego pasar a demostrar algunas condiciones equivalentes. En particu-

lar se simplifican las pruebas para homeomorfismos cerrados dadas en [:2] y

[3].

La. segunda seccidn la dedicamos a presentar algunos resultados sobre
medida de no-compacidad, con el objeto de generalizar el resultado 2.3. de
[2], en el sentido de cambiar la condicién de compacidad del operador pre -
sentado en Qicho problema, por condiciones relacionadas con la medida de no

compacidad.

Haremos una presentacién histdrica, mencionado algunos resuitados que

se encuentran en |4, [5) ,[61,[7] ,[8] v [9]; v usando otros de [10],[11]y [12].

Se pudo comenzar con los resultados de Cacciopoli ElZ] del afo 1932,por

encontrarse en este trabajo lo que se liama Teorema de Banach-Mazur. Pero nos

parecid mis elegante presentarlo de esta manera.

En el presente articulo X e Y denotaran espacios de Banach y f sera

un homeomorfismo local, salvo mencidn de lo contrario.



SEcCcIoN 1

Comenzaremos con unas definiciones previas y algunos resultados conoci
dos pero necesarios para la presentacién del Teorema de Banach-Mazur [j] .
R. Cacciopoli [ﬁil demostré en el afo 1932 que todo homeomorfismo local pro -
pio f: X+ Y es un homeomorfismo global; en el afo 1934 Banach y Mazur de -
mostraron lo mismo, llevando el Teorema el nombre de estos ultimos. En el
afio de 1904 J. Hadamard Eﬂ publicd unos resultados sobre invertibilidad glo
bal; trabajos mejorados en el tiempo (ver [1],[2],[3]y [9] entre otros), pe-

ro el camino seguido por Cacciopoli fué totalmente distinto.

1.1. DEFINICION. Una aplicacidén f: X+ Y se dice que es un homeomorfismo
local, si para cada x € X, existen abierto V.Y U, tales que x € Vx, f(x)eu

Yy f[v : Vx + U es inyectiva, sobreyectiva y bicontinua.
x

1.2. DEFINICION. Una aplicacién f: X > Y, se dice que es un difeomorfismo

local, si es un howeomorfismo local, y ademas tanto flv como (f|v )-1

X X

son

de clase C].

1.3. DEFINICION. Una aplicacién f: X+ Y, se dice que es propia si para ca

da compacto KcCY, f-I(K) es compacto.

1.4. DEFINICION. uUna aplicacién f: X -+ Y, se dice que es cerrada si para ca

da cerrado M € X, f(M) es cerrado en Y.

1.5. PROPOSICION. Un homeomorfismo local f: X > Y es cerrado si y s6lo si

es’ propio.

DEMOSTRACION. Sea f: X > Y wun homeomorfismo local cerrado y K<y
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compacto. Sea {xn} c f-1(K) una sucesién, queremos ver que {xn} tiene

una subsucesidn convergente; para ello distinguiremos dos casos, a saber:

(i) {f(xn)}es constante salvo un nimero finito de términos.

(ii)

Pongamos en este caso a f(xn) = y para todo n, y supongamos que {xn}

no tiene puntos de acumulacidén. Luego para cada n € N, existen abier

tos V yUn con yeUn,xner,VxﬂVx=¢ si n#m y
n n n m

flv : V. > Un es un homeomorfismo; asi existe una sucesién {;n}’ con
n 1)

X
- - . - 1
x €V, x #x, f(;n) # f(;lﬁ) si n #.. my |l x - xn“ <—2-r-l- . Lue

go {;n} es un cerrado y su imagen no lo es. Contradiccién.

Si {xn} tiene puntos de acumulacidn contradice el hecho que f: X - Y

es un homeomorfismo local.
Consideremos entonces que f(xn) # f(xm) si n#m.

En este caso, como {f(xn)} G K podemos asumir que f(xn) +vy. Como
f'(f;;}) es cerrado y {f(xn)} c f(&';}') se tiene que Yy € f({;nj) ,
luego existe x ef)_(:f tal que f(x) = y. Ademas para toda vecindad
abierta U de vy {f(xn)} C U salvo un nﬁmero finitos de términos, lue
go si flv : Vx > U es un homeomorfismo (Vx vecindad abierta de x) ,
se tiene q:e {xn} c Vx salvo un nimero finito de ‘términos, porque

xe{xn} y flv:Vx+U

X

es un homeomorfismo.

Para ver que propio implica cerrado, tomemos MC X cerrado Yy
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{yn} C f(M) con Y, * Y, luego A= {yn} U {y} es compacto y f-‘(A) tam-
- - -1
bién 1o es, com M N f ‘(yn) # @, elijamos para cada n un x €f (yn)(7 M;

luego podemos asumir que X > X € A, pero como f(xn) +vy, se tiene

f(x) =y, xeM

por ser M cerrado, y asT y € f(M). Esto termina la prueba.

1.6. DEFINICION. Dados D £ C un abierto conexo no vacioy f: D~>Y una
aplicacién continua, se dice que (D,f) es un revestimiento de Y si para

cada punto y € f(D) existe un abierto Uy {y € Uy)’ tal que

_" _
f (uy)— u v

ach &

(A un conjunto de Tndices), tal que
vanv =@, si a#B; a, B € A,
V, abierto no vacio para todo
aed vy flv :V, T U

o Y

es un homeomorfismo para cada a € A .

1.7. DEFINICION. Dados D < X un abierto conexo no vacioy f: D+~ Y una
aplicacion continua, se dice que f tiene la propiedad de levantamiento en
f(D), si y sélo si para cada segmento L:[b,!] > f(D)L(t)=(1-¢) Yyt ty,,
Yi» Yo € f(D); y para cada X, € f-l(y]) (o € A), existe Pa [b,f] + D, tal

que Pd(O) =x, v fP (t)) = L().
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1.8. LEMA. Si f: D+ Y, es un homeomorfismo local y f tiene la propie -
dad de levantamiento; entonces el Pa de 1.7 es Gnico.

DEMOSTRACION. Se sigue del hecho que existen vecindades abiertas V_ Y
a

U tal que f| V., — U es un homeomorfismo.
Yy Y % Yy
a

1.9. TEOREMA. Sea f: D - Y, continua, entonces (D,f) es un revestimiento

de Y si y sblo si:
(i) f es un homeomorfismo local.

(ii) f tiene la propiedad de lavantamiento.

DEMOSTRACION. Es inmediato que todo revestimiento es un homeomorfismo
local. Por tanto resta demostrar (ii). Sea L:[O,l] + f(D) definida por
L(t) = (1-t) Y, * o Ys Yy € f(D). Por ser f wun homeomorfismo local,

dado Xy € f-](yl) existe q: [O,C) —> X, con ¢ < 1, tal que

fla(t)) = L(t), a(0) = x; .

Tonm  abi . : - -
[ Tomemos un abierto Vxl con Xy € Vx Y flvx Vxl > f(Vx‘) un homeo
morfism, y, € f(V ), y por tanto existe 0<c<1 tal que

: =

L(fo,e)) Cf(vxl);
asf basta definir a(t) = f 1(L(t)), con t €f0,c)]. sea v <Y, abierto ,

; -1
con Licyev, f (V) =y v, Y flva: Vo, —> V un homeomorfismo, V

ach

abierto para todo a e A vy Van VB =f si a#B, a,8 € A. Por tanto

existe 0 <b <c .tal que L(b) eV y L([b,c]) €V, tomemos vV, €D, tal
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que a(b) € V. (recordemos que a(b) = f-](L(b)) e U V), y consideremos
o aeh @

el homeomorfismo flv : Va-——> V; si B:[@,é] + D es definida por
a

B(t) = (£, )71 (L)),
a
se tiene que B es continua y B(b) = a(b). Ademds f(B(t)) = L{t), si
b<t<c, luegp B(t) =alt) y o se extiende continuamente a [0,c]. Si
0<c< 1, existe ¢ >0 talque C<c+e<1 y L([ b, cte)) <V, vy

por ser f un homeomorfismo local se sigue que ¢ = 1,

Pasemos ahora a demostrar la suficiencia. Como f es una aplicacidn
abierta, para cada y € f(D), podemos hallar r > 0 tal que B(y,r) < f(D),
ademds la curva L (t) =y + trz, con fzll =1, zeY,0<t<1, estd on

tenida en B(y,r), sea x € f_l(y) y definamos

o, = {P:[0,1) — x| f(P(t)) = L, (t),
zeY, |lzll=1, P(0) = x}
Q ={zlz="r(), Pe 0, t efo,1)} .

Veamos que los Qx satisfacen las condiciones 1.6, con A = f-l(y). Qx # 0
porque f tiene la propiedad de levantamfento.

~— Sobreyectividad de le : Qx + B(y,r).
X

Si z € Q. f(z) € B(y,r) por definicién de Qx sea we B(y,r), existe

t, E[O,l) Y 2,€Y con I|20||=I tal que Lzo(to) * w; basta tomar



si w#y, el caso w=yes trivial. Dado x¢€ f‘](y) por definicidn
de 0, existen, P €O vy T €[0,1) tal que f(P(t))=w. Esto da la

sobreyectividad para cada x € f-](y).
inyectividad de f|Q P Q Bly,r).
x
-1
Sean Xys X, € Qx’ xe f (y), X, # X, Y Supongamos que

f(x]) = f(x2) =we Bly,r).

Supongamos que existen P € 0x Yy tht, E[b,l) tal que

X2

Pleg) = x; vy Plty) = x,5

luego f(P(t])) = f(P(tz)), asi existe zeY con |zl =1 tal que
Lz(tl) = Lz(tz) y por tante t, = t,. (y + t, rz=y+t, rz, enton
ces lltI rz - t, rz[=0 luego t, - t, =0, t;= t,}. Esto contra
dice la segunda suposicidn, luego existen P‘, P2 € 0x y t], t2 e[b,I)
tales que Pl(tl) =Xy Y P2(t2) = x, con f(Pl(t‘)) = f(Pz(tZ))’ ast
existe z € Y con Hzll=1 vy Lz(t]) = L (t,), dando como resultado
que t; =t, Y Lz tiene dos levantamientos distintos en una vecindad
de x, contraviniendo la unicidad del levantamiento. Por tanto t,=t =0

2
Y X T X, E X, quedando demostrada ta inyectividad.

Pasamos a demostrar ahora que si Xys X, € f-](y) Yy Xy # X, entonces

A , ] - T
=f. S = Q

QN sz f. Supongamos lo contrario, y sea x € Qxf\Qx;(x]#xz, X s X EF (v)).

1 1 "2




Asi existen P, € ij’ 2 € sz y ty. t, e[b,l) tales que
X = Pl(t]) = Pz(tz),
y por lo tanto existen 2;, 2z, € Y, con Lz1(t1) = Lzz(tz), o sea
y +tyrz, =y +t, rz,
luego t, rz, = t, rz,, y como l]z]]|=;izzll= 1 se tiene que t, =t, Y
asi z, = z,. Luego Py =Py ty=t, = 0 y x= X; = Xy, concluyendo la
demostracién de esta parte.
Veamos ahora que los Qx son abiertos. Sea u € Qx’ u# x, v=Ff(ueBly,r)

, =Y Y
Yo eyl

Lz(t) =y+trz,

y Notemos que

pasa por
t = 0, vale '*p"

f(P(t)) = L, (t)

parat=1y

y 0<t<

f(P([O,—E])) son compactos, por tanto existe un abierto $§2 P([O,T])

que f]s:

que B(v,8) « f(S) y para todo w & B(v,8) L,

ten sucesiones w. > v y {t;} ¢ [0,T]

W‘
+t

No temos que
§ se puede tomar menor que

mas [0,t ] compacto implica que

v-y#0 porser f

v porque:

S > f(5) es un homeomorfismo.

‘ uw-yu

f(S) es abierto, de all{ la existencia del

v-yll , ast

inyectiva en Qx .

tr es continua, vale '"0'" para
Il v-yll < r. Luego existen P ¢ Q  con
tal que f(P(¥)) = L, () =v. P([0,t])

tal

Aseguramos que existe 6 > 0

([0, T]) e f(s).
. ta? que

tal

Si no, exis

¢ f(s).

§, adem3s como v#y

w, #y para todo i € N. Ade-

tiene una subsucesidn convergente,

{ti}



por tanto podzmos suponer que

Wi T Y sy b e LY
TTETS T el

0 < t‘_i'? , contradiciendo el hecho que f(S) es un abierto que contiene
& k, ﬁ[b,E'Ji. Luego f-l(B(v,G))l\ S es un abierto de Qx que contie
“v

e a ‘'t

£V caso u = X es consecuencia inmediata de ser f un homeomorfismo

focal.

- Por Gltimo demostremos que f~l(B(y,r)) =y _y Q . Como fIQ P Q2 B(y,r}

-1 xef (y) x
eés sobre para todo x € f (y) se tiene que

-1,
f (B(y,r})O U _ Q. .
' xe f ](‘/) X

Ahora tomemos U € f?1(3(y,r)) dado L{t) = (I;t) flu) + ty, 0<t <1,

Llt) € Bly,r)(Bly,r) es convexo vy f{u}, y € Bly,r)); por cuanto podemos le
vantar caminos, existe P:[0,1} » D con P(0) = u, P(1) ¢ £ 1y) y £(P()=L(t)
tomiemos P(t) = P(i-t), luego P(0) = P(1) ¢ f-I(y},.F('i) =P(0) = u, con
fFP(1-t))=(1-t) (fu} + ty € Bly,r), para 0 < t < 1. Por lo tanto u eQP(lY

Y este termina V& pruehba.

Por cuanto todo revestimiento (X,f} de ¥ es un homeomorfismo, hemos de

mos trado que ta condicidn de levantamiento es necesaria y suficiente para que

uri homeoniorfisrw local, entre espacios de Banach, sea un homeomorfismo glcbal.

Pasemos a demostrar ahora el Teorema de Banach~Mazur.
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.10, TECREMA., f: X > Y es un homeomorfismo local propio si y sélo si f

es wn homesmorfismo global.

GEKOSTRACION. Sea f: X ~ Y, un homeomorfismo global y K <Y compac
to, Y sea {X'F}C f-'(K,)‘, luego {f(xi)}c K tiene una subsucesién convergen

Tz, Y como f'-l es continua {xi} tiene una subsucesién convergente.

Veamos ahora que todo homeomorfismo local propio tiene la propiedad(L).

Pado x, € X, sean y_ = f(xo), y; € Y, tomemos L{t) = (l-t)yo * oty
E: [:0, I.J + Y, por zer f un homeomorfismo local existe b 5[0,!] maximal vy

B: [:O,b) -+ X, tal que

f(g(t)) = L(t), B(0) = X,

Lefo,6]), £ @o,s]) y £ wo,b]) N 8[0,6) = K son compactos. Por tan-
to dada una sucesién t, + b, obtenemos una sucesidn B(tl.) =x €K (K com=

pacte) & cual posee uma subsucesidn X, *xe K, asi existe t, = b, con

k k
Figde, ¥}y =tle, )= (i-t, Jy_+t. y, > (l-b)y +by, =y
l& b Fied o 'k 1 o 1
¥ f{«) = ¥. Supongamos que O < b < 1. Entonces existen abiertos V_,

U . tales que FFV © ¥, > U5 es un homeomorfismo, por ser L continua exis
. % _
te >0 tal que L{{b-¢, b+e))c Uy ; asf f[v‘(l‘.(b- - e, b+e)y eV,
x
cofncide cori Blt) para te (b - ¢,b) y por unicidad, podemos extender a

B a Lo,b +€). Comtradiciendo el hechc que b era maximal i luego f tiene

la propiedad (L} y todo estd demostrado.

El resultado que preseataremos a comtinuacién fue publicade por F.
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Browder en el afo 1954, aparecidé luego en 1974 en un articulo de R. Plastock.
Sin émbargo su demostracion es una consecuencia directa de 1.10 y 1.5, Es
mas, toda aplicacidn continua propia es cerrada, 1o que no es cierto es el
reciproco, pero basta exigirle a una continua cerrada que la contraimagen de

un punto sea compacto para que sea propia.

1.11. TEQREMA. f: X > Y es un homeomorfismo global d¢e X en Y si y sblo

si f es un homeomorfismo local cerrado.

DEMOSTRACION. Se sigue de 1.5y 1.10.

Muchos otros resultados se pueden obtener como corolarios de lo que
hemos hecho hasta el momento, entre ellos mencionaremos algunos que conside

ramos de interés.
1.12. TEOREMA. (Palais-1959).

f: R" > R” es un homeomorfismo global si y sdlo si:
(i) f es un homeomorfismo local.

(ii) Vim || Fx) || = .
X >0

DEMOSTRACION. Si f: R” > R" es un homeomorfismo global (i) es evi-

dente. Y de 1.10 se obtiene (ii).

Supongamos ahora que (i) y (ii) son satisfechos y mostremos que f es
propio. En efecto, sea A <R", compacto, £ 1(A) es acotado por (ii) y por

ende precompacto. Esto termina la demostracién.

En realidad Palais cambia la condicién (i) por |f'(x)] > 0, y demuestra
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fe sobreyectividad; el enunciade de 1.17 es hecho por Palis, solo que la de-

mostracidn es distinta.

1.13. PROPOSICION. Supongamos que f: X > Y es un homeomorfismo local que

satfsface las siguientes condiciones:

() N Fedl e, lIx]] e

{(ii) Existe un operador compacto K: X + Y, tal que el operador B(x)=f(x}+K{(x)
satisface lo siguiente: i Xg» Xy E X, con {Ix]ll,lllel < R, se tiene
que !lB(xz) - B(xl)il > 8 {| X = xlll; R); donde @(r,R) es una aplica-
citn real continua y estrictamente decreciente con respectoa r > 0, pa
ra cada R > 0, v #(0,R) = 0. Si estas condiciones son satisfechas en -

tonces T es un homeomorfismo giobal.

BEMOSTRACIOH. Veamos que en estas condiciones f es cerrado, Para
ello elijamos S € ¢ cerrado no vacio; sea {Yi} < £(S) una sucesién Ix;}Cs

tal que f(xi) = y;» supongamos que f(xi) +y. Por (i) {xi} es acotado, por

ser K compdcto existe una sucesibn {xi } tal que K(xi ) ~ ¥; por lo tanto

J J

B(xl ) >y -I-? .

J
Suponganios que existe € > 0, tal que llxi - X l| > €, para todo
J J
ieom- AsT | B(x, ) -8 Ml >d (IIx, - x |, 28) > @(e,2n) > 0
47 d i n - i n - ’
J J J J
(leil < N; para todo x, E{xj}). Esto contradice el hecho de B(xi ) es con~
J
vergente.

Por lo tanto X, Txe S, ¥ por continuidad f(x}) = y. Esto termina
J

la prueba.

$#OTA 1.

Nuestio mayor interés en presentar la proposicién 1.13, mis

que escribir un resultado, es que demostremos en la préxima seccidn el mismo
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resul tado variando las condiciones sobre K.

NOTA 2. Existe un camino distinto para atacar los problemas de inver-
tibilidad global, iniciado por Hadamard en su publicacidén de 190%, el cual
consiste en conseguir condiciones sobre el diferencial. En la actualidad mu
chos escriben en esa lfneé dandole condiciones a diferenciales generalizados

o supliendo esto por desigualdades.




SECCION 2

- ﬁqmmr*p' presentando algunas definiciones y resultados previos so-
| ‘e wedids de no compacidad; para luego generalizar el resultado presentado

o 1,13,

:J-’ IEFIRICION. Dado (X,d) un espacio métrico no trivial, y ACX un sub

conjunto no vacfo, }lamamos didmetro de A al sup d{x,y) = 8(A) si este exis
' , : x,YEA :
te. En caso contrario se dice que el conjunto es no acotado.

Si A= @, diremos que &(A) = 0.

- 2.2. DEFINICION. Dado A <X, acotado, una particién de A es {Ai}n- " con
. : ~ i=}
st
2.3. DEFINICION, Llamaremos medida de no compacidad de A (a{A)), A<X

- acotado, al ﬁrzf') sup G(Ai) = ax(A). Donde P(A) son todas las particiones de A.
R PlA i .

z.4. PROPO'S-ICIII.', Si A CB <X, B acotado, entonces afA) < a(B).

- DEMOSTRACION. Sean {Ai}" Y {BJ}N particiones de A y B respectiva -
‘ ] 1

mente, luego (A, )"

con A=A, n B, es una particién de A,y

4y, J

sup §(A, ) < sup G(BJ).
i,J ' J
2 Pm« “3'“9“'-‘“ afa) < a(B).

LT X/s. mlﬂm. 'Si A c(C es acotado, entonces oA} = a(R) .




es una

DEMOSTRACION. Sea EKi}n una particién de A , luego {5}‘7 A"
1 1

particién de A, y S8(AR. N A) = SOTI). AsT af(R) = afpA).

2.6. PROPOSICION. Dado (X,d) un espacio métrico completo, A € X es relati-

vamente compacto si y sélo si  afA) = 0.
DEMOSTRACION, pado £ >0 y A compacto, consideremos

s = {B{x, e/W)N &, x ¢ &} ;

S es un cubrimiento de A, asi existen x X e A tales que

TEEERE

U Blx, e/MNE=F, y 8(8x, e/h) =5 ;
i=1

o

luego a(a).i‘% <e. Asi afA) = 0.

Para probar el reciproco, supongamos que oA} = Q. Dado € > 0, tome -

moes una sucesién {xn} <. A. Por cuanto al{A) = 0 existe una particidn {Ai}n
1

de A, tal que 6(Ai) <e para 1 < i <n. Afirmamos que en alglin conjunto

Ai hay infinitos elementos de {xn} , en caso contrario tendriamos que:

(i) A=0 y no habria nada que probar 6

(ii) {xn} es constante salvo un nimero finito de términos, y en ese caso {xn}

as convergente.

Supongamos entonces gue en AJ hay infinitos elementos de {xn} . AsT



existe {x YA, {x 1} es de Cauchy por ser &(A ) <e. Asi {x_ 1} ‘es
o J nk J nk

conivergente en A .

2.7. DEFINICION. Dado # # A € C, llamaremos bola de radio r > 0 y centro

en A, al conjunto B(A,r) = {x [d(x,A) < r} .
2.8. PROPOSICION. o(B(A,r)) < afA) + 2r.

DEMOSTRACION. Es evidente que §(B(A,r)) < 8(A) + 2r. Sea {1 una
'
particién de A, entonces {B(Ai,r)}n , es una particién de B(A,r) ¥
1
6(B(Ai,r)) j_&(Ai) + 2r; dado € > 0 existe una particién {Ai}m , tal que
1
G(Ai) < afA) + € , por definicién; por lo tanto

6(B(Ai,r)) < afA) + 2r + g,

pero

a(B(A,r)) < sup G(B(Ai,r)) < alA) + 2r + €5
y como esto vale para todo € > 0, se sigue gque

a(B(A,r)) < a(a) + 2r.

En particular la medida de no compacidad de la esfera unitaria en un espacio

normado es menor o igual que 2,

2.9. PROPOSICION. Si {Xi} es una sucesidn decreciente de subconjuntos cerra

dos y acotados, no vacios, de X, tal que

Iim a(Xx ) = 0.
n

how



Entonces

s un compacto no vacio.

DEMOSTRACION. Dado ¢ > 0, existe N(eg) tal que si n > N{e), a(Xn)< €

y como X 2 A para todo n, af{A) < € para todo € > @, asi afA) = 0.
Probemos ahora que el conjunto A es no vacio.

Como oc()‘(n) >0, n+row, y an X , existe una sucesidn decreciente

n+l )
{Ei'}’ e, >0, i >, tal que para cada i existe una particién P(ni) de X.s
b B J
coh )(i = u Xi . Xi cerrado y G(Xi) < a(Xi) + e, ‘iJf_“;- i € N.
J=1
Fijemos i = 1, aseguramos que existe X‘lj con 1 <J< ys tal que

X‘]J- n Xn # @ , para todo n. Si no existe N tal que para todo n > N

Xn,_f\ X": =@ para todo i < J <N,

: n, n,
= VE S BN vy o .z
X NX = Xnﬂ {ng X‘} JE] (Xnn X]) @, contradiccién.

Pero @ # Xn

L1amemos Bl X‘.: , Y supongamos que hemos construido Bn-l’ con Bi £4,

cerrado, 8,2 By ....5 Bn-—l Yy B;n X # ¥ para todo n. Construyamos

ahoira B .
n
Sea An =X M} 8 -1 # 8, A es cerrado; si {xJ}v 7 es una particién de
K" n n n n 1
X, X = Un XJ s, €ORn XJ cerrados, entonces
n n J=1 N n

J A kn
{xn N An}
J=1
J

. g . , . o) .
€S una particién de An, aseguramos que existe Xn [ An, 1 <4< kn’ tal que




(_xJﬂA‘)n X. # @
n n i

. J
para todo i, si no existe N, tal que para i > n, (Xnn An) N X, = ¢ para to

do 1< J<K, se tiene que

k k
N J - 0 =
g = JE, ((xn ﬂAn) N xi) = “JEI an) N An) nx

=X NA)O X =(xNB _)AOX #0 ‘

porque )(3 @, 1 €N, )\nb Xi o] )(i C Xn Y Bn_‘ﬁ )(i # @ para todo ieN.

| J J .
Liamemos B_ = X M A, tal que (an\ An) n X, # @ para todo i€ N,

B, es cerrade, no vacio Bnn X; # § para todo i € N vy

] B, ByD......DB ;DB D,
o
Ademds S(Bn)' < u(Xn) + e = 0; y por Cantor (] B~ se reduce a un punto; asi
n=j

n Y se concluye 1a prueba.

4N B <N X
n=1

n=1

2.10. PROPOSICION. Sean X un espacio de Banach, x e Xy B CC acotado .

Entonces a{x+B) = a(B).
DEMOSTRACION. Se sigue del hecho que 8(x+B) = §(B).

2.11. PROPOSICION. sSi {xn} Yy {Yn} son sucesiones acotadas de un espacic de

Banach X, tal que x_ +y_ > 0. Entonces a,({xn}) =0;({yn}).

DEMOSTRACION. Sean A = {x} ,e>0 y {Ai}m una particidn de A tal
1



gtie G(Ai) < a(A) + % . Sea ademis

Bn = {yn+1’ Yo#2?" 00"

Luego existe N tal que si n > N H X + ynuf_-z- y para cada n > N existe

1<i<m tal que Y, € B(Ai’ _ls; ). Por lo tanto

a(iy) = alg) <all B, §)) =06k £)) <o) +§

De manera -aniloga se demuestra que a(A) < al{y;}) +% y se termina la prue

ba. A

2.12. TEOREMA. Supongamos que f: X - X es un homeomorfismo local que sa-

tisface las siguientes condiciones:

(1) e[ >, fIxlf »
(2) Existe un operador K: X + X tal que:
(i) f({x) = x - K(x)

(ii) a(kK(A)) < a(A), para cada A € X acotado con a(A) # 0. Enton~

ces f es un homeomorfismo giobal.

DEMOSTRACION. Sea S € X cerrado e {‘yn} C f(S) con Yo T Vs existe
{xn.} C X tal que f(xn) =Y, Ademis f(xn) =x - K(xn) + vy, asi

(;x.n. -y) - K(xn) + 0. Por lo tanto

a(v{xn}) = cz({xn -yh = a({K(xn)}) = a(K({xn}));



_]9...

por 2. (ii)

alix 3} = a(K(ix }}} = 0.
Y por 2.6.

X *XES y K(xn) >y e X
Asi

f(xn) +y e f(s). ‘
Y de 1.11 se sigue la prueba.

Uno de 1os problemas surgidos en este estudio fue buscar condiciones
suficientes para que un homeomorfismo local sobre sea inyectivo. Dejamos

esto abierto puesto que s6lo se demostrS lo que proponemos como ejercicio.

EJERCICIO. si f: R + R" es un difeomorfismo local de la forma

fix) = (fl(x‘), fz(x‘,xz),‘..., fn(x‘,....,xn)).

Entonces f es inyectivo.
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