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1.

(1,1)

(1,2)

{1.3)

INTRODUCCTION,

tn el presente trabajo se examina, la existencia de una Gnica solucidn

periddica para la ecuacidn
X +Bx + F(x) x = g(t} = g(t + 2m) , x ¢ R",

Los resultados se obtienen linealizando la ecuacidn {1.1). Se llega

de ésta forma a la ecuacién lineal

. B
i

X + Bx + A{t) x = f(t).

Para la ecuacidén (1,2}, mediante argumentos de estabilidad asint8tica
se demuestra la trivialidad del espacio de las soluciones perifdicas de

la ecuacidn homogénea

x +Bx + A(t) x =0

y por lo tanto la biyactividad del operador (1,2},

La linealizacién de (1.1), permite anotar condiciones para la inverti

bilidad local del opcrador ¢{x) = x + Bx + F(x) x, sobre todo el espacio

C2 (2m), luego usando los teorcmas de invertibilidad global para aplica-
ciones propias, localmente invertibles entre espacios de .anach, sc¢ de-

muestra la biyectividad de ¢,

Deseo en &sta breve introduccidn dejar sentados mis agradecimientos a
todos mis compaiieros del Grupo de Sistemas LinSmicos, en especial al Pro-

fesor Radl Hanasevich,

E1 trabajo de mecanografiado ha sido realizado por la sefiora Carmen

Ochoa de Andrade. A clla muchas gracias.



2. Lo SCUACTON LINEAL X+ Ax + x = f(t).

i

L1 obscrvamos la zcuacidn escalar
L)
(2.1) X 4+ ax + x = 0.

intonces observamcs que &sta ecuacidn no posec soluciones periddicas

sii a# 0., Es m%s, es facil demostrar que si a > 9, entonces
lim x{t} = G, para toda solucidn x(t} de la escuacién (2.1), si
t+» + @
a < 0, entonces 1Tm x(t) = 0,
t +» - @

En lo que siguc emplearemos la siguiente notacidn

iy .
C; (2m) = {f: [~ > k", fFec'(R), f 2mr = periddice }. Vale enton-

ces el siguiente

Teorema 2.1:

i .
5i a# 0, el opecrador ¢ : C; (2m) - e (2m) definido por

ia i

¢(x) = x + ax + x es un homeomorfismo.

femostracion:

fomo a # 0, por las observaciones anteriores ¢l operador ¢ es inyec
tivo, pero es un heche bastante conocido de ecuacicnes diferenciales con
coeficientes periddicas que si el operador lineal ¢ es inyectivo, enton
ces es sobreyectivo,

Consideremcs ahora el sistema de cauaciones

] [
(2.2} X+ Ax+x=0, x e R"

A es una matriz recal constante n x n.

A trav8s de 0.A) denotaremos el conjunto dc los valores propios de

la matriz A.



Lema 2,2:
o{ty 0 (i R) =¢<=0oB) N {if)=0¢ donde B es una matriz

Z2n x 2n ccnstruida dz la siguiente manera

o

| U |

Bemostracidn:

.

Podemos suponer que 4 tiene la forma candnica de Jordan
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Los complejos 2 seendy SON los valores propios de A, a, € {o,1}.

Demostraremos en primer término que el polincmic caracterTstico de 3,

P(A) se puede escribir en la forma
n
—
(2.3) P = | | (A =a,) + 1),
i=1

La férmula (2.3}, la demostraremos por induccidn sobre n,
e 1
y

Para n = 1, obtenemos A = (a), B = , de donde
-1 a
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P{A) = A(A ~ a) « 1, @5 decir (2.3} oe¢ v3lida para n =1,

Aceptemos el resultado  (2,3) para n, demostramoslo para n + 1,

PIA} = det (A =~ 2}, es decir
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A travds de A, 25 Bps ees s an+1), anotarcmos la determinante an-
terior, tenemos cntonges
P(l) = A'\>\’ al’ 132, see an+‘/‘o

Descomponiendo  A{A, Ay an+1) por la primera columna obte-

nemos:



—_
o

2o 5)

n n+1
= (\{ z + 1y T°71 - ; + } o= o - a - 1)
A =a) + 0 T M -2, ) 1) = [T -5 = 1.
i=1 i=1
i.s decir para conccer los valores propios de . 2s necesarin calcular
las raices do ALA ~ 3i) + 1,

2 de A(A- a:),! satisfacen Re A, #0 /.,
J A\

Teorema 2.3:

—~
D
=

N~

vé
£1 operador ¢ : © -> Cn(Zn), definido por ¢i{x) = x + Ak + x, A-

oo S Y

constante, es un homeomorfismo sii o(A) M (1} = @,

Demostracidn:

L1 operador ¢ dufine un homeomorfisme sii la Gnica sciucién 27 -pe

-
L

riddica de la ccuacidn

(1]
X+ 'k +x=0

es la solucidn trivial xf{t) = 0,

Por 1o tanto, nuestrc teorema es cquivalents 2: La ecuacidn {2.4)
no posee sclucicnes triviales distinta de la trivial sii

o(x) M (i R) = 8,

lLa ecuacién (2.%) cs equivalentc al sistema



La ecuacidn {2.5) no posee soluciones periddicas distintas de la tri

» il resto de¢ la =

vial sii o} (i {) = #, donde O =

demostracién sigue del lema 2,2,

Corclario 2.4:

Supongamos que los valcres propios A de 12 matriz A satisfacen
e A >m > 0, entonces 1o ecuacibrn (2.4} nc posee soldciones periddi-
cas no triviales,

€1 sentido fisico de la condicidn Re A > O es claro, el roce apli-

cado scbre este sistema lc frena, y por lo tanto n> puede poseer una tra-

* » .

yectoria periddica,



3.

——

b
e

LA ECUACION [IEAL X + A(t) x + ix = F(t).

tn lc que va 2 continuaci®h B es una matriz constante real y positi-
va., M{t) sera una matriz real 2mw- peribdica y contfnua, Implicarcmos =

la siguignte notacién

Teorema 3.1:

N P . .
ontinuacion implican -

o

Cualquiera de las dos condiciones sefialadas

‘que la ccuacidn

2 + ft) X+ Ux =0 , x € !xn
no posce scluciones peri&dicas no triviales
a) A eali (o) Mty >m>0, e |-m 7
b} A(t) € c(ﬁsit)) AMt) <m<o0, te |-m7|.

Demostracidn:

a) Observemos que la condicidn (a) implica que

<Aglt) x, x> >m ||x|i2, t €}, x € R,

Multiplicandoc escalarmente (3.1) por x, obtencmes
bé oo s b ’ . )
< X,X >+ <4it) x, x>+ < ¥x, x > =19

cada uno de los sumandos que aparecen cn (3.2, se pueden expresar de

la siguiente manera

oo ¥ 1 d * £
<Kyx > =5 = |Ix()]]

t
SA() xx > =2 (< (X, x >+ < AlL) x,x > )

1 ’ . - L]
= E i < "'S(t> Xy X > )



-~
\VS )
-
-~

(=}

. . 1 . . 1 . ,T. .
< LX, X > = T,..( < Bx, x>+ < Bx, x> ) = ﬁ.{ < BX,x > + < x, Lx>) =
£ £
__I, . * .,' \ 1/ d . N
== L < bx, x> + < x, bBX >_;=-2—\-_.'t-<ﬂX,X’l-
L G

si, integrando {3.2) sobre |0,t] se cbtienc

- t
[x|1e + J <A {t; x, x>dT 4+ <Bx, x> =c=0 donde

\

+ < x{0), x(2) > > 0, para una solucién %x(t} periddica
nc trivial,

ne (3.3} se tienc que

* t *
HXHZ"’"<UX’X>-< f_—mj HX(T)HZ at

t
So [ IE e

fa)

solo
* *
como x es una funcidn periddica {3.4) puede tenzr lugar para x{t) =0

¥ toe k. re (3.1) sigue inmediatamente quc  x(t) = 0 t e R
pucs &t es positiva, is decir x{t) debe ser la solucidn peridica ~
trivial,

b) Se demuestra analogamente al casc a.

Corolario 1,
$i A(t) os una matriz peri8dica, real, simStricay 3 positiva y
A(t) >m >0 Alt) e o{alt)) t € [-m, ™| entonces la ecuacidn

(3.1} no posee soluciones periddicas no trivialcs.

Corolario 2.

sajo las condiciones dcl tecrema 3.1, el opecrador
..l .

¢ : Ci(Zw) -+ Cn(2ﬂ) definido por ¢{x) = x + “{t; x + 5x es un hcmeo=-



(N o)

morfismc.

Lorolario 3.
Sea aft) una funcidn real, 2m- periddica contTnua, a{t) >m > 0 ¥t,

entonces para toda funcién f{t) 27- periédica 1a ecuacidn

+ af{t) x + bx = f(t), b >0, admite una dnica solucién 2mw= peri&dica.
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L,
) ) .. . ]«‘n
X + ix + F{x) x = f(t), x e [,
> representard una matriz positiva, constante. Emplearemos la siguien
te notacidn
FS(:) = F{M) + r"7), e R",
Uefinicidn: .
_— . .- ,».2 \ - ’ . . o
tiremos que una aplicacidon  : . (2m) -+ un{2ﬂ1 ¢s propia sii
K-compacto en € {211} sc tiene que w-l(f} as compacto en
2 /-
Cn (27m) .
Teorema 4,1:
Supongamos quec Fs(ﬁ) satisface la condicidn
4yt ' 2 - . N i
<F AL xx > > [ix]]T m > - Z e |, entonces el operador
f"2 Ay - ] " 5 . .-/’\ * . .
¢.C (2m) - C (21r) Jefinido por ¢{xEx + <x + Fix) x es una aplicacién
propia.
femostracidn:
c .- 2 . Py I
Sea (xn) una sucesidn en Cn(ZN) tal que 1Tm l|xn,l, =+ o,
n - ™
. i 2 : .
fqui !!f!iz representa la norme en Cn(2ﬂ) es decir
b, = max CHIFN s LEFU T TIF LT CRITFL = sup |fF(t)].
t -,
Cemostraremos que la sucesidn ¢(xn) no es acctada anotaremos
o(x ) = f , es decir
(l' 1) ok ) F(. . *
A + X+ =
. X X, x ) X
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Supongamos lo contrario, es decir (fn) acotada., Multipliquemos

(6.1) escalarmente por x

" . . . ’
(4,2) 9 12, <4 < > 4+ < F {x ) > = 92 < >
(k.2) dt [ x]d at Xpo X s Xn/ X X, N nt *n 7 ¢

como B es una matriz positiva entonces’ 3 k> 9 tal que
<ix, x> >k |Ix 1P
n! n - n
(h.3)
o L) L] (‘TBC 2
< Fs(xn) Xos X072 2}||xnl! t///

Integrando (4.2) vy aplicande (4.3): <§Q

ra | el gl cos <

tl i ¢ 2
vz | R Hixgd)? e < J
t ¢ 2
cevzn| |kl
=TT n

donde Ilfn||2 <M,

Finalmentc

t .
* 2 2 ¢ 2% Y 12 \,(
I R R e AN IR IPRILPE

0 C /-7
kg = min (1 +m, k) > 0, aplicando la desigualdad dc Cronwall sobre

(- m, m] vemos que

e 2 |?.
Hx |1 *.Hxnl.. <k, o, k>0
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£s decir las sucesiones (xn) y (xn) estan acotadas, pero de (4.1}

Y3
obtenemos que (xn} estd acotada, lo que contradice el hecho que

1Tm x |1, =+ oo
a1l

s

ea ahora X un conjunto compactc en {2m}. Demostraremos que

“n
"1 A 2
¢ (%) es un compacto en Cn(ZW).

Tomando (xn) . ¢-](K), tenecmos que (fn) o % tal que

1¢(xn) = fn, como (fn) es acotado entonces (xn) es necesariamente aco-

tada en C‘21(2‘") , es decir 3 >0 tal que lxn(t)l < i,

Ix (O] <a  |x

n| < . Por Arzela-Ascolli z=xistz una subsucesibn

x (t) tal que X (t) » xo(t), ;n (t) ~ ;O(t) uniformemente sobre el
i i i

trazo [— m, n]. e (4.1) obtenemos que existe una subsucesidn

(x"i> tal que

x {t) ~» xc(t)

n,
i,
J
x o At) > x,(t)
i.
J
[ x {t) *-;o(t), uniformementc cn  [-m, .
‘ i.
deb}/ J

'V’L/
Claramente xo(t} es 2m- periddica. £1 resto de los detalles de la
compacidad de ¢ (k) son triviales.

Ltema 4.2:

1
Sea F una matriz n xn de clase L respecto a x € IRn. Enton-
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ces el operador ¢ : Cﬁ(Zw) > Cn(2w) definido por

$ix) = X + Lx + F(x) x es diferenciable sequn FRECHET vy

bolxg) Vo= v ooy ok IF (k) fv]

(FF(xO) representa 1a difercencial de 1a funcidn matricial F(x), la que
aplicada a v ncs da nuovamente una matriz OF(x) [ v ] que tiene -

scntido aplicaria 2 xOE.

Demostracibn: .

Calculando la dcrivada de Gateaux de & obtenemos

2g ¢(x0) {v) = v'' +Bv 4 DF(x,) [v] xq + Tix,) v. [sta derivada es
continua respectc a Xgs pues F es de clase t‘, por lo tanto es diferen
ciable segiin Frechet y = 9{xg) = U, ¢(x,) /.

Denotemos a trav@s de Y el operador:
wix,) : o2(am) > ¢ (2m)
0 " n ‘n
w(xo} u = ﬁF(xO) [u] Xge
Con &sta notacisn, 1a diferencial de ¢ se puedc escribir en la forma
, y - o . - . .
Boolxy) (vi=v+3v+ (Wlxg) + Flxg)) v
wx(xo) representard el operador adjunto de w(xg).
Lema 4.3:
Supongamos que la funcidn matricial F{(x) satisface
% . . 2
{5.5) < (Wlxg) + ¥ {xy) + ¥ (xo)) vov > > lvi]e, n>0

entonces el operador ¢ es localmente invertible en Xge
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Demostracifn:

is suficiente demostrar que el operador U ¢(x0) es un isomorfismo

~ - ? r‘z ] ~ 5 ¢ _ e
entrc los cospacios hn(Zr, y Ln(Zﬂ; y para esto es suficiente demos—
trar quc la dnica ecuacidén 2Zm- peribdica de W ¢(x0) v=0 e v =0,

Esto ditimo, debidn a 1a condicidn  {(4.k) sigue inmediatamente del teore

ma 3.1,

Teorema h.k:
. . . . 1 .
Sea [ una funcidn matricial de clase €', tal que satisface las con-

diciones

% . * 2
< (w(xo) + w {x()/‘ + rs(xo)) V,V > in |‘Vll $ n > 0'

* n
<Flxgd viv > >m ”VHZ, m> -1, Yyre R
Entonces el operador ¢ : cﬁ (2m) - Cn(ZW) s un isomorfismo,

Demostracidn:

Las condiciones (L.5) implican que la aplicacién ¢ es propia y

localmente invertible en cada punto Xy de L; (2m), por lo tanto ella

es globalmente invertible (ver |1 ] ) /.



(5.1)

(5.2)
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LA ECUACTYY Eacyar  x + bx + fix) x = g(t).

X . 1 )
Sea b >0, f{s) una funcidn real de clase C . Etn el caso escalar

las condiciones (4.5} sc reducen 2 la condicién
xf'(x) + f(x} >m >0 => (xf(x)}' >m >0,

“sta condicidn implica  fix} >n>0>-=1, Vale por lo tanto el si-

guicnte
Teorema 5.1:
Si b>0 y xf(x})' >m > 0, entonces para toda funcidn g(t) -
contfnua y 2w~ periddica, la ecuacién
x + bx + fix} x = g{t)
posee una unica solucidn x{t), 2w - periddica.

Ejemplo 1:

x + bx + (A+ yu arctg x) x = g(t) = gt + 2m)

b>0, A>0, u>0 esta ccuacidn posee solucidn periddica para todos

los pardmetros Ay u que satisfacen

% > /2.

Eiemglo 2:

x + bx + (g + x2) x = g(t) = g{t + 2m)
b > 0. Zsta ecuacidn para e > 0, posee una (nica solucidn periddica.

Finalmente citaremos un resultado cldsico, a fTn de comparar los resul
tados obtenidos.

Consideremos la ccuacidn

x + g{x} + f{x) x = g(t) = g{t + 27) .
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Supongames que las funciones f y g son diferenciables y satisfacen

las siguicntcs condiciones

i) fix} >m>0 x| >a>0
i) f{x) > - # x| < a
iii) xg{x} >0 [x] > a
iv) Ifm | g{xj | =+ =
x| + o
)
v) 1im ol = 0.
X -+ x \
J glsids
0

Entonces la eccuacién (5.2) posee al menos una solucidn periddica.
(ver |2|, capTtulo 39).

Las funciones f{x) y g{x) = bx de la ecuacién (5.1) satisfacen
las condiciones (i = v).

Es claro que las condiciones impuestas a f(x) en la ecuacidn (5.1}

son mds restrictivas que las condiciones {(i,iij. " cambio se obtiene la

unicidad de la sclucidn periddica,
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