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1 Integral de Bochner

_A través de estas notas supondremos que (2, X, 1) es un espacio de medida

finita, siendo g una medida completa.

Definicién 1.1 Dados un espacio de medida (£, X, p) y un espacio de Ba-
nach X, decimos que una funcion f:Q — X es una funcién simple, si f

admite una representacion de la forma:
f(w) =3 :Xp, (w);
i=1

donde z; € X; E;€S Vi=1,2,....,n;yEiNE; =0 ¥i#j

Definicién 1.2 Una funciéon f: ) — X se llama py-medible o fuertemen-

te u-medible si existe una sucesion de funciones simples { f,.} y un conjunto

NeZconpu(N)y=0y f(w) =limyye fr(w) YVweQ\N.

El siguiente resultado, conocido como criterio de p-medibilidad de Pettis,

sera de gran utilidad en este trabajo.

Teorema 1.3 Una funcion f: Q1 — X es fuertemente p-medible si y sdlo si,

f satisface las siguientes condiciones:
1) z*f es p-medible para cada z* € X* (f es débilmente p-medible).

11) El rango de f es esencialmente separable; es decir, existe N € &

tal que u(N) =0 y f(\N) es separable.

Demostracién. Si f es fuertemente p-medible, existe una sucesion de fun-

ciones simples {f,} tal que f, converge a f p-casi siempre; por lo tanto, si
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z* € X*, vemos que {z* f,} es una sucesién de funciones simples que converge

a z*f p-casi siempre y asi vemos que se satisface la condicién (z).

Sea Z, = Rangf.(X), Z, es finito y por lo tanto Z = 22, Z, es
numerable; ello implica que el subespacio cerrado Y de X generado por Z es
separable. Ademdssi N € ¥ con u(N) =0y {f.(w)} converge a f(w) para
cada w € Q\N, vemos f(w) € Y Yw € Q\N; es decir, f es esencidlmente

separablemente valuada.
Supongamos que se satisfacen las hipotesis:
1) f es débilmente y-medible.
11) f es esencialmente separablemente valuada.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que el rango de f esta con-
tenido en un sﬂbespacio separable Y de X; sea {y,} una sucesion densaen Y.
Por el Teorema de Hahn Banach, existe una sucesién {y;} contenida en Y* tal
que |[y;ll =1y |yn(ya)| = [lyxl|. Esto implica que ||f(w)|| = sup, |y;f(w)l,
y por lo tanto ||f(-)|| es u-medible. El mismo argumento demuestra que la
funcioén

() = lIf() — ynl|| es p-medible.

Seae/n >0y E, = {w € Q:gy,(w) < ¢}. E, € ¥ por ser u una medida

completa.

Definamos g: ! - X mediante

Yo st we E,\ | En
m<n

g(w) =
0 en caso contrario.
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Por la construccién de los conjuntos E,, tenemos que ||g(w) — f(w)|| < €
. . . - 1 . .,
p-casi siempre. Si hacemos € = ;- con n € N, construimos una sucesién de

funciones {h,} tal que para cadan € N, ||f(-) = k()| <t y
hn = Z In,mXEn,m
m=1

con EniNE,; =0; VYi#jy E,m€X. '

" No es dificil ver que {h,} determina una sucesién de funciones simples

que converge p-casi siempre a f. n

Del criterio de p-medibilidad de Pettis y su demostracién se obtiene cada

uno de los siguientes corolarios:

Corolario 1.4 Una funcion f: Q1 — X es p-medible si y solo si f es el limite

casi uniforme de una sucesion de funciones numerablemente valuadas.

Corolario 1.5 5i X es un espacio de Banach separable entonces los con-

ceptos de medibilidad fuerte y débil coinciden.

Un poco mas general es el siguiente

Corolario 1.6 Una funcion f:§l — X esencialmente separablemente valu-
ada es fuertemente p-medible si y solo si existe un conjunto numerable
I' ¢ X* tal que z*f es u-medible para cada z* € T y existe N € ¥ tal
que u(N) =0 y para cada w € Q\N,

If (w)ll = sup{|="f(w)|; =" € T}

Corolario 1.7 Si f es u-medible entonces ||f(-)|| es p-medible.
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Ejemplo 1.8 Sea {e::t € [0,1]} una base ortonormal del espacio de Hilbert
£,[0,1] y definamos f:[0,1] — £,[0,1] mediante f(t) = e;.

Si z* € £,[0,1]* entonces, por el Teorema de Representacidn de Riez,
existe (ar) € £2[0,1] tal que 2" = (a); ¥ Tiepayloel? <1 = &*f =0 casi

siempre respecto a la medida de Lebesgue en [0,1]. Esto implica que f es

L)

débilmente p-medible.

Por otra parte, st E C [0,1] con u(E) = 0 y f([0,1]\E) es separable,
entonces [0,1)\E es numerable y por lo tanto p[0,1] = 0; lo cual es una

contradiccion. Esto implica que f no es fuertemente p-medible.

Como ||f(¥)|]| = 1 Vt € [0,1], tenemos que ||f(-)|| es u-medible.
Pasemos ahora al concepto de integral de Bochner.

Definiciéon 1.9 Le integral sobre un conjunto medible F de una fun-

cion sitmple de la forma |
f(w) = Z Tika;
=1

se define mediante la formula
/Efd,u =S ziu(EN Ay).
i=1

Una funcién fuertemente medible f se llama Bochner integrable, si

existe una sucesién {f,} de funciones simples tal que

lim [ 1102 = £))lide =0

n—oo

En este caso la integral de Bochner de f, sobre un conjunto medible £ se

define como
[ sdu= lim [ fudp
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Es facil demostrar que la integral de una funcién Bochner integrable existe

y no depende de la sucesién de funciones simples { f,,}.

El siguiente Teorema caracteriza las funciones Bochner integrables.

Teorema 1.10 Una funcion f: Q) = X fuertemente medible es Bochner in-

tegrable & ||f()|l es Lebesgue integrable. .

Demostracién. Si f es Bochner integrable y {f,} una sucesion de funciones
simples tal que [ ||(fn — f)(-)||ds = 0; entonces, dado € > 0, existe ng € N
tal que

SO < [ 1l +.
= ||f(-)|| Lebesgue integrable.

Inversamente, supongamos que f es y-medible. Luego ||f(-)|| es p-medi-
ble y por el Corolario 1.4, existe una sucesién {f,} de funciones numerable-
mente valuadas tal que ||(fn — f)(w)|| < % para casi todo w € Q. Si ||f(-)]|

es Lebesgue integrable se tiene que

L < [ 15les + 22 < oo

puesto que p(f2) es finita.

Para cada entero positivo escribamos

o
fn = Z xn,mXEn,m

m=1
donde E,,NE, =0 para Vi# j, Enm € X, Tnm € X. Paracada n € N,

escojamos p(n) de forma que

1)l < 22,

o0
Um:p(n)+l n,m



Pongamos
p(n)

gn = E xnmXEnm'

m=1

Cada g, es una funcién simple y ademas

20(0)

n

LI = am)Olldi < [ 1 = 2O+ [ 11 = gn)(ldn <

4

lo cual implica que f es Bochner integrable. [

El Teorema de la convergencia dominada para la integral de Bochner es

un simple ejercicio:

Teorema 1.11 Si {f,} es una sucesion de funciones Bochner integrables tal
que f, converge casi siempre a f y existe g € Li(u) tal que ||fu(w)|| < g(w)
para casi todo w en ), entonces f es Bochner integrable y para cada E € ¥

se tiene que
du = lim [ fdu.
[Efu Jim | fdp

Para estudiar una serie de propiedades de la integral de Bochner, nece-
sarias para €l desarrollo de este trabajo es menester una breve introduccién

a las medidas vectoriales.

Definicion 1.12 Sean A un digebra de sub-conjuntos de § y X un espa-
cio de Banach. Una funcion v: A — X es llamada una medida vecto-
rial si v(AUB) = v(A) + v(B) siempre que ANB = 0; A,Be A. S
v(U2, E) = 2, Vv(E;) en la topologia de la norma de X siempre que
{Ei}2, C A, U2, Ei € A y{E}2, una sucesion de conjuntos disjuntos
dos a dos, decimos que v es una medida vectorial numerablemente

aditiva.



En su debida oportunidad veremos que la integral de Bochner de una
funcién Bochner integrable es numerablemente aditiva; pero que en el caso

-de la integral de Gel’'fand la aditividad numerable puede fallar.

A continuacién introducimos un concepto de gran importancia en el es-

tudio de las medidas vectoriales.

.

Definicién 1.13 Sea v: A — X una medida vectorial. La variacién de v se

define como la funcion de conjuntos

lv|: A — [0, 400}

E - sup > v (A,

Aell
donde el ‘supremo es tomado sobre todas las particiones finitas de Il de E

mediante miembros de A disjuntos dos a dos. St |v|(2) < oo, decimos que

|v| es una medida vectorial de variacién acotada.

Ejemplos de medidas vectoriales de variacién acotada son suministrados
por la integral de Bochner; mientras que un ejemplo de medida vectorial de

variacion no acotada es el siguiente:

Ejemplo 1.14 Sea ¥ el o-dlgebra de los conjuntos medibles de Lebesgue en
[0,1] y definamos

v: ¥ — Lo[0,1]
mediante v(E) = Xg.

Claramente, v es una medida vectorial. Si denotamos por A la medida de

Lebesgue en {0,1] y II,, denota la particion {[0, %), (%, 2),..., (2L, 1]} vemos

n'n
que

>_ (Al = n;

Aell,



lo cual implica que v no es de variacion acotada.
En el futuro usaremos el siguiente Teorema.

Teorema 1.15 Una medida vectorial de variacion acotada es numerable-

mente aditiva si y sélo st lo es su variacion.

.

Demostracion. Sea A un algebra de subconjuntos de 2, v una medida
vectorial de variacién acotada |v| numerablemente aditiva y {E,}3%, una
sucesion de conjuntos medibles y disjuntos dos a dos tal que £ =32, E, €

A. Como ||v(E)|| < |[v|(E) para cada E € A, entonces

[(B) - v = llv(EN U

= U BN < S IWI(E:).

1=n+1
Este ultimo término converge a cero por ser |v| acotada y numerablemente

aditiva.

Inversamente, sea v: A — X una medida vectorial numerablemente adi-
tiva y de variacién acotada. Sean {F,}22, una sucesién de elementos de A,

cuya unién F = (J72,; € A; y Il una particion de E. Entonces

Sl = Ylvan U Bl
A€ell A€cll n=1
= YIS vANEN < Y SIANE]
A€ll n=1 A€ll n=1
= 3 T AN B < SIwI(E).
n=1 A€l n=1



Como esto es valido para cualquier particién II se concluye que
[e o]
WI(En) < D VI(ER).
n=1

Si consideramos ) U F3; € > 0 y II;, I, particiones respectivas de E; y

E, tales que .
WI(E) < 2 Iv(A)ll+5

AGH]

WI(E) < 3 IwB)l+z,

B €H2
vemos que

V|(EL) + v|(E2) < |v|(Ey U Ey).

Puesto que II; UII; es una particion de E; U E»; y aplicando induccién vemos

que
n

> WI(E) = (U )

i=1
Por otra parte, es facil ver que si A y B son miembros de A con A C B,

entonces

[vI(A) < [vI(B);

esto implica que para cada n € IV,

n

2 IPI(E) < VI(E);

i=1
y por lo tanto,

S WIED) < IvI(E).

i=1

Esto termina la demostracién. n



Definicién 1.16 Sean v:¥ — X una medida vectorial y u: ¥ — [0, 4+00)
una medida numerablemente aditiva. Se dice que v es absolutamente con-

~ tinua con respecto a u (en notacion v < p), silimygy,ov(E) = 0.

La demostracion de la siguiente proposicién es sencilla y por eso la omiti-

mos. .

Proposicién 1.17 (Pettis) Sea ¥ una o-dlgebra de subconjuntos de Q,
v: Y — X una medida vectorial numerablemente aditiva y de variacion aco-
tada y p: ¥ — [0, 400) numerablemente aditiva. Las afirmaciones siguientes

son equivalentes:

) v <L .
W) p(E)Y=0 = v(E)=0

Es tiempo de retornar a la integral de Bochner.

Teorema 1.18 Sea (Q, X, 1) un espacio de medida finita y f:Q — X una
funcion Bochner integrable. FEntonces la funcion v:¥ — X definida me-
diante v(E) = [; fdu no es una medida vectorial numerablemente aditiva,
absolutamente continua con respecto a p y de variacion acotada. Ademds

para cada E € &,

wI2) = [ I1FCld

Demostracién. Sea {E,} una sucesién de conjuntos medibles y disjuntos
dos a dos. Claramente, v es finitamente aditiva. Como

forae| < X [ nsnan

(e}

2

n=1
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se tiene que la serie 37>, [ fdu es absolutamente convergente. Para

chequear el valor del limite observemos que

o st fra = [ prm < [, s

n=1 " n=1 n=m41 "
= > [l ‘

n=m+1

que converge a cero si m — co. Esto demuestra la aditividad numerable de

V.

La continuidad absoluta es consecuencia de la continuidad absoluta de la

integral de Lebesgue.

Si I es una particién de un conjunto E € X, entonces

i@l = LIl [, faul

A€ll Aell

< X [ Oldu= [ 1701

Aell

= V(E)S/E Hf()llde = v de variacién acotada.

Para demostrar el inverso, tomemos ¢ > 0 y una sucesién de funciones

simples { f,} tal que

lim [ 11(f = £)()lldu =0

n—oo

Fijemos no de forma que [y ||(f — fso)(*)||du < € y seleccionemos una

particion II' de F tal que

2 “/Af%d“” =/E||fno(-)||d,l.

Aell’
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Seleccionaremos ahora una particién de II de F, mas fina que II’ tal que

AE) = 3| [ fau] <

para esta particion sigue siendo valido que

Jolloldse = 32| [ S

Ademas,

1, sl el

Luego
FE) - o ()||d 2¢;
WIE) = [ 17n0Ollda] < 2¢
de donde
wI(B) = Jim [ 115aC)lldi = [ 17Ol

Corolario 1.19 S: f y g son funciones Bochner integrables y [ fdu =
fggdp VE € X, entonces f =g p.c.s.

Demostracién. Definamos v(E) = [5(f — g)du
Luego,
v(EY=0 VEe€eYX = |v|(E)=0 VEe€X

> [IF-90lldu=0 VE€S =[=gucs.
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Teorema 1.20 (Hille) Sea f:Q — X una funcion Bochner integrable y
T:X — Y un operador lineal y continuo. Entonces Tf es Bochner inte-
- grable y T([g fdp) = [T fdu, VE € E.

Demostraciéon. Supongamos que f es una funcién simple de la forma

= z": :BgXA‘.(w).

i=1

.

.Luego,
z "L‘ T X A

y por lo tanto T'f es una funcién s1mple. Ademas,

7 ([ fdu) = z;m, (Bna) = [ T(5)dy

y el resultado es vélido para funciones simples.

Si {fn}22, es una sucesién de funciones simples que converge casi pun-
tualmente a £y [ ||f» — flldp converge a cero, entonces T f,, es una sucesién

de funciones simples que converge casi puntualmente a 7'f y

ST = £)Olld < [T 11 = £)Olld

Como el miembro derecho de la desigualdad precedente converge a cero,

tenemos que T'f es Bochner integrable.

Ademas,

/E T(f)dg = lim /E T(f)dp = limT( /E Judys)

n—oo n-»00

= llm/fnd,u = T(/Efnd,u).
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Corolario 1.21 Sean f y g funciones u-medibles con valores en X. Si para

cada z* € X*, z*f = z*g p.c.s, entonces f = g p.c.s.

Demostracién. Sea h(w) = max{||g(w)||,]|f(w)||} ¥ pongamos E, =
{w:h(w) < n}. Cada E, es medible, E, C E,41, U2, E. = Q y sobre
cada E, las funciones f y g son acotadas y por tanto Bochner integrables

sobre F,,.

Sea z* € X*. Por hipdétesis, o*f = £*¢ p.c.s. Si E es un conjunto medible

contenido en E,,, entonces

Lm*fduzéx*gdu.
> [oU-gduz0 = o([(f-g)du) =0

Como esto es valido para conjunto medible E' contenido en E, y cada
z* € X* se tiene que [(f—g)dy = 0 para cada conjunto medible £ contenido
en E,. De esto se deduce que sobre cada E,, la variacién |v| de la medida
vectorial ¥(F) = fE(f — g)du es identicamente 0; lo cual es posible sélo si
f — g = 0 casi siempre sobre E,. Esto nos permite concluir que f — g = 0

casi siempre sobre ). [

Corolario 1.22 Sea f una funcién Bochner integrable con respecto a p.
Entonces para cada E € ¥ con pu(E) > 0, tenemos que
1
HME)

donde T5(A) denota la clausura de la cdpsula conveza de A.

/E fdu € w(f(E));
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Demostracion. Procediendo por contradiccion, tenemos que si existe £ €

¥ tal que
1
— du € &(f(E
L) Jp S £ T E))
entonces, por el Teorema de Hahn-Banach, existen z* € X* y o € R tales

que
z* (ﬁ/bﬂfdu) <a<z f(w) YweE.

Integrando sobre E se obtiene

[ fdu < ap(B) < [ o fdp,

lo cual es una contradiccidn. ]

El Teorema de diferenciacion bajo el signo de la integral es valido para la

integral de Bochner.

Teorema 1.23 Sea f Bochner integrable en [a,b] con respecto a la medida

de Lebesgue. Entonces para cast todo s € [a,b] se tiene que

. 1 rs+h
tim= [ 11£(6) = f(s)]ldt = 0.

h—0

En consecuencia, para casi todo s € [a,b] se tiene que

s+h
lim% / Rt = f(s).

h—0

Demostracién. Sea N € ¥ tal que f([a,b]\/N) es separable y escojamos
una sucesién {z,} densa en f([a,b]\IV). Por el Teorema de diferenciacién de

Lebesgue, para cada n € N existe N, € ¥ tal que u(N,) =0y

1 ps+h
lim | f(t) - zalldt = [1f(s) = zall Vs € [@,5AN{J N,

h—0 s
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Sea N' = NU(U2, N,.). Claramente u(N') = 0y si s € [a, b]\N’, entonces

n=1

s+h
timoupy [ 17(0) - f(s)llde <

. 1 s+h
ggmp(E[ Hﬂﬂ—zAMthn—f@m>

= 2||f(s)—=z.|| VneN. )
-Sea € > 0 y escojamos n de forma que ||f(s) — .|| < § para obtener que
msupr [ dt =0
limsup [ |1£(8) = £(s)lldt = 0

lo cual implica que

1 s+h
tim = [ 115(5) — £l =0

h—0

lo que demuestra la primera afirmacién. La segunda afirmacién sigue de la

oo

Observacion 1.24 Los espacios L,(p; X), 1 < p < oo se introducen de la

desigualdad

<3 [0 = solar

siguiente forma:

Para 1 < p < oo, f € Ly(p; X) si y sblo si f es fuertemente y-medi-
ble y ||f()|IP € Li(n). Loo(p; X) se definen como el conjunto de todos las
funciones p-medible y esencialmente acotados. En cada uno de estos casos
L,(u; X) es un espacio vectorial en el que se puede introducir la norma || ||,
en forma andloga al caso de funciones escalares. Con esta norma L,(u; X)
es un espacio de Banach y su demostracion es similar al caso de funciones

escalares.
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Notas. El material de esta seccién es clasico y se encuentra bien estudia-
do a excepcién del punto 1.24, el cual estd detallado en Dinculeanu [16],
- se encuentra en Diestel-Uhl [15] donde se demuestra el Teorema 1.20 en la

siguiente forma mas general:

SitT: X — Y es un operador cerrado donde X eY son espacios de Banach
y f:Q = X es una funcidn tal que f y Tf son Bochner integrables con

.respecto a u, entonces

T(/Efdu) =/Ede,u VE € X.

El Teorema 1.18 es una simplificacion, adaptada a nuestros propésitos,

del Teorema 1.2.1 de Diestel-Uhl.
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2 La Propiedad de Radon-Nikodym.

- Definicién 2.1 Se dice que en un espacio de Banach X tiene la propiedad
de Radon-Nikodym con respecto a una medida finita u, si toda medida vec-
torial v: ¥ — X absolutamente continua con respecto a p, numerablemente

aditiva y de variacion acotada, admite una expresion de la forma

v(E) = [Egdu

para todo E € ¥ y alguna funcién g € L1(u; X). Un espacio de Banach tiene
la propiedad de Radon-Nikodym si tiene dicha propiedad con respecto a

cualquier medida finita y positiva.

Ejemplo 2.2 ¢y no posee la propiedad de Radon-Nikodym.

En efecto, sea A,:[0,1] = R definida mediante
M(E) = [E sin 2" mtdt.

Para cada conjunto medible Lebesgue E en [0,1]. Por el lema de Rienman
Lebesgue se tiene que para cada E medible lim,_,o, A\.(E) = 0; por lo tanto, si
Y denota el o-dlgebra de los conjuntos medibles Lebesgue en [0,1], la funcidn
de conjuntos v(E) = (M,(E))32, toma valores en ¢g. Claramente v es una

medida vectorial definida sobre ¥. Ademds,

W(E)l = sup, | fpsin 2 ntde]
< sup, [g|sen2tnt|dt < u(E); VE € X

donde p denota medida de Lebesgue en [0,1].
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De la expresion ||Vv(E)|, < p(F) para cada E € ¥ se deduce que v <K p,
numerablemente aditiva y de variacion acotada. Si ¢y tiene la propiedad de

- Radon-Nikodym, eziste una funcidn Bochner integrable f:[0,1] — co tal que
V(E):/Efd,u VE € 5.

Sea T,:co = R definida mediante T,(a) = an, la n-ésima coordenada en
co de a = (a,;);'f:l. T, es lineal y continua y por el Teorema 1.20 se tiene
que

= [gTufdu = [g fudu VE € L.
lo cual implica que f,(t) = sen2™nt p — c.s; de donde se sigue que f(t) &
co 4 — c.s puesto que para cadan € IN,

" ({t TAOE *—f}) <3

Proposicién 2.3 a) La propiedad de Radon-Nikodym es invariante bajo iso-

morfismo.

b) Si X tiene la propiedad de Radon-Nikodym, entonces todo subespacio cer-
rado de X tiene la propiedad de Radon-Nikodym.

Demostracién. Demostraremos solamente (b) ya que (a) no presenta

grandes dificultades.

Sea Y un subespacio cerrado de X y v:¥ — Y una medida vectorial de
variacién acotada numerablemente aditiva y absolutamente continua con res-
pecto a p. Si X tiene la propiedad de Radon-Nikodym existe g € Li(y; X)
tal que

v(E) = [ gdu
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para cada conjunto medible E.

Para cada particién finita I de Q mediante conjuntos medibles, disjuntos

~ dos a dos y de medida p positiva definamos

fA fdu p .
AEE% H(A) XAa fe Ll(:u’aX)

En(f) es Bochner integrable y ademis,

E fAfd’uXA

Bt = |3

Ae€ll 1

LI 082, )

AH'u

IA

1 £l
/nEH ) Al

VAN

SallfOllde 5,
/é% T A) Xa(-)dp

= [1fOlidn = 117l

Ademas, si el conjunto P = {II} de todas las particiones finitas de Q es
dirigido por refinamiento se obtiene que si f es una funcién simple la red
{En(f)} es eventualmente constante y Fr(f) converge a f en el subespacio
denso de las funciones simples y como || Ep|| < 1, se sigue que Ey(f) converge
a f en Li(u; X). Por lo tanto, existe una sucesién de particiones {II,,} tal

que Fp, (g) converge a g en Lq(p; X).

Pero para cada n € IV, tenemos que

4 9d v
Bnlo)= ¥ Lty o v 2O

Aell, A€ll,
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Pero para cada n € IV, tenemos que

Bro) = & W= 2

Acll, Actl, H\

En consecuencia, Fyy, (9)(w) € Y Vw € Q; lo cual implica que g(s) € Y p.c.s.
y por lo tanto Y tiene la propiedad de Radon-Nikodym. u

.

De inmediato establecemos un corolario de la proposicién precedente:
Corolario 2.4 Ni{, ni Cjg, tienen la propiedad de Radon-Nikodym.

Demostracién. Tanto /o, como Cjg ) contienen copias isomérficas de co. W

Hasta aqui hemos dado ejemplos de espacios de Banach que no tienen la
propiedad de Radon-Nikodym; en lo que resta de esta seccion nos dedicare-
mos a allanar el camino para demostrar un resultado de Dunford y Pettis
que afirma que todo espacio de Banach dual separable tiene la propiedad de

Radon-Nikodym.

Definicién 2.5 Un operador T:L,(pn) — X, lineal y continuo se llama

representable si eziste una funcion g € Loo(u; X) tal que
T(f)= [ fodu  Vfe€ Luw).

Lema 2.6 Sea T:Li(p) = X un operador lineal y acotado y para cada E €
¥ definamos v(E) = T(XEg). Entonces T es representable si y sdlo si existe
g € Li(p; X) tal que v(E) = [zgdp VE € L.

En este caso, la funcion g pertenece a Loo(p; X) y T(f) = [Jq fodu Vf €
La(k). Ademds, |[T]] = llglle.
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Asi,
v(E) = T(Xg) = /n Xpgdu = /E gdy  VEET.

Esto demuestra la necesidad.

Para demostrar el inverso, sea ¥(E) = T(Xg) = [ggdu para alguna
g € Li(p; X) y para todo E € X. Claramente v es medida vectorial numera-

blemente aditiva y de variacion acotada.

Ademas, para cada E € ¥ tenemos
(B = IT(Xe)|l < ITXell = \T|lu(E),
lo cual implica que la variacién |v| de v satisface la desigualdad
vI(E) < ITlw(E)  VEE€X.
Como para cada E € &,
wIE) = [ llgOlld,

podemos concluir que ||g|lc < ||T]]; y por lo tanto g € Loo(p; X).

Por otra parte, si f € Ly(u), entonces

1T =1 [, Fodual < [ 1FCMgONdn < llglloll

Luego ||T]| < ||gll ¥ de ello se deduce que ||T'|| = ||g]|oo- ]

Teorema 2.7 Un espacio de Banach X tiene la propiedad de Radon-Niko-
dym si y sdlo si todo operador lineal y acotado T:Li(u) — X es repre-

sentable.
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Demostracién. Supongamos que X tiene la propiedad de Radon-Nikodym
y sea T:Ly(1) — X un operador lineal y acotado. Definamos v: ¥ — X
- mediante v(E) = T(Xg). Como |[v(E)|| < ||T||u(E), se sigue que v es
numerablemente aditiva, de variacion acotada y absolutamente continua con
respecto a u. Como X tiene la propiedad de Radon-Nikodym, existe g €
Ly(p; X) tal que v(E) = [pgdu VE € £ y el lema precedente demuestra la

necesidad.

Supongamos ahora que todo operador lineal y acotado 7": Ly(p) — X es
representable y sea v: ¥ — X una medida vectorial absolutamente continua
con respecto a u, numerablemente aditiva y de variacién acotada; luego la
variacién |v| de v tambien es numerablemente aditiva y absolutamente con-
tinua con respecto a pu y por el Teorema de Radon-Nikodym para medidas

escalares, se tiene que existe b € Ly(u) tal que |v|(E) = [z hdy VYE € .

Pongamos
E.={we¥n—-1<h(w)<n; nelN}

La sucesién {E,},, c IV estd contenida en X, sus elementos son disjuntos
dos a dos y = UyZ, F.. Fijemos n € INV; y para cada funcién simple
f =%, a;X4, definamos el operador
P
Tn(f) = ZaiV(En N A1)
i=1

Entonces,

T = | (B n A

=1

14 P
< Ylallv|(Ban A) < Y onlaiu(En 0 Ai) < ol s
i=1

=1
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Esto implica que T,, es un operador lineal y continuo sobre el espacio de las
funciones simples y por densidad se extiende a un operador lineal y continuo
-~ en Lj(u). Como por hipdtesis este operador es representable, existe g, €

Loo(u; X) tal que T,.(f) = [ fgndu. Ademds, si E € ¥ entonces

v(ENE,) = T(Xg) = /Egnd,u.

L]

Haciendo n recorrer N, obtenemos una sucesién {g,} en L (y; X) tal que
v(ENE,) = /Egndl,t VE € <.

Definamos ¢: 2 — X mediante g(w) = Y22, go(w)XE, (w). Como v es

numerablemente aditiva y de variacion acotada se tiene que

v(E) = lim gdu.

m—o0 J(EnuT  En)
Ya que
du <v(E
/(Enug":lEn) llglldp < v(E)
para cada m € n € IV, se sigue por el Teorema de la convergencia mondtona

que ||g|| € L*(u); y por el Teorema 1.11

lim gdp = / gdu
) E

m—=o J(Enu™,,En

Corolario 2.8 Sea X = R y 1 una medida finita. Entonces el Teorema de
Radon-Nikodym y el Teorema de la Representacion de Riez que afirma que

el dual de Ly(u) es Lo(p) son equivalentes.

Ahora estamos en condiciones de demostrar el Teorema de Dunford-

Pettis:
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Teorema 2.9 Todo espacio de Banach dual separable tiene la propiedad de

Radon-Nikodym.

Demostraciéon. Sea X un espacio de Banach con dual separable X*; y
T:Ly(n) = X* un operador lineal y continuo. Para cada particién finita II

de 2, definamos la funcién

L]

T(X4)

mt) = 3 Z2dxy
Y Tl
A
ool < 3= a0 <y
Luego

= gn € Loo(u; X*).

Como X* es separable también lo es X y por lo tanto existe una sucesién {z,}
densa en S(X) = {X : || X]|| = 1}. Para tal sucesién escojamos g, € Loo(p)
tal que

(en T(1)) = [ fondu

Note que Vf € L'(u; X),

fiemamidn = [ fen (2 T8 0

= /szxn ./'\T'Adu

Aell

Ja9nd Jagndt 3 4,
nf% u(A)

= [ £Bu(gn)dus
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lo cual implica que z,gn = En(gn) para cada particién Il y todo n € IN.
Como g, € Loo(p) Y n € IN, se tiene que En(gn) € Loo(p) y si las particiones

- II son ordenadas por refinamiento, entonces

lim || Ei(gn) = gnllzow() = 0-

Por lo tanto una sucesién {Il,,} de particiones y un conjunto nulo P tal que

_para cada n € IN,

dim 2,911, (w) = go(w) uniformemente en w € Q\P.

Pero |lgn(w)|| < HTH Por lo tanto {gnm(w)} es relativamente compacto

en X* con la topologia débil *. Definamos g(w) cualquier punto limite de
gnm(w)'
Como para cada n € IV, lim;,y00 Zn g1, (W) = ¢g» uniformemente en w €

O\ P; se tiene que limy, 00 Zngm,, (W) = 2,9 y por lo tanto z,g es medible.

Obviamente g es separablemente valuada y como ||g{w)]|| = sup,, |z.g(w)|
el corolario 1.6 implica que g fuertemente medible y por ser acotada, g es

Bochner integrable y

(o, T(F)) = | fondu = [ fongdu = [ fodu n € IV

y de la densidad de {z,} en S(X) se sigue por el teorema 1.20 que T'(f) =
Jo fgdp. Por lo tanto X* tiene la propiedad de Radon-Nikodym. [

Corolario 2.10 Los espacios reflexivos y separables tienen la propiedad de

Radon-Nikodym.

Demostracién. Todo espacio reflexivo es isomorfo a su doble dual. [
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Observacidon 2.11 FEn virtud del Teorema 2.9 y su corolario estamos en
condiciones de dar algunos ejemplos concretos de espacio de Banach con la
- propiedad de Radon-Nikodym: ¢; y HP(1 < p < o0) por ser éstos espacios
duales separables (para el caso de HP ver ejemplo [21]).

Notas. En esta segunda seccién sigue patente nuestra deuda con la mono-
grafia de Diestel-Uhl([15]), donde se da la demostracién original del Teorema

‘de Dunford-Pettis [18] y se sugiere la dada por nosostros.

El corolario 2.8 se encuentra demostrado en Kelley [28] y [40], usando
una técnica completamente diferente; y los familiarizados con el capitulo IV
de la mencionada monografia de Diestel y Uhl, no tendran problemas en
convencerse de la validez de este corolario en el caso en que el espacio de

Banach X es auto-dual.

Por su parte el corolario 2.10 es meramente provisional ya que luego
veremos (seccién 4) que todo espacio de Banach reflexivo tiene la propiedad

de Radon-Nikodym.
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3 Integral de Gel’fand y una aplicacion a la
Teoria de Semigrupos.

En esta seccién hacemos un breve estudio de la integral de Gel’fand e ilus-
tramos una aplicaciéon de esta integral en la Teoria de semigrupos de ope-
radores lineales, hecho que amplia rango de aplicabilidad de la Teoria de
Medidas Vectoriales; en particular de la Integral de Gel’fand y la propiedad
"de Radon-Nikodym.

Definiciéon 3.1 Sea X un espacio de Banach con dual X*. Una funcion
f:80 = X* se llama Gel’fand integrable si para cada z € X, la funcion
9z: Q — € definida mediante g.(s) = (f(s),z), es Lebesgue integrable.

La existencia de la integral de Gel’fand se establece mediante el siguiente

resultado.

Teorema 3.2 (Dunford) Si f:Q — X* es Gel'fand integrable, entonces
dado E € %, existe t; € X* tal que para cada r € X,

cp(a) = [ (7(s),2)dus)

Demostracién. Dado F € X, definamos el operador Tg: X — L;(¢) me-
diante Tg(z) = (f(s),z). Obviamente Tg es un operador lineal. Siz, -z y
limp, 00 TE(2n) = g € L1(1s), entonces existe una subsucesién {zn,} de {z.}
tal que Tg(zn,;) converge a g p-casi siempre; y por lo tanto (f(:),z)Xr = g
p-casi siempre; y por el Teorema del Gréafico Cerrado se tiene que Tg es
continuo. Por lo tanto, la aplicaciéon z — [ Te(z)dy define un funcional

lineal y continuo zf € X™.
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Definicién 3.3 Si f: Q0 — X es Gel’fand integrable y E € X, el funcional
zy € X* obtenido mediante el Teorema precedente se llama, por definicion,

- la integral de Gel’fand de f sobre E y se denota por

x;3=G—/Efdﬂ.

.

Claramente, la integral de Gel’fand como funcién de conjuntos definida
'sobre ¥ es una medida vectorial finitamente aditiva en la topologia de la
norma de X* y numerablemente aditiva en la topologia débil* de X*; sin em-
bargo, esta integral no es en general numerablemente aditiva en la topologia

de la norma de X™* como lo muestra el ejemplo siguiente:

Ejemplo 3.4 Sean Q =[0,1],% el o-dlgebra de Borel [0,1] y u la medida de
Lebesgue en [0, 1].

Definamos f:[0,1] = o = £ mediante la férmula
f(w) = {X(o,l]('(U), 22\?’(0'1/2](10), e ,nX(o,l/n]('U))}.

Para cada = {0, }32, € £y, la funcion

(F(w),2) = 3 nanXom(w)

n=1

es Lebesgue integrable y

/(0,11<f(w)’ z)dp = / > nanX(o,1/m(w)dp = ; Qy;

(0‘1] n=1

lo cual implica que f es Gel’fand integrable. Si

T =G fdu,

(0,1/m]
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entonces

00 1 1
(e, 2) = ;::1”“(0, ;] N (0, E]a"'
= ,,Z=:1 %an + n;m Ay, .
Por lo tanto, ‘
1 2 m—1
G J o T = (—n;;{——n;——lll)

lo cual implica que para cada m € IN,

6= fouyon Fl.. =1

Este hecho es incompatible con la aditividad numerable de la integral en
consideracién ya que no es dificil demostrar que si v es una medida vecto-
rial numerablemente aditiva y {E, }%2, una sucesién de conjuntos medibles

decreciente a ®, entonces v(E,) converge a cero.

Hasta aqui es suficiente el estudio de la integral de Gel’fand en su propio
contexto. La justificacion para incluirla en estas exposiciones es ilustrar su
aplicacion en la Teoria de semigrupos de operadores; pero para ello necesita-

mos como hecho preliminar, un par de definiciones.

Definicién 3.5 Dados un espacio de Banach X y una familia {Ti}:>0 de
operadores lineales y acotados en X, la familia {T}1>0 es llamada un semi-
grupo de operadores en X si se satisfacen cada una de las siguientes

- condiciones:
i) Tox = I(z) Vz € X (I denota la identidad en X)

Zl) T3+t = Ts 0 Tt = T;gOS Vs,t 2 0.
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Definicién 3.6 Si X es un espacio de Banach con dual X* y {Tt}tzo un
semigrupo de operadores en X*, {T;} es llamado w* continuo en tq si: dado
¢ € X, para cada z* € X* se cumple que

tlgg(Ttw ,z) = (Tyz™, )
El siguiente Teorema muestra que en algunos casos la integral de Gel’fand

“puede ser numerablemente aditiva en la topologia de la norma; y en las notas

de esta seccién pretendemos justificar la inclusién de este resultado.

Teorema 3.7 Sea {T;}:>0 un semigrupo de operadores en X*. St X* tiene la
propiedad de Radon-Nikodym, entonces para cada intervalo compacto [a, ]
C (0,400) y cada z* € X*, la funcidn gy«: (o, 8] — X* definida mediante
9o+ (t) = Tyz* es Bochner integrable.

Demostraciéon. Sean z* € X* y 0 < a < f < 00. Para cada z € X la

funcién (g,=(t),z) = (Tiz*,z) es continua en [¢, []; lo cual implica que para

cada z € X existe una constante M, tal que sup,e(, 5(92+(t), z) < My y por

el Principio de Acotacién Uniforme se tiene que sup,eg, X Iger(t),2)]| < M
z

para alguna constante positiva M.

Asi, para cada z € X, (g, (+), z) es Lebesgue integrable y en consecuencia

9o+ es Gel’fand integrable.
Sea S: Li[a, 5] = X* definida mediante

Sf=0G- /a ® F(t)gur ().
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Note que

Y

ISfl = Sm><G— fumﬂuwax>

llzll=1

< sup [ 17N gar (1), 2t

llell=1 o

< Mifl;

‘lo cual implica que S es un operador lineal y acotado(entre paréntesis, la
linealidad de S es trivial). Como X* tiene la propiedad de Radon-Nikodym,
el Teorema 2.7 implica la existencia de h € L>([a, B]; X*) tal que

1¢)
S() = [ fOh®dt  Vf € Lifa, Bl

Sean t € (a,3) y € > 0 suficientemente pequefio de forma que t + ¢ €
(o, 3). Pongamos
1
E=[tt+e]; f(s)= EXE-

Luego
81 t+e |
G- / ~gon(s)ds = / ~h(s)ds.
o t
Por el Teorema de diferenciacién de Lebesgue(Teorema 1.23) se tiene que
lim [ Sh(s)ds = h  si
lim/ (s)ds = h(t) p — casi siempre.

Esto implica que para cada z € X,

.1 A1
lim-G — Egz-(s)ds = h(t) p.c.s;

e—0 ¢ o

y esto a su vez implica que para cada ¢ € X,
1 t+¢e

ll—r)%-e_ ¢ (gr.(t),:l,')dS = <h(t)1x> H.c.s.
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Pero (gz+(‘),z) es una funcién continua!. Por lo tanto, lim,0(g.+(s),2) =
(gz+(t),z) para todo sen [t,t+¢) y casi todo t en [a, 5]. Esto implica que
- h(t) = g.+(t) p-casi siempre y por lo tanto g,» es Bochner integrable en {a, 3].

Corolario 3.8 St X es un espacio de Banach tal que X* tiene la propiedad
de Radon-Nikodym y {T:}:>0 es un semigrupo de operadores fuertemente con-
tinuos definidos sobre X entonces el semigrupo adjunto {T;}i>0 es Bochner

integrable.

Demostracién. No es dificil percatarse de que {7}'} es débil* continuo en

(0, +00). El resto es consecuencia del Teorema 3.7. n

Notas. Un teéorema que se atribuye a Hille afirma que un semigrupo de
operadores es fuertemente continuo en (0, +o0) si y sélo si es Bochner inte-
grable sobre cada intervalo compacto [a, 3] contenido en (0,+00). En este
contexto el Teorema 3.7 junto con el Corolario 3.8, descubierto por Van
Neerven en 1990([32]), afirman que si X es tal que X* tiene la propiedad de
Radon-Nikodym, entonces todo semigrupo fuertemente continuo en X tiene

semigrupo adjunto fuertemente continuo en (0, +00)

Consideramos pertinente mencionar que Béarcenas-Diestel [4], observaron
que el Teorema de van Neerven sigue siendo valido para semigrupos de ope-
radores de Asplund; es decir, semigrupos de operadores que se factorizan a
través de espacio de Banach cuyo dual tiene la propiedad de Radon-Nikodym;
demostrando ademas la utilidad de tales operadores en la Teoria de Control

de Sistemas Lineales.
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Pecariamos de omisién si no recomendaramos el volumen 1529 de LNM

escrito por van Neerven [33], donde se hace un estudio bastante amplio.

El ejemplo 3.4 es tomado de Hashimoto-Oharu [23] y constituye el ejemplo
mas sencillo de su especie debido al siguiente resultado de Diestel-Faires: de

las relaciones entre la Teoria de semigrupos y la Teoria de espacios de Banach.
L)

St X* es un espacio dual que no contiene copia de {,, entonces toda
medida vectorial con valores en X* y débil*- numerablemente aditiva sobre

un o-dlgebra es numerablemente aditiva en la topologia de la norma de X*.
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4 Equivalencia entre la propiedad de Radon-
Nikodym y convergencia de Martingalas

En esta seccién nos disponemos a hacer un breve estudio de la Teoria de
Martingalas en espacios de Banach y las relaciones entre la propiedad de Ra-
don-Nikodym y los Teoremas clasicos de convergencia de Martingala.*' Como
habria de esperarse, debemos comenzar con el concepto de esperanza condi-

cional.

Definicion 4.1 Sean (9, X, u) un espacio de probabilidad, X1 un sub-dlgebra
de £ y f € Li(u; X). Una funcién g € Li(p; X) se llama la esperanza
condicional de f dado X, sig es ¥,-medible y [ gdu = [ fdu VE € L,.
En este caso la funcion g se denota por E(f|L;).

Si X = IR o U, la esperanza condicional satisface cada una de las

propiedades que se enumeran a continuacién:

Teorema 4.2 Sea E(-,%,): Li(p) = Li(p)
f - E(f’ z:1)

Entonces,
) f20 = E(f|5)20
i) E(c,%1) = ¢ para toda constante c.
ut) E(E(f|E1)|51) = E(f|51) VS € Ly(u)

w) El rango de E(-|%,) es el subespacio cerrado de Li(p) consistente de

todas las funciones X;-medibles e integrables.

v) E(:|X1) es un operador acotado de norma 1.
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La demostracién es muy conocida.

El siguiente teorema es una grata sorpresa para los estudiosos del tema.

Teorema 4.3 Sean X un espacio de Banach, (2, X, 1) un espacio de proba-
bilidad, ¥y un sub-c-dlgebra de ¥ y f € Ly(u; X). Entonces E(f|L,) existe

A}

y
IEA1Z) M < 11l

Demostracién. Si X = R, E(f|¥;) existe gracias al Teorema de Radon-

Nikodym. Si f es una funcién simple de la forma

f = inXEn

i=1

entonces E(Xg,|Z;) existe para cada i = 1,...,n y en ese caso tenemos que
E(f|%) Z ; E(XE,|L1).

Claramente, E(f|X;) es lineal sobre el subespacio de las funciones sim-

ples. Ademas, si f = Y, z;Xg;, entonces

IBGIED = [ [0 da

<, Dl B )

= [B (S el ) da
i=1

SlllXe i = ISl

IA
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Pero el conjunto. de las funciones simples es denso en L;(u; X). Luego
el operador de esperanza condicional admite una unica extension lineal y

continua E(:|L1) a Li(; X).

Sélo falta chequear que
[ BUIS0du = [ fau VE € 5.

Si {f.} es una sucesién de funciones simples convergente a f en la norma

de L;(p; X), de la continuidad y linealidad de E(:|X;) se deduce que

WE(fa = DIl converge a cero.

Esto termina la demostracién. ]

En el estudio de la propiedad de Radon-Nikodym, hemos trabajado in-

formalmente un caso especial de esperanza condicional cual es el siguiente.

Ejemplo 4.4 Sea Il una particion finita de Q0 mediante conjuntos de medida
positiva y X el o-dlgebra generado por I1. No es dificil chequear que si
f € LY(p; X), entonces

_ Ja fdp
B(flBn) = 3 A7

es un operador de esperanza condicional.

Ahora introduciremos el concepto mas importante de la presente seccién.

Definicién 4.5 Sea (I, <) un conjunto dirigido y {B;}:c; una red creciente
de sub-o-dlgebras de ¥. Una red {f;}icr de funciones u-medible se llama una

martingala si para cada i € 1, f; es B; medible y

E(f.,|B:,) = fi, siempre que 11 < 1.
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Denotaremos las martingalas por (fi, B:)ier 0 (fi)ier-

Ejemplo 4.6 Sean f € Li(u; X) y (Bi)ier una red creciente de sub-o-dlge-
bras de . Entonces (f;)ier = E(f|Bi)ier es una martingala.

Proposicién 4.7 Sean (f;,B;)ier una martingala en Ly(p; X) y B el o-dl-

gebra generado por U;erB;. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:
| 1) {fi}ier es convergente en Li(u; X) a foo.
i1) Eriste f € Ll(p;X) tal que f; = E(f|B;).
Ademds, si (1) y (17) son vdlidas, entonces E(f|B) = fe para toda funcion

f que satisfaga (12).

Demostracién. Sea {f;}iecr convergente a f, en la norma de Ly(p; X) y

fijemos i € [ y E € B;,. De la definicién de martingala se sigue que
[ fidn= [ fodu Vi2io
E E

lo cual implica que {fg fi}i»i, es constante.

Como f; converge a f, enlanorma L, (u; X) se tiene que [ fidu converge

a [g fodp; de lo cual se obtiene que [g fi,dp = [ foodp.

Como ig € [ y E € B;, fueron escogidos en forma arbitraria, se concluye
que

fi = E(fOc|Bi)'

(1) = (¢). Supongamos que f; = E(f|B;) para cada ¢ € I y alguna
funcién f € Ly(u; X). Pongamos fo, = E(f|B). Entonces f; = E(fo|B:).
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Sea g una funcién simple de la forma
n
gzzijEj; EjEUBi
1=1 : el
Luego, existe o € I tal que E; € B, Vi=1,...,n; por lo tanto E(g|B;) =
g Vi > 1o; y de esto se deduce que E(g|B;) converge a g para cualquier

.

funcién simple g con valores en {J;c; B;

Como las funciones simples en U;¢1B; son densas en el subespacio cerrado
de L;(p; X) formado por las funciones medibles, y los operadores E(-|B;)

tienen norma 1, se deduce que f; = E(fw|B;) converge a oc. ]

El siguiente ejemplo de martingala nos sera util en la demostracién del

resultado central de esta seccidn.

Ejemplo 4.8 Sean (,%,u) un espacio de probabilidad y v:¥ — X una
medida vectorial numerablemente aditiva y de variacion acotada; y sea P
la familia de todas las particiones finitas de 11 de ) mediante conjuntos de
medida positiva. Para cada I1 € P definamos

fa(w) =)

i u(A)

XA(’LU)

Si {Zn} es el o-dlgebra generado por 11 y los miembros de P son orde-

nados por refinamiento, entonces (fri, Xn)mep €s una martingala.

Proposicién 4.9 Sea v: ¥ — X medida vectorial p-continua y de variacion

acotada. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:
i) Fxiste f € Li(p; X) tal que v(E) = [ fdu YE€ X
i1) {fu}nep es convergente en Li(u; X).
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Demostracion. Es aplicacién directa de la proposicién 4.7 ya que (ii) equi-

vale a Fi1 = E(f|¥n), para cada Il € P. ]

Definicién 4.10 Sea (2, L, 1) un espacio de probabilidad. Un sub-conjunto

K C Li(p; X) es uniformemente integrable si y sdlo si,

lim su Illde = 0.
eroo felg’ {FCN>e} ”f( )” s

La integrabilidad uniforme es caracterizada por el siguiente teorema.

Teorema 4.11 Un sub-conjunto K de L,(u; X) es uniformemente integrable

si y solo st K es acotado y dado € > 0, existe § > 0 tal que para cualquier

Eck,
wEYSS = [IfOldu<e  Vfek.

Demostraciéon. Sean K uniformemente integrable. Luego para cada ¢ > 0

se tiene que

JIFOlidu

i

1F Ol + [

En{|lf()lI<e

Jlld d
< Amwxﬂﬂ)ﬂu+écu

= o O+ ci(E)

Iid
/Eﬂ{llf(')ll>c} }”f( e

En particular, si F = (Q se tiene que

Sc—{-/ || dpe.
e set [ 1Ol

Si escogemos c de la forma que fi ;)5 1/ (-)lldpe < 1, uniformemente en K,

vemos que K es acotado.
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Dado € > 0, escojamos ¢ de forma que

£

Nde < = Vf € K.
/{Ilf(')ll>c} 17w 2 /
Si 6 = 5, entonces si u(E) < 4, se tiene que
FOMldp < cu(E) + Ndu <e  VfeK.,
L Ol < en(B)+ [ 17Ol f

Inversamente, si K es acotado y para cada ¢ > 0, existe § > 0 tal que

wE) <= [IFO)du <& Vf e K,

entonces para cualquier ¢ > 0, tenemos que

cXrasa < NFONXqrOsa-

Por lo tanto,

cp{llFCN > e} < O IF () lldpe < 1A

Sea M = sup{||f|l:: f € K}. De la desigualdad precedente se sigue que

WO > e < =

Si escogemos ¢ de forma que % < 4, se tiene que

#IFCN > e} <6

y por lo tanto
Mdp <e  VfeK.
/{Ilf(')l|>c} 17 ¢y d

lo cual demuestra que K es uniformemente integrable.
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Teorema 4.12 Para un espacio de Banach X, son equivalentes:
i) X tiene la propiedad de Radon-Nikodym.

it) Toda martingala uniformemente integrable en Li(p; X) es convergente

en la norma de Lqi(u; X).

111) Toda martingala uniformemente acotada en Li(u; X) es conpergente

en la norma de Ly(u; X).

Demostracién. (z) = (i¢) Sea (fn, Bn)newv una martingala uniformemente
integrable en L;(u; X). Pongamos v(A) = lim,e [4 frdp. Por definiciéon de
martingala, v¥(A) existe para cada A € |2, B,. Sea B el o-dlgebra generado
por {B,}. Dadoe >0y F € B, escojamos § > 0,ng € IN y Ey € B, tal
que u(EAEy) < 8y [pag, Ifa()lldp < § Vn € IN. De la definicién de

martingala resulta que Vm,n > ng

[ = [ ] < [ W+ [ (Ol < &
lo cual implica que v(F) = limp—c [5 fodp existe para cada E € B. Clara-

mente v es finitamente aditiva en B. Si {E,} C B es una sucesién de con-
juntos disjuntos dos a dos y E = U2, F,, de la finitud de g junto con la
integrabilidad uniforme de {f,}ren, se concluye que v es numerablemente
aditiva y p-continua. Sea {E1, ..., Ex} una particién de §) mediante elemen-

tos de B. Entonces

k
SlvE)l = lim [ fudul

£ n—00
=1

k
< sup || [ udul
nog=1 ¢
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< cu{FE) + su falld
w(E) +swp [ Ifuld

< cu(F)+1, para cgrande

Como X tiene la propiedad de Radon-Nikodym, existe f €L;(u; X) tal
que v(A) = [, fdu = lim,e0 [, fadp; y la proposicién 4.7 implica que
E(fIBn) =fa ¥y fa—fllh =0
(12) = (117) evidente
(127) = (¢) Sea v: ¥ — X una medida vectorial de variacién acotada y
absolutamente continua con respecto a . Del Teorema 1.15 y la proposicién
1.17 resulta que |v| es numerablemente aditiva y absolutamente continua con

respecto a u. Por otra parte, es claro que v < |v|; puesto que para cada

conjunto medible E, |[v(E)| < |v|(E).

Tomando en cuenta que iii, implica la convergencia en || - ||; para toda
martingala inducida en un conjunto dirigido I, consideramos {II} = P el
conjunto de todas las particiones de () ordenadas por refinamiento y consid-

eremos la martingala

faw) = ¥ ﬁ%mw»

AeX

Para cada w € Q,y cada Il € P,

s @y <1
Il = 2 Ty ¥atw) < 1

lo cual implica que {fi1 }nep es uniformemente acotada y por lo tanto existe
f € Li(Jv|, X) tal que
| fo = fllzyqupy = 0 = (Proposicién 4.9) v(E) = [g fdlv] VE € L.
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Ahora bien, |v| es finita, numerablemente aditiva y |v] <« p; y asi del

Teorema. clasico de Radon-Nikodym se sigue que existe ¢ € Lq(p) tal que
W|(E) = /E ody  VEES.

Sea ¢:Q — X definida por g(w) = ¢(w)f(w). No es dificil ver que
g €ELy(u; X) y v(E) = [ggdp VE € E. Es decir, X tiene la propiedad de
‘Radon-Nikodym. ]

La caracterizacién de espacios de Banach con la propiedad de Radon--
Nikodym, abre un abanico de posibilidades en aplicaciones que tendremos
oportunidad de estudiar en secciones siguientes. Para dar una idea de tales

aplicaciones, veamos un par de ellas (Teoremas 4.13 y 4.19).

Teorema 4.13 (Uhl) Un espacio de Banach X tiene la propiedad de Ra-
don-Nikodym si y solo si todo subespacio cerrado y separable de X tiene

dicha propiedad.

Demostracién. En vista de 2.3 b, sélo hace falta demostrar el inverso. Con
este objeto, supongamos que {f,|B,}ncn €s una martingala uniformemente
integrable en X. Con ayuda del Teorema 1.3, para cada n € IN podemos
hallar N, € ¥ con u(N,) =0y f.(Q\N,) separable. Sea Z el subespacio
cerrado de X generado por Uyeq fn(2\Ny,). Z es separable y por hipdtesis
tiene la propiedad de Radon-Nikodym. En consecuencia, existe f: Q0 — Z C
X tal que ||fn — fll1 = 0; lo cual implica que X tiene la propiedad de
Radon-Nikodym.

Corolario 4.14 (Phillips) Los espacios de Banach reflexivos tienen la pro-

ptedad de Radon-Nikodym.
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Demostracion. Todo subespacio separable de un espacio reflexivo, es re-

flexivo y separable y el resultado se sigue de 4.13

El corolario precedente admite una ligera generalizacién debida a Uhl.

Corolario 4.15 Si todo subespacio separable de X es isomdrfico a un sub-
espacio de un dual separable, entonces X tiene la propiedad de Radon-Niko-

dym.
El siguiente corolario justifica la presencia de 4.15

Corolario 4.16 Si todo subespacio separable de X tiene dual separable, en-

tonces X™ tiene la propiedad de Radon-Nikodym.

Demostraciéon. Sea M un subespacio separable de X* y {z%} un sub-
conjunto denso y numerable de M. Seleccionamos sucesiones {2, }o%, en

X tales que ||zmn]| =1y
l| 27 ( = (1—_1>” mll
2 (Tmm x|l
! n

Sea Y el subespacio cerrado generado por {zm,.;m,n € IN}. Y es sepa-
rable en X y por hipétesis Y* es separable.

Sea T: M — Y™ definido por T'(z*)(y) = (z*)(y) Yy e Y |T|| <1y
ademas,

1Tzl 2 sup |27 (2ma)l = [l27]]-

Asi, T es una isometria de M en Y. Como Y* es separable, el Teorema

de Dunford Pettis muestra que Y™* y, por lo tanto T (M), tiene la propiedad
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de Radon-Nikodym. En consecuencia, M tiene la propiedad de Radon-Niko-
dym, por ser ésta invariante bajo isomorfismo y el Teorema 4.13 implica que

X* tiene la propiedad de Radon-Nikodym.

Definicién 4.17 Sea X un espacio de Banach. Un érbol infinito en X

es una sucesion {z,}2, en X tal que para cadan > 1,z, = %(mn + Zony1)

"Definicién 4.18 Sea § > 0. Un drbol infinito en X es llamado un §-arbol

st para cada n € IN, se tiene que ||z, — z2,:|| > 8 ¥ ||zn — Z2n41]| = 9.

El siguiente teorema puede servir de epilogo a esta seccion y prélogo de

la siguiente.

Teorema 4.19 Dados un espacio de Banach X con la propiedad de Radon-

Nikodym y § > 0, es imposible encontrar en X un §-drbol infinito y acotado.

Demostracién. Sea p la medida de Lebesgue en [0,1] y supongamos que,
para algin & > 0, J = (z,)%2, es un d-arbol en X; infinito y acotado.

Definamos la sucesién de funciones medibles

= $1X[0,1), fa= 5629\7'[0,21) + xsx[%,l)

2k—1

fe= Y mXy,,

i=2k—1
donde

)

j— k-1 i—2’°“1+1)
Iy; = ,
' k-1 k-1

e t recorre el conjunto de indices

{2kt 2kt 4, 2k — 1),
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Si Xi es el o-dlgebra generado por los intervalos {/i;}, entonces la sucesién

(fx, Xk) es una martingala uniformemente acotada en X.

Sit € [0,1) y Ii; es tal que t € Iy;, entonces fi(t) = z; mientras que
fr+1(t) = z2i o bien fr1(t) = z2it1.
| En cualquier caso, tomando en cuenta que {z;} es un §-arbol, resulta
que para cada t € [0,1], ||fk(t) — fes1(t)|| > 6 para cada k € ﬂ{7; y en
‘consecuencia ||fx — fit1lls > 6. Asi {fr} no es convergente en Ly (u; X); lo

-cual es equivalente a que X no posee la propiedad de Radon-Nikodym. =

Como consecuencia inmediata se obtiene lo siguiente.
Corolario 4.20 L;[0,1] no posee la propiedad de Radon-Nikodym.

Demostracién. Sea {¥;} la sucesion de o-dlgebras construida en la demos-

tracién del Teorema precedente y definamos
ry = X[O,l), g = QX[O’%), Ir3 = 2X[%,l)

y en general,

k-1 .
T, = 2 Xlk,‘v

donde I; son los intervalos que genéran el o-algebra de Xy.

Note que
les =2l = [ 10w~ 2¥pplds = 1
_ = =2 — zsll;
y en general se tiene que ||z, — Zon|| = ||Tn — Z2nt1|| = 1; lo cual implica que

L1[0,1] contiene en 1-arbol infinito y acotado. En el lenguage del Teorema

precedente, L;[0,1] no posee la propiedad de Radon-N ikodym.
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Notas. Ademas del interés que posee por si misma, la caracterizacién de la
propiedad de Radon-Nikodym mediante Teoremas de Convergencia de mar-
tingalas abre una posibilidad para el estudio de algunos aspectos geométricos
de los espacios de Banach con la propiedad de Radon-Nikodym como vere-
mos en las proximas secciones. Una forma geométrica de la propiedad de
Radon-Nikodym ha surgido en el Teorema 4.19 y durante cierto tiempo es-
_tuvo abierta la pregunta de si tal Teorema no era si y sélo si. Desde 1980 se
sabe que la respuesta es negativa ya que para esa fecha Bourgain y Rosen-
thal [7] construyeron un subespacio X de L;[0, 1] que no posee la propiedad
de Radon-Nikodym ni é-arbol acotado, cualquiera que sea § > 0. Sin em-
bargo, como veremos en la préxima seccion, la presencia de d-arbustos en
espacios de Banach caracteriza aquellos espacios que no poseen la propiedad

de Radon-Nikodym.

El inverso del corolario 4.16 también es cierto y la demostracion se debe
a Stegall [41]. Este resultado no serd usado en estas paginas y si aparece
la demostracion completa de 4.16, es tan sélo para ilustrar el poder de las
técnicas de Martingalas en espacios de Banach; para lo cual [ ] constituye

una buena referencia.

La propiedad de Radon-Nikodym también puede caracterizarse, en el con-
texto del Teorema 4.12, sustituyendo martingalas en el sentido cldsico por
martingalas de multifunciones medibles para espacios separables. La mayoria
de los resultados de este trabajo se encuentran en Chatterji [10] y Diestel-Uhl

[15).
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5 Dentabilidad

Hemos visto en la seccién anterior que si un espacio de Banach contiene un
§-arbol infinito y acotado, para algin § > 0, entonces tal espacio carece de
la propiedad de Radon-Nikodym. También hemos mencionado la existen-
cia de espacios de Banach sin é-arboles infinitos y acotados que tampoco
poseen la propiedad de Radon-Nikodym. En esta seccién introduciremos un
concepto menos restrictivo que el de d§-arbol-nos referimos al concepto de
arbusto-y demostraremos que su ausencia en un espacio de Banach, es una
condicidn necesaria y suficiente para que dicho espacio posea la propiedad
de Radon-Nikodym. Para ello necesitamos el concepto de dentabilidad; un
concepto.que, 'gracias a la Teoria de Martigalas emerge como una caracte-
rizacion geométrica de la propiedad de Radon-Nikodym; y nos allanard el

camino para el estudio de las secciones siguientes. Comencemos:

Definiciéon 5.1 Dado un espacio de Banach X y e > 0, un arbusto en X
de separacion e, es un sub-conjunto B de X, parcialmente ordenado tal

que
i) B contiene primer elemento ;.

it) Cada elemento de B tiene un nimero finito de sucesores inmediatos,

por lo menos dos sucesores inmediatos.
112) Todo elemento de B se puede unir a x; mediante una cadena.
w) Dado = € B, z es combinacion conveza de sus sucesores.

v) Siz € B yy es sucesor de z, entonces ||z — y|| > e.
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Para proceder a la caracterizacion mencionada al comienzo de esta sec-
cién, necesitamos los conceptos geométricos de dentabilidad y o-dentabilidad
y después de estudiar algunas de sus propiedades—elementales pero bésicas-
procederemos a nuestra anunciada caracterizacion. En realidad, ésta con-
sistird en una cadena de equivalencias que involucran los conceptos antes

.

mencionados.

Definicién 5.2 Un sub-conjunto D de un espacio de Banach X se llama
dentable si para cada ¢ > 0 existe z. € D tal que z. & ¢(D\B.(z.)); donde
C(A) denota la clausura de la cdpsula conveza de A y B.(z) la bola de centro

z y radio €.
La siguiente proposicién sera usada en el Teorema principal de esta seccién.
Proposicién 5.3 Si &(D) es dentable, entonces D es dentable.

Demostracién. Sea e > 0y z € T(D) tal que z & (S (D)\B./2(z)). Por

el Teorema de Hahn-Banach, existe z* € X* tal que
sup z*(Co(C(D)\ Be/2(2)) = & < (z,2”).
Pongamos
H={ye X:(y,z*) > a}.

Como sup z*(D) = sup z*¢o(D), resulta que DN H # (. Sead € HN D.
Luego d & (Co(D)\B./2(z)); y como d € D se tiene que d € B,j;(z). En

consecuencia, B.(d) D D\ B,/ (z).

Asi,
D\B,,(z) O D\B.(d),

30



lo cual implica que

sup 2eo(D\B.(d)) = supz*(D\B.(d))
< sup z*(D\B,/y(z))

< sup2*G(D\B,j2(2)) = a < z*(d)
= d ¢ ¢(D\B.(d)) = D es dentable. .

Otras propiedades de los conjuntos dentables son los siguientes:

Proposicién 5.4 a) Si A y B son sub-conjuntos de X y A+ B es dentable,
también lo.son A y B.

b) SiT: X — Y es un isomorfismo topoldgico entre los espacios de Banach

X eY y AC X es dentable entonces T(A) es dentable.

Demostracién. a) Seae >0ya+be A+ Bcona€ Ay be B tal que
a+b ¢ T(A + B\B.(a +b)). Supongamos que a € Go{A\B:(a)). Entonces,
dado é > 0, existen a; € A, a; >0 1 <1 < n tales que

n
Ya=1  le-all2e y fla= Y ol <.
i=1

Por lo tanto i
Jta+8) =Y ai(ai +b)| <6,
i=1

lla+b)—a;+0b| >cya;+b€ A+ B; lo cual implica que a +b €
(A + B\B.(a + b)), en contra de lo supuesto.

b) Sea A dentable y € > 0. Entonces existe z € A tal que
> # (A\Byg (2))
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Como

se tiene que
T(z) ¢ T(2o(A\Bygy()) = @(T(A\B g ()
D&(T(ANB(T(z))) = T(z) €c(T(A\B(T(z))) «
Es decir, T(A) es dentable ]

El siguiente concepto (de o-dentabilidad) es mas débil que el de dentabi-
lidad, pero equivale a éste sobre conjuntos cerrados y acotados en espacios

de Banach con la propiedad de Radon-Nikodym.

Si D C X, o(D) designa

‘ {Z/\nzn, /\n>0 ZAnzl; xneD},

n=1 n=1
Definicién 5.5 Un sub-conjunto D C X es o-dentable si para cada e > 0,
eziste z. € D tal que z, ¢ o(D\B,(z.)).

Proposicion 5.6 Todo conjunto dentable es o-dentable.

Demostracién. Supongamos que D no es o-dentable. Entonces para cada
z € Dy algin € > 0, existen {z,} C Dy {\.} tales que ||z — z,,|| > €, 2>
0,2\, =1y z= XAz, Deladiltima igualdad se deduce que

(z,2") < sup{(y,z"); y € D\B.(z)}

para cada z* € X* segin el Teorema de Hahn-Banach se tiene z €

@(D\B.(z)). Esto implica que D no es dentable puesto que ¢ es arbitrario.
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Ejemplo 5.7 La bola unitaria de Co ) es o-dentable pero no dentable.
En efecto; supongamos que eziste € > 0 tal que f =1 € o(Bg, )\ Be(1)).

Entonces eziste f, C Bgy,,y con ||fa =1l 2 y 1= T Anfn con

Y A=1 A >0 Vy € INV.

n=1

Esto implica que

2 Anfu(2)

lo cual implica que f, =1 Vn € IN en contradiccion con lo supuesto. Es

1=

< S MREIST Veel),
n=1

decir, Bg, ,, es dentable.

Por otra parte, sea f € Be, . Sin € IN construyamos f; (1 = 1,2,...,
n), fi € Bgy,,, de forma que i) =f@t) si te [Lgl, %]}

== v |r-San
n=1

<2
2 n’

De esto se concluye que Bgy,,, no es dentable.

Aun necesitamos de algunos conocimientos previos para abordar el resul-

tado principal de esta seccion.

Definicion 5.8 Sean v una medida vectorial con valores en X y pu una me-

dida escalar. Para cada A € ¥ con u(A) >0, =z € X ye >0, decimos que

:J(%%——x|l<e.

A es (z,€) puro si para cada B C A con u(B) > 0,

El conjunto A es llamado € puro si es (z,e) puro para algin z € X.

En el siguiente lema, AR(v) denota

{:Ei;:A €%, u(A)> o}
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Lema 5.9 Sea K tal que K C X es acotado y todo sub-conjunto de K es o-
dentable. Siv es una medida vectorial numerablemente aditiva, de variacidon
acotada, y absolutamente continua con respecto a p y AR(v) C K, entonces
dado € > 0, eziste una particion numerable {B;} de Q, {B;} C X tal que

{B;}2, es e pura.

Demostracién. Supongamos A € ¥ con p(A) > 0y sea

v(B) }
D={——*%:Be€¥X¥,BCA B)>0;.
{42 v u(B)
Como D es o-dentable, existe z € D tal que z ¢ (¢ (D\B:(z))). Luego,
existe Ag € £, Ao C A con pu(Ag) >0y z = :J(ﬁ_g%. Demostraremos que

existe un sub-conjunto B C Aq el cual es (z,€)-puro.

Supongamos lo contrario; es decir, supongamos que para cada B C Ap con

BeXypu(B)>0,existe C C Btalque C € X, p(C’)>Oy“x—f§%”Zs.

En este caso tenemos que u(Ao\C) > 0 y por lo tanto existe Cy C Ap\C tal

que ”:1:—:4(%—%' >econCy € Eypu(C)>0.

Procediendo de esta forma, construimos una sucesiéon {C,}2 ;| de conjun-

tos medibles y disjuntos con medida positiva que satisfacen la condicién

.- 1

w(Cn)
Sea C una familia maximal disjunta de sub-conjuntos de Ay que satisfacen

2e y CunCA (1)

(1). C es numerable porque pu(Ap) < oo.

Sea

C = {Cr}nen y Co = U Ci.
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Si p(Ao\co) > 0, se tiene que existe C' € Ctal que C'NC; =0 Vie Ny
p(C") > 0y satisface (1); lo caul muestra que C no es maximal. Esto implica

que p(Ao\co) = 0. Luego

Cdw) | @0
TS de) T &)
e |
= 2 ) 1CY’

v(C; v(C; v(C)) _
Como ui(a% € Dy ":1:— ”J(a%” > ey 27}(@1, 1, resulta que z €

oco(D\B:(z)) contrario a lo supuesto. Por lo tanto, existe B C Ap tal que
BeX, u(B)>0y B e-puro. '

Sea B una familia maximal disjunta de conjuntos e-puros de Q2. De nuevo,
B es numerable. Escribamos B = {B;}ien; ¥ sea By = U2, B;. De la
maximalidad de B se sigue que u(Q\By) = 0 y como v < p, se tiene que
v(\Bo) = 0. Si By = B, U (Q\ Ui>2 B;), entonces B] es e-pura y {Bj} U

{Bi}i>2 es la familia buscada. Esto termina la demostracién. (]

Estamos ahora en condiciones de establecer €l tal teorema.

Teorema 5.10 Para un espacio de Banach X, son equivalentes:
1) X tiene la propiedad de Radon-Nikodym.

2) X tiene la propiedad de Radon-Nikodym con respecto a la medida de
Lebesgue en [0,1].

3) Dado € > 0, X no contiene arbustos de separacion ¢.
4) Todo sub-conjunto cerrado y acotado de X es dentable.

5) Todo sub-conjunto cerrado y acotado de X es o-dentable.
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Demostracién. (1) = (2) Es consecuencia inmediata de las definiciones.

(2) = (3) Supongamos que X contiene un arbusto de separacién ¢ B
con primer elemento z; y definamos f;:[0,1] = X mediante f({) =1 Vi€
[0,1). Sea {=zM,..., z{™} el conjunto de los sucesores inmediatos de z;. Por

definicién de arbusto de separacidn ¢, existen Ay, Ay, ..., A, € (0,1) y tal que

.

x1=§_:,\,~x§") lzn — || > Vi=1,2,...,n.
i=1
con Yo, A; = 1. Pongamos Ao = 0 y definamos
ORI
donde

i—-1 i
. Il,'=|:2)\,',2/\,') i==1,2,...,n.
3=0 =1

Procediendo por induccidén, construimos una martingala {f,}32, absolu-
tamente acotada en L;(u;X) (¢ la medida de Lebesgue en [0,1)) tal que
Vit € [0,1), ||fa(t) = fas1(?)]| > &; lo cual implica que X no posee la pro-
piedad de Radon-Nikodym con respecto a la medida de Lebesgue en [0,1).

(3) = (4) Sea A un sub-conjunto cerrado y acotado en X pero no
dentable. Luego de la proposicién 5.3 se obtiene que G(A) no es dentable.
Por lo tanto existe ¢ > 0 tal que para cada z; € Co(A), existen Ay,..., A, >
0, " h=1yazM ... 2 e Co(A) tales que

n
lzs — ) Aizi|| <e1; donde & es arbitrario
1=1

Construiremos un arbusto de separacién ; mediante el siguiente procedi-

miento; sea {€x} una sucesién de mimeros positivos tal que Y32, ex < 5.
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Definamos

h= $1X[0,1);

f2 = Z?:l lexlt;

donde
i—1 i
I, = {Z Y /\j] ; con la convencién Ag = 0
it
y sea X; el o-élgebra generado por los intervalos 14, I5,. .., I,.

Procediendo por induccién, construimos una sucesion creciente de o-al-

gebras {£,} y una sucesién de funciones f,, ¥,-medibles tal que

| fa(t) = farr(B)]| > €

/[0,1](f"(t) — fa41(t))dps

donde y es la medida de Lebesgue en [0, 1].

< &n,

Fijemos k € IN y consideremos la sucesién de funciones
hne = E(fa|Zk)
para k < m < n se cumple cada una de las siguientes afirmaciones
1) E(falZe) = E(fm|Xk) = Zi, E((fi = fi-1)[Zk)
2) Si je{m+1,...,n}
E(fj = fi-1lZe) = E*(fi — fi1|Ze) = E(E(fj=1) — fi-1]Z).

Luego

(L5

NE(f; — fi-1lZ0)lleo SNEFi1E5-1 = fiilloo < €51
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lo cual implica

n—1
IE(falZk) = E(fm|Z6)lloo < D_ i <

n=m

:2‘;
lo cual implica que E(f,|Xx) es una sucesién de Cauchy en Ls[0,1](Zk) y
por lo tanto converge a una funcién g, X medible tal que g; toma valores

[.c.s en GA. .
La sucesién {gx}$2; es una martingala.

En efecto,

E(gr1|Zk) = E(limnoyeo E(fa|Ze41)]Ex)
= limpoe0 E(E(f fa|Ek41)|2k)
| = limpyeo E(fulZk) = i
por otra parte,
llgn+1(w) — gn(w)ll Z fns1(w) = Fa(W)Il = [ fntr = gnstlloc = 1S — gnlloo

> e—QZenZe—-;-:

n=1

> 0. (%)

Como cada g, es ¥,-medible el cual es finito, podemos suponer que g,
es constante en cad sub-intervalo de ¥,,. De las propiedades de martingala
junto con (*) se deduce que

B' = {gu(w):in=0,...,w € [0,1]}
es un arbusto de separacién §.

(4) = (5) Es la proposicién 5.6.

(5) = (1) Supongamos que cad conjunto cerrado y acotado de X es o-

dentable; y sea v: ¥ — X una medida vectorial numerablemente aditiva,
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de variacién acotada y absolutamente continua con respecto a u. Podemos
suponer debido a las técnicas usadas en la seccion 2 que {%%%: w(A) > 0}
esta contenido en la bola unitaria de X. Por el lema, dado ¢ > 0, existe
una particién {B;} de @ {B;} C X tal que cada {B;}2; es ¢-pura. Haciendo
€ = -71;, donde n recorre el conjunto de los nimeros naturales, construimos
una sucesién de particiones II, = {E}, EZ,...,E?,...} y puntos af € X
tales que

| v(4)
#(A)
Ordenemos {II,,} por refinamiento y definamos la sucesién de funciones

£

=1 K

n

B;(x?):){ tACEAe€eX y /.L(A)>O}.

Cada f, es Bochner integrable y ademas, si m > ny w € Q, w € ET

para algin 7; lo cual implica que w € E* para algin ¢ y por lo tanto
v(Er) _ v(E")

u(Er)  w(EM)

= = Fulln < 20(9).

2

n

= {f.} es una sucesién de Cauchy en L'(y;X).

Sea f = lim,yoo fn en Li(p; X). Claramente, v(E) = [; fdu y por lo
tanto X tiene la propiedad de Radon-Nikodym. [

Una consecuencia importante del Teorema precedente:

Corolario 5.11 (Davis-Phelps) Un espacio de Banach X tiene la propie-
dad de Radon-Nikodym si y solo si toda norma equivalente en X tiene bola

unitaria dentable.

59



Demostracién. Si X tiene la propiedad de Radon-Nikodym, entonces todo
sub-conjunto de X cerrado y acotado es dentable y por lo tanto la condicién

€s necesarla.

Si X no posee la propiedad de Radon-Nikodym, entonces existe un sub-
conjunto de X, digamos K, cerrado y acotado pero no dentable. Es facil ver
que KU(—K) no es dentable y por lo tanto H = ¢( KU~ /') es absolutamente
convexo y no dentable. Sea B la bola unitaria abierta en X con la norma
original. De la proposicién 5.4(a) se sigue que J = B + H no es dentable.
Si |} - ||| es el funcional de Minkowski de J, entonces ||| - ||| es una norma

equivalente a la norma original de X, con la bola unitaria no dentable. m

Notas. El Teorema 5.10 de la seccién precedente se debe al trabajo de varios
autores, entre ellos Rieffel [35], Maynard [31}, Huff [25] y Davis-Phelps [13].
La exposicion de estas notas ha sido preparada siguiendo muy de cerca las

exposiciones de Bourgin [8], Bombal [5], van Dulst [17] y Lin [30].

La sucesién (f,, X,) construida en la demostracién de (3 = 4) de nuestro
resultado principal, recibe el nombre de cuasi-martingala y ha sido usada

exitosamente en [29], para el estudio de las relaciones entre las martingalas

y dentabilidad.
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6 Puntos fuertemente expuestos y la propie-
dad de Radon-Nikodym.

En esta seccién daremos otra caracterizacion geométrica de la propiedad de
Radon-Nikodym; a saber: un espacio de Banach X tiene la propiedad de
Radon-Nikodym, si y sdlo si, dado un conjunto cerrado y acotado Ay To(A)
coincide con la clausura de la cdpsula conveza de los punlos fuertemente
expuestos de A. En la demostracién de este resultado, daremos una carac-
terizaciéon geométrica de conjuntos dentables y acotados que nos permitird
usar la caracterizaciéon de la propiedad de Radon-Nikodym obtenida en la

seccién precedente. Nuestra exposicion cabalgara sobre las monografias de

Diestel-Uhl [15], Van Dulst [17] y Bombal [5].

Definicién 6.1 Sea B un sub-conjunto acotado de X. Se dice que T es un

punto expuesto de B si eriste ™ € X* tal que
(z,2") = sup{(y,=*): y€ B}
(y,z*y < (z,z*) Vye€ B\{z}.
se dice que z es un punto fuertemente expuesto de B si
(z,z") = sup(y, z”)

y si{zn} es cualquier sucesion en B con z*(x,) convergente a 2*(z), entonces
z, converge a . En el primer caso se dice que ™ expone a x y en el seqgundo

caso que z* expone fuertemente a x.

De la definicién precedente se obtiene la siguiente proposicion:
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Proposicién 6.2 Sea B un sub-conjunto acotado de X.
a) Todo punto fuertemente expuesto de B es un punto expuesto de B.
b) Todo punto expuesto de B es extremal.

c) Si B contiene un punto fuertemente expuesto, entonces B es dentable.

.

Demostracién. a) Evidente.

b) Sea = un punto expuesto tal que = = Azy + (1 — A)ay con Ay, A >
0, M+XA=1y zyF#z2#z. Si o* € X* expone a z, entonces
(z,z*) = Ma,z*)+ (1 = A)(z2,z%)
< Mz, z*y+ (1 = Az, z*) = (z,2%).
Contradiccién.

¢) Sea z un puhto fuertemente expuesto de B y supongamos que B no es
dentable. Luego, existe € > 0 con = € ¢o(B\B.(z)). Para cada z* € X* que

exponga fuertemente a = se tiene que

z*(z) = supz™(B) = sup(B\B.(zr)) =

= 3dz, contenidaen B\{z}
tal que z*(z,) converge a z*(z) pero z, no converge a . Una contradiccidn.
|
Ejemplo 6.3 Ezisten puntos expuestos que no son fueriemente expuestos.

En efecto, sea X = % el espacio de las sucesiones de cuadrado sumable con

la norma ||| = (222, |an|?)/?. Pongamos
K:{{xn}eﬂz:wnZO Yn>1 y angl}.
n=1
Claramente K es acotado
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Afirmamos que d € K es un punto expuesto, pero no fuertemente ex-
puesto de K. En efecto, como #? es un espacio de Hilbert, el Teorema de

Representacion de Riez nos dice que éste es autodual.

Seay = (y,) € £? tal que y,, <0 Vn € IN. Luego (0,y) =0 > (z,y) Vz €
K\{0} lo cual implica que 0 es un punto expuesto de k.

Sea {e,} la base canénica de £?; luego para cada y € (?, se tiene que
{en,y) — 0 pero {e,} no es de Cauchy en €%; por lo tanto es imposible que 0

sea un punto fuertemente expuesto K.

Ejemplo 6.4 Sea X = IR? con la norma de Euclides y B = {z : ||z| <
1} U {(1,1)}. Los puntos (0,1) y (1,0) son puntos extremales de B, pero
no son expuestos. Para ver esta iultima afirmacidn, observe que el funcional
(0,1) alcanza mdzimo en (0,1) y (1,1); similarmente, el funcional (0,1)

alcanza mdzimo en (1,0) y (1,1).

La idea de la siguiente definicién es proveernos de una forma alternativa

de expresar la nocién de conjunto dentable y acotado (proposicién 6.6)

Definicién 6.5 Sea B C X acotado, z* € X* y o < sup 2*(B). El conjunto

R(z*,a,B) ={z € B:(z,2") > o}

se llama una rebanada de B.

Proposicion 6.6 Sea B un sub-conjunto acotado de X. B es dentable si y

sdlo st para cada € > 0, existe una rebanada de B de didmetro menor que €.

63



Demostracién. Si B es dentable, dado € > 0 existe z € B tal que = ¢
C(B\B,2(z)). Por el Teorema de Hanh-Banach, existen 2 € X*y a € R
tales que

(z,z%) > a > sup £°C(B\ B./2(z));

lo cual implica que R(z*,a,B) C B./;(z); y de esta forma vemos que

L]

R(z*, a, B) tiene didmetro menor que &.

Reciprocamente, si para cada ¢ > 0, existe una rebanada R(z*,a, B) de
didmetro menor que ¢, entonces si ¢ € R(z*, a, B) se tiene que R(z*,a, B) C
By.(z). Luego

B\Ba(z) C{y € X : (y,2") < a}
lo cual implica que
"z € S(B\Ba(z)) C{y € X : (y,z") < a};

es decir, B es dentable. [

Esta nueva caracterizacion de conjuntos dentables y acotados nos sera

1itil en esta seccidn.

Lema 6.7 (Phelps) Sea X un espacio de Banach con la propiedad de Ra-
don-Nikodym, z* € X* con ||z*|| =1 y sea C un sub-conjunto de X convezo,

cerrado y acotado tal que
CcC{z € X:(z,2") >0}, C\ Nerz"#0.

Entonces, dado € > 0 existen y* € X* con ||[y*||=1 v 8 <supy*(C) tales

que
1) diam R(y*,83,C) < ¢
2) R(y*,B,C)Nkerz* = .
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Demostracién. Si C Nkerz* = (), por la dentabilidad de C éste contiene

una rebanada de didmetro arbitrariamente pequeno que satisface (2).

Supongamos que C Nkerz* # (; y sea z un elemento de C tal que

(z,z*) > 0. Para cada ¢ € C Nkera* definamos T,: X — X mediante

oy o)
T.(y) =y 2<Z,x*>(~ ). ‘

Para cada =z € C Nkerz*, T, satisface cada una de las siguientes afirma-

ciones:
t) T, es lineal y continua.

1) T2 = I, la identidad en X.
(2 + Tx(2))
5 .

v La restriccién de T}, a ker z* es igual a la identidad.

iii) T =

4
T < : =M.
D ITN < 1+ g sup{lvl 2y € €)

Sea K = {C}U{T.(C): z € CNkerz*}; y sea I} la clausura de la
capsula convexa de la unién de los miembros de . K| es acotado, por la
propiedad (v) y por lo tanto dentable, puesto que X tiene la propiedad de

Radon-Nikodym; luego K; contiene una rebanada R(z*, o, I\;) de diametro

d< min{%,(z,x*)} .

Ahora bien,
(CNnkerz™) N R(z",a, K1) = 0; (%)

Yya que en caso contrario, z = 3(z + T(z)) serfa el punto medio del segmento

[2, T;(2)] contenido en K; con z € (CNkerz*)N R(z*, a, K3). y por lo tanto,
Iz = To(2)ll = 2llz — || > (z,27);
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por lo que el didmetro de R(z*,a, K;) seria mayor que (z,2*); lo cual es

imposible; asi, (*) es cierto.

Por otra parte,
sup z*(K;) = sup z"(UK' : K € K);
luego, existe ¢o € K tal que sup z*(co) > a. Por lo tanto,
0 #R(z",a,¢0) C R(z",a; K1)

y en consecuencia

R(z",a,¢0) Nkerz™ =

y
diam R(z",a,¢) < d.
. z* o
si ¢g = C, el lema se cumple con y* = ——y f = —.
[Eat [l

Supongamos que c¢o = T,C para algin = € C N kerz*. Entonces

T-Y(R(z*,a,T.C)) es una rebanada de C de didmetro a lo sumo

n

ITYld = ||Telld < Nd <

en virtud de (32).
Ademas,
T R(z*,a,T:(c)) Nkerz* = T;YR(z*,a,T.C)Nkerz*NC)
= T YR(z*,a,T.C)Nkera*C] =0,
ya que por (iv) Ty|kerz* = I.

*
zxo T, «a
B = ————— obtenemos el lema. ]

Haciendo y* = ————
Y o Y T T e Tl
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Lema 6.8 (Bishop-Phelps) . Sean z*,y* € X~ con ||zl = |ly*]| = 1
y € > 0. Supongamos que x € kerz* implica |(z,y*)| < §llz||l. Entonces

le* =yl <e 6 Jla* -yl <e.

»

Demostracién. Sea H = kerz*. Restrinjamos y* a H y sea z* cualquier
extensién de y*|g a X*. Existe r € IR tal que y* — z* = rz*. Claramente

|Z*|| < 5. Note que

[1=Irl | = Ty =lly" ==l [ < 17 <

o |

Si r > 0, tenemos
lz= =yl = llz" —rz” = 2| = ||(} —r)a =7
< M=rl+lll < &

mientras que si r > 0, tenemos

lz*+ vl = [[(L=r)z*+ 2% < |1+ 7|+ ||z7]

< g

Para K cerrado y acotado denotaremos por U, (1)
{z" € X*; 3 R(z",a,k) de didmetro menor que ¢}.
Con las notaciones precedentes se tiene:

Lema 6.9 a) Cada U.(K) es un sub-conjunto abierto de X~.

b) Si K tiene la propiedad de Radon-Nikodym, entonces para cada e > 0 y
y* € X*, eziste z* € U(K) tal que ||z* — y*|| < e.
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Demostracion. a) Sean z* € U(K); y a € IR tal que el didmetro de
R(z*,a, K) es menor que . Sea M = sup{||z|| : 2 € K'}. Dados z € K y

y* € X*, entonces,
(z,y*) = (z,z*) - (z,2" —y").
> (2,0 - a* -yl M;

de donde se sigue que para cada é > 0,

(z,y*) > —0M, siempre que |[z™ — y"|| < 6.

Si escogemos 0 < § < 1(supz*(K) — ), y hacemos § = a + §M vemos

que

B <supz*(K)— M <supy" ().
Ademas, ||z* —‘y*ll <d§z e Ky z,y*) >0, entonces
(z,2") = (z,y") —(z,y" — ") > - M = q,
lo cual implica que R(y*,3,K) C R(z*,a,K) y por lo tanto R(y*,5,K)
tienen diametro menor que €. En conclusion, U, (A') es abierto.

b) Sea ¢* € X* con ||z*|| =1y € € (0,1). Supongamos que K C {z :
AM
(z,2*) >0} y sean M = sup ||||z| : z € K}, ﬂ:——e—y

C = (K U (kerz*)) N Bs(0).
Claramente C C {z : (z,z*) > 0} y C\kerz* # (). Como X tiene la
propiedad de Radon-Nikodym, el Lema 6.7 prueba que existen y* € X* con

ly*Il =1y a € IR tales que a < supy*(C), y el didmetro de R(y*,a,C) < ¢
y R(y*,a,C)Nkerz* = 0.
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Como C = (kU (C Nkerz*)), se tiene que
supy*[(kU (C Nkerz*)] > a.

Ademas, sobre CNker z*, y* es menor que a puesto que R(y*, a, C)Nkerz* =
0. De esto se sigue que supy*(K) > a; y por lo tanto R(y*,a, K) es una
rebanada contenida en R(y*,®, K) que tiene didmetro menor que €; lo cual
implica que y* € U,.

Demostraremos ahora que |jz* —y*|| < €

Sean y € R(y*,o, K) y H = kerz*. Como R(y*,a,C)N H = {, se tiene

(v,y*) > sup{(z,y*) : x € H(\Bs(0)} = Blly*|l=

donde ||y*||m es la norma de la restriccién de y* a H. Del Lema de Bishop-

Phelps se tiene que o bien

o+ < 222
B
o bien
* * <y7 y*>
T — < 2=—="L,
llz* — "l 5
Si fuese

* * 2 *
" + 371l < 5{v,9")

como (y,z*) > 0, se tendrad que

(y,y") (y,y*)
M S Tl

(y,z* + y*)

lly

N
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< ="+l

< 2(y, ¥")
g
y en conclusiéon, M > % en contradiccion con la eleccion de 3. En consecuen-
cia, N
B
2M aM
< — < — = &
g B

Si K ¢ {z:(z,z*) > 0}, tenemos a € X tal que
Ka=K+aC{z: (z,z") > 0}.

por lo que hemos demostrado, existen y* € X* y a € IR tales que ||y*]| =1
y a < supy*(Ka), ||z* — y*|| < ¢ y diam R(y*,a, Ka) <e.

Sea § = a — (a,y*). Luego
0 < supy*(K).
y diam R(y*,4d, K) < €; puesto que

R(y*,6,K) = R(y*,a,Ka) —a.

Asi, el resultado es valido si ||z*)| = 1. Mediante razonamientos tipicos

del oficio se obtiene la conclusién del lema. ]

Abordaremos ahora el resultado principal de esta seccidn:

Teorema 6.10 (Phelps) Para un espacio de Banach X son equivalentes:

a) X Tiene la propiedad de Radon-Nikodym.
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b) Todo sub-conjunto no vacio, convezo, cerrado y acotado de X es la cdpsula

conveza de sus puntos fuertemente expuestos.

Demostraciéon. a = b. Sea K un sub-conjunto convexo, cerrado y acotado

en X con K # (. Pongamos
E(K)= ) UL(K).
n=1

Del lema precedente y el Teorema de Baire se deduce que E(K) es un Gj
denso en X*. Sea r* € E(K) y a = supz*(K). Luego, existe una sucesién
creciente {a,} C IR tal que o, converge a a y diam R(z*,a,, K) < ~. Por
el Teorema de Cantor, existe un unico z € N7, R(z*, a,,, K); lo cual implica
que

sup z*(K) = z"(z).

Ademais, si {ym} C Ky (ym,z*) converge a (x,z*), entonces para cada

n € IN existe mg € IN tal que
m>my = ym € R(z",an,K);

lo cual implica que |lym — z|| < € Vm > mo; y esto a su vez implica que
z es un punto fuertemente expuesto de K. Esto muestra que para cada

z* € E(K), existe z € X tal que:
(i) =* expone fuertemente a z.
(ii) ¢ € R(z*,0,K) Vn € IN.

Sea K la clausura de la capsula convexa de los puntos fuertemente ex-

puestos de K. Si K; # K, por el Teorema de Hahn-Banach existe y* € X*
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con sup y*(K1) = B < (y,y*) para algin y € K. Sea z* € E(K) tal que

* * 1 *®
|z* —y ”<W (v,y") — B),

donde M = sup{||z||: 2 € K}; y sea ¢ € K tal que
i) * expone fuertemente a z

.
i1) z pertenece a toda rebanada R(z*,an,K); donde o, es la sucesién

-escogida al comienzo de esta demostracion.

Ahora bien, si z € K, entonces

(z,27) < (z,2") +|lz* — g7l =]

< B4 5ny) - 8) = 3 +8)

Ademis,

@) = @y - (uy") - (y,27)

1

> 6+ 5y - B)= Sy +6)

Si tomamos 4 de forma que

supz*(K) >~ > —;—((y, y) + B),

resulta que z € R(z*,a, K) pero z ¢ K; lo cual es una contradiccidn.

(b = a) Sean D cerrado y acotado, D # 0 y G(D) la clausura de la
capsula convexa de D. G(D) tiene al menos un punto fuertemente expuesto.
asi, por la proposicién 6.2(b), ¢o(D) es dentable y por la proposicién 5.3, D
es dentable y por lo tanto X tiene la propiedad de Radon-Nikodym. [

El siguiente resultado es piedra angular para el estudio de la préxima

seccion
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Corolario 6.11 (Huff-Morris) Si X tiene la propiedad de Radon-Nikodym
y D es un sub-conjunto de X cerrado, acotado y diferente de vacio, entonces
el conjunto de funcionales lineales y acotados que alcanzan mdzimo en D es

denso en X*.

Demostracién. Sean D cerrado y acotado y (D) la clausura de la cdpsula
convexa de D. Entonces T(D) contiene un punto fuertemente expuesto z.

‘Sea z* € X* tal que z* expone fuertemente a z. Luego
(z,2") = sup 2" (co(D)) = sup(™(D)).

Si {z,} es una sucesién en D tal que (z,,z*) — (z,z*), entonces z, =
en la topologia de la norma de X, esto implica que z es un punto fuertemente
expuesto de D'y por lo tanto z* alcanza maximo en D. Esto demuestra el
resultado ya que en el transcurso de la demostracion del Teorema de Phelps
hemos visto que el conjunto de elementos de X* que exponen fuertemente

puntos de co( D) es denso en X*. n

Notas. Es un hecho bien conocido que el Teorema de Krein-Milman afirma
que todo sub-conjunto no vacio, convexo, cerrado, débilmente compacto y
acotado coincide con la clausura de la capsula convexa de sus puntos ex-
tremales; y, como puede observarse, para el caso en que el espacio de Banach
X tiene la propiedad de Radon-Nikodym, el Teorema de Phelps constituye
una mejora sustancial del Teorema de Krein-Milman. En relaciéon con el
tema, se dice que un espacio de Banach tiene la propiedad de Krein-
Milman si todo sub-conjunto no vacio, convexo, cerrado y acotado coin-
cide con la clausura de la cipsula convexa de sus puntos estremales. Con

esta definicion se obtiene, como corolario del Teorema de Phelps, un resul-
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tado atribuido a Lindenstrauss: La propiedad de Radon-Nikodym implica la
proipiedad de Krein-Milman. El inverso del Teorema de Lindenstrauss es
aun problema abierto. Mencionaremos este hecho por la importancia que le
han dado muchos especialistas en los tltimos veinticinco afios, pero no nos
ocuparemos del tema en estas notas. En su lugar, recomendaremos a los in-
teresados en la lectura de los articulos de James [27] y Schachermayer [39] y
tanto las monografias de Diestel-Uhl [15], Van Dulst [17] y B. Lin {30]; como

la bibliografia alli recomendada.

El inverso del corolario 6.11 también es cierto (ver Diestel-Uhl [15]); y,
sacrificando nuestro gusto estético, hemos omitido su demostracién porque
éste exige ciertos técnicismos y no haremos uso de ese resultado en estas

paginas.
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7 El Teorema de médulos maximo en espacio
de Banach.

En esta seccion introduciremos el concepto de funciones analiticas con do-
minio complejo y rango contenido en un espacio de Banach complejo a menos
que especifiquemos lo contrario, y demostraremos un par de condiciones su-
ficientes para que una funcién analitica cuya norma alcance el maximo en
el interior de una region {1 sea constante. Estos resultados son tomados
de Bércenas-Colasante {2] y en nuestra exposicién haremos uso de la Teorfa
clasica de funciones analiticas tomando como referencia los textos de Conway
[11] y Rudin [37]. La contraparte vectorial de algunos resultados referentes

a la mencionada Teoria pueden encontrarse entre otros en Dunford-Schwartz

[19], Hille-Phillips [24] y Rudin [38§].

Definicién 7.1 Sea Q) una region del plano complejo y X un espacio de
Banach complejo. Una funcidn f:} — X es analitica en w, si f es dife-

renciable en cada punto de Q.

De la definicién de analiticidad se desprende que si f: ! — X es una fun-
cién analitica entonces dado z* € X*, z*f: Q0 —» € también es una funcién
analitica. El inverso también es cierto; pero su demostracion no es inmediata
y no haremos uso de ello en estas paginas; por lo que remitiremos a los

interesados en su demostracién al Teorema 3.31 de Rudin [38].

En todo lo que sigue ) denotara una regién del plano complejo y X un

espacio de Banach complejo.
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Para funciones que satisfacen las hipétesis de la definicién 7.1, el Teorema

del médulo maximo toma la siguiente forma

Teorema 7.2 Sea f: ) = X una funcion analitica. St existe zo € Q) tal que
1f(zo)ll 2 || f(2)|| para cada z € 2, entonces || f(-)|| es constante.

.

Demostracién. Sea f:Q! — X una funcién analitica. Por definicién f es
diferenciable y en consecuencia continua; y de la separabilidad de {2 sigue que
() es separable. Es obvio que f es débilmente medible. Luego, aplicando
el criterio de medibilidad de Pettis, vemos que f es medible con respecto a
cualquier medida de Borel en el plano. Sean C una curva cerrada y rectifi-
cable contenida en Q y v:[a,b] — C una parametrizacién de C. Entonces f

es acotada sobre C y por lo tanto,

/ab f(y()Y'(t)dt  existe.

Ademas del Teorema de Hille (Teorema 1.20) se tiene que

b b
o [ fa@W Wyt = [ f)y @t

para cada z* € X*. Como cada z*f es analitica, se tiene que

e [ famn o

no depende de la parametrizacién . En consecuencia, [’ f (7(2))dt tampoco

depende de dicha parametrizacion.

Sea zo € ) tal que ||f(-)]| alcanza méximo en z, y r > 0 tal que {2 :
|z — 20| < r} C Q. Entonces, usando de nuevo el Teorema 1.20 podemos ver

que

flao) = 5 [ fret + 20)d
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por lo tanto,
L it
1FGo)ll < 5 [ S (re + zo)lat

lo cual implica que

[5Gl = 17 + )l < 0

Como ||f(20)ll = [If(2)| 20 Vz € Q, resulta que ||f(2)]| = [|f(20)ll Vze€
{z : |z — 2| < v} p.cs;y de la continuidad de f se sigue que || f(-)|| es

constante en Br(zp). En consecuencia

A={z e Q:|If(2)Il = || f(=0)ll}

es abierto y usando una vez mas la continuidad de f se obtiene que A es
cerrado. Como (2 es conexo y A # 0, concluimos que A = ). Esto termina

la demostracién. ]

Es bien sabido que el Teorema clasico del médulo maximo afirma mucho
mas que el Teorema 7.2; pues cuando X = €, podemos concluir no sélo que

|7 (-)| es constante; sino ademds, f es constante.

Es natural entonces preguntarse si, bajo las hipé6tesis del Teorema 7.2, la
condicién || f(-)|| constante implica f constante; y si la respuesta es negativa,
bajo qué condiciones sobre f 6 X es cierto que || f(-)]| constante implica f
constante. En esta seccién tratamos de dar algunas respuestas al proble-
ma planteado; comenzando por establecer, con un par de ejenplos, que la

respuesta ala primera pregunta es negativa:

Ejemplo 7.3 Consideremos la funcién f: D — ¢ definida mediante f(z) =
{1,2,...,2",...}, donde D = {z € C: |z| < 1} y co €l espacio de Banach
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de todas las sucesiones convergentes a cero con la norma del supremo. La

funcion f asi definida es analitica ya que para cada zo € D,

lim 2 20 {0,1,...,nz""1, ...} € c.
Claramente, f no es constante pero ||f(z)|| =1 Vzé€ D.

Ejemplo 7.4 Sea X = €% con la norma ||[(z1,22)]| = max{|z1},|z2]}. La
funcion f: D — X definida mediante f(z) = (1,2) es analitica no constante
pero ||f(2)||=1 Vze D.

El siguiente teorema trata de rescatar las conclusiones del Teorema clésico
del médulo maximo; pero antes de establecer nuestro resultado, recordaremos
algunos aspectos referentes a los espacios de Banach complejos, que puedan

verse con mas detalles en Cotlar-Cignoli {12]

Una funcional lineal compleja esta biunivocamente determinada por su

parte real en el siguinete sentido:

Dado el espacio de Banach complejo X, éste es también un espacio de
Banach real y dado una funcional lineal y continua, compleja z*, existe una

unica funcional lineal y continua z} tal que para cada z € X,

2*(z) = zi(z) — izi (iz) (2)

Inversamente, dada una funcional real lineal y continua z7, ésta deter-
mina, mediante la ecuacién (2) una dnica funcional compleja, la cual a su

vez lineal y continua.
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Definicion 7.5 La funcional z3 de la ecuacion (2) se llama parte real de

la funcional zj.

Como indicamos al inicio de este paragrafo, ! denota una regién de €'y
X un espacio de Banach complejo.
Teorema 7.6 Sea f:Q — X una funcion analitica tal que existe a € §} con

l]f(a)” > If(2)]] Vz€ Q. Si X tiene propiedad de Radon-Nikodym y f()

es cerrado en X, entonces f es constante.

Demostracién. Si ||f(a)|| = 0, no hay nada que demostrar. Supongamos
entonces que ||f(a)]| > 0; y sea z* € X*. Si z] denota la parte real de z*,

entonces z]f: (0 — IR es una funcién arménica.

Supongamos que z} alcanza maximo en f(§); luego z} f alcanza mdaximo
en 1 y por lo tanto es constante (por ser una funcién armoénica) lo cual

. . N
implica que z} f es constante.

Supongamos que z} f no alcanza maximo en f(€2). Como X tiene la pro-
piedad de Radon-Nikodym y f(f2) es cerrado, el corolario 6.11, implica que
dado € > 0, existe una funcional lineal real y continua yj tal que y; alcanza
m’aximo en f() y

et = ill < ==y

201 f(a)ll

Ahora bien, y7 es la parte real del funcional lineal continua y compleja

£
a

y* definida mediante y*(z) = yj(z) — tyj(z) para cada z € X. Como y*f

es analitica, podemos concluir que y* es constante. Por lo tanto, para cada
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z € ) Supongamos que 7}
|z1f(2) — 2if(a)l < |wif(z) — 21f(2)|
+ |yif(a) —21f(a)]
< lys = =3l AL+ 1A (@)

< vt ==l A (o)l < &
‘lo cual implica que z;f es constante y en consecuencia z}f es constante.

Como esto es valido para cada z* € X*, el Teorema de Hahn-Banach implica

que f es constante sobre {). Esto termina la prueba. [

Observacién 7.7. En el Teorema precedente no se pueden omitir las condi-
ciones f(f) cerrado ni X tiene la propiedad de Radon-Nikodym; como se
puede observar al analizar los ejemplos 7.3 y 7.4 respectivamente, pues un
estudio detallado de estos ejemplos muestra que en 7.3 f(Q) es cerrado ¢ un
espacio de Banach que, como sabemos, no posee la P.R.N. Por su parte, para
ver que esta 1ltima condicién no es suficiente, note que €' ? es un espacio de

Banach con la propiedad de Radon-Nikodym.

Es posible sustituir en el Teorema 7.6 la hipdtesis X tiene la propiedad de
Radon-Nikodym por f(£2) es convexo en X debido a un hermoso resultado

de Bishop-Phelps [4]:

Teorema 7.7 Sea X un espacio de Banach real y D C X convezo cerrado y
acotado. Entonces el conjunto de funcionales lineales y acotadas que alcanzan

mdzimo en D es denso en X*.

Demostracién. Ver [15] o [4].
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Con el Teorema de Bishop-Phelps a mano, podemos obtener la siguiente

variacién de 7.6.

Teorema 7.8 Sea X un espacio de Banach complejo y f:Q — X una fun-
cion analitica. Si existe a € Q tal que ||f(a)|| > ||f(2)]] Vz€ Q y f(Q) es

cerrado y convexo en X, entonces f es constante.

L]

 Demostracién. Es la misma de 7.6, sustituyendo 6.11 por 7.8.

Notas. En [43] se estudian condiciones sobre espacio de Banach X para que

una funcién analitica f:{) — X que satisfaga la hipétesis:
Ja e Q:|f(a)ll 2 If(2)ll Vz€Q (*)

sea constante. En el citado trabajo se introducen las siguientes definiciones.
Sea X un espacio de Banach complejo y K un sub-conjunto convexo de

X. Un punto e € K se llama punto extremal complejo si Vy € X con

{e+z2y:]z|<1}CK = y=0.

Decimos que X es C-estrictamente convexo, si cada punto de la bola

unitaria cerrada de X es un punto extremal complejo.
Con estas definiciones tenemos la validez del siguiente resultado:

Una condicion necesaria y suficiente para toda funcion analitica f:Q - X
que satisfaga (*) sea constante, es que X sea un espacio C-estrictamente con-

VeTo.

Es natural preguntarse si existe alguna relacién de implicacién entre espa-

cios C-estrictamente convexo y espacios con la propiedad de Radon-Nikodym.
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La respuesta es negativa ya que como hemos demostrado en la seccién 4, L[lo,l]
no posee la propiedad de Radon-Nikodym y en [22] se demuestra que este

espacio es C-estrictamente convexo.

Por otra parte €2 con la norma del supremo posee la propiedad de Ra-

don-Nikodym pero no es C-estrictamnete convexo.
L3

Consideraremos pertinente unas cuantoa palabras acerca del Teorema
‘Bishop-Phelps. Este Teorema ha sido extendido por Bourgain [6] hasta op-

erados entre espacios de Banach en los siguientes términos:

Dados dos espacios de Banach reales X e Y, denotaremos por L(X,Y) el
espacio de todos los operadores lineales y acotados de X en Y con la norma

usual de operadores

Para un sub-conjunto cerrado y acotado Bde X y T' € L(X,Y’) pongamos
N(T, B) = sup{||Tz| : = € B}.

Se dice que el espacio de Banach X tiene la propiedad de Bishop-Phelps
si para ualquier sub-conjunto B de X convexo, cerrado y acotado y cualquier
espacio de Banach Y, {T € L(X,Y) : ||T(-)|| alcanza mdximoen B} es
denso en L(X,Y).

La caracterizacién de la propiedad de Bishop-Phelps obtenida por Bour-

gain se expresa en el siguiente Teorema:

Un espacio de Banach tiene la propiedad Bishop-Phelps si y sdlo si tiene
la propiedad de Radon-Nikodym.

Hasta donde sepamos, el Teorema de Bishop-Phelps contituye un proble-
ma abierto para espacio de Banach complejo. Una respuesta parcial es dada

con ayuda de la propiedad de Radon-Nikodym:
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Sea X un espacio de Banach complejo con la propiedad propiedad de

Radon-Nikodym y B C X convezo, cerrado y acotado. Entonces
{z* € X*:|z*| alcanza el mdzimo en B}

es denso en X*.
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