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RESUMEN

En este articulo continuamos el estudio de la Propiedad (k-M) en es-
pacios de Banach y su relacién con otras propiedades geométricas de tos
espacios de Banach. Nuestro principal resultado a mostrar es si E es un

espacio de Banach L-KNUC entonces E tiene la Propiedad (k-M).

Trnabajo ginanclado por el C.D.C.H.T.-C-551-9Z.
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Comenzaremos nuestro trabajo recordando ciertas definiciones y termi
nologfas. Sea (E,|| .||) un espacio de Banach, por Sg ¥ Bp, denotamos 1a
esfera unitaria y 1a bola unitaria de E respectivamente, por Co(xi) deno-
tamos la cdpsula convexa de (xi), y Sep(xn) = Inf{|| xn-xmlll n # m}, don

de (xn) es una sucesion de E.

Los espacios (CLUR) fueron introducidos por L.P. Vlasov [10] , pero
esta propiedad fue denotada por Panda-Kapour Bﬂ como la Propiedad (M},

quienes en cierta forma, la han estudiado.

E1 autor generalizd la Propiedad (M) e introduce la Propiedad (k-M),

k>1, keZ[6],ylaestudia con cierto detalle en [7] .

DEFINICION 1:

Sea E un espacio de Banach. Decimos que E satisface 1a Paopdle -

dad (k-M) si para cada x e:SE y cada sucesifn (xrﬁ el BE tales que
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entonces, (xn) es compacto en B.

E1 siguiente resultado: Propiedad (M) <= Propiedad (1-M) =>... Pro-
piedad (k-M), probado en [7] nos muestra que la Propiedad (k-M} coincide

con la propiedad (M) cuando k = 1.

En 1988, N. Chao-Xun y W. Jain-Jua [8], introducen 7os : espacios
L-kR, k > 1, k € Z, que generaliza la nocién dada por A.R. lovaglia [5] ,
los Espacios Localmente Unifonmemente Convexos (LUR), ademds tal propie -

dad también puede verse como la localizacién de espacios k-R introducidos



por K. Fan e I. Glicksberg [1].
DEFINICION 2:

Un espacio de Banach E se dice que es un espacio L-kR, si para cada su

cesifn (xn) CEy x e E tales que x ¢ Sgs

k
Lim "X tLox [[= k+ 1,y [[x,]l+ 1, entonces x_ + x.
=1 M

LSRR

E1 siguiente resultado:
(LR) <= L - IR=>L - 2R=>... = L - kR= L - (k + 1)R,

probado en [8] nos muestra que para k = 1, los espacios (LUR) y L - kR
coinciden; Panda-Kappur [9] observaron:

(LUR) <> (R) + Propiedad (M)

donde (R) denota los espacios estrictamente convexos y en [6] el autor mos
tro

L - kR <> (R) + Propiedad (k - M).

En 1980, R. Huff [2] introduce una propiedad geométrica de los espacios
de Banach de cardcter uniforme 1lamada Espacios Cercanamente Uniformemente
Convexos (NUC).

E1 espacio de Banach E se dice que es cercanamente uniformemente con
vexos, si para todo e > 0 existeun & <1 tal que

(x,) €8 ¥y Sep(x ) > e,

entonces

C,(x,) N Bg(0) # 0.
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En [3], D. Kutzarova generaliza la propiedad anterior e introduce la

Propiedad (k-NUC):

Un espacio de Banach E se dice que es k-cercanamente convexo (k-NUC),
si para cada ¢ > 0 existe 0 < &8 < 1, tal que para toda sucesidn (Xn) E

y Sep(xn) > g, existen indices Nyse--shy y escalares Qs s 1 <1<k con

a, = 1, asi que
1

I~ x

i

k
[PIES R

Evidentemente k-NUC implica NUC. Mas adelante tenemos que D. Kutzarova

Borluh-Lin [4] , localizan las dos G1timas propiedades geométricas.
DEFINICION 3:

Un espacio de Banach E es 1lamado Localmente Cercanamente Unigorme-
mente Convexo (LNUC), si para todo x e SE y e >0, existe S = 8§(x,e)>0
tal que para todo (xn)c: B ¥y Sep(xn) > ¢, entonces es claro que todo es

pacio (NUC) es (LNUC).
DEFINICION 4:

Un espacio de Banach E se dice que es Localmente k- Und formemente
Convexo (L-kNUC) si para todo x e SE y € >0 existe S= (x,€> 0

tal que para todo (xn)<: BE y Sep(xn) > g, existen Npseeesny tal es que

1 k
m““ig n,

Es claro que para todo k, todo espacio Lk-NUC es LNUC.



En [4], encontramos el siguiente resultado:

Si E es un espacio de Banach estrictamente convexo. Si E es 1k-NUC

entonces E es L-kR.

De acuerdo a lcs resultados anteriores se tiene que

L-kNUC + (R) => (R) + Propiedad (k-M)
Ahora pasamos a dar nuestro principal resultado. )

TEOREMA 1:

Sea E un espacio de Banach. Si E es L-kNUC entonces E tiene la Pxro-

piedad (k-M).
PRUEBA:

Sea x Sp U(Xn) una sucesion en E tal que

. |'= k+1 (1)

k
nl,%?T,nk {ix ! izl “n

i

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que (xn) c:BE. Supongamos que
existe una subsucesidn (xj) de (xn) tal que (Xj) no posee ninguna subsuce
sion de Cauchy. Entonces existe un ¢ > 0 y una subsucesidn (Xn) de (xn)

tal que Sep(xn) > €.

Como E es L-kNUC, existe un § > 0 tal que

k
ar =+ 1



..6_
para ny,...,n, suficientemente grandes, 1o cual es imposible por (1). Asi
toda subsucesidn de (xn) tiene una subsucesion de Cauchy y por tanto con -

vergente y asT E satisface la Propiedad (k-M). #

Anteriormente hemos sefialado que para todo k, L-kNUC implica LNUC y ahora

nos planteamos la siguiente interrogante:
PROBLEMA 1:
Sea E un espacio de Banach LNUC. éPosee E la propdedad (k-m]?.
En Bﬂ-nnstraremos que
propiedad (k-m) => propiedad (H)
Para la definicion de la propiedad (H) puede verse [2], [6] y [7].
Ahora dejaremds planteado el siguiente
PROBLEMA 2:
Sea E un espacio de Banach LNUC. ¢Posee E la propiedad H?.

P.D.

Recientemente el autor se enterd que BUR-LUH LIN Y WENYAQ ZHANG en
su articulo "Some geometric propernties nelated Lo uniform convexity of
Banach space” probaron que todo espacio LNUC satisface la propiedad Hadec
y por tanto la propiedad (H), asi el problema ya tiene una respuesta afir

mativa.
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