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ON THE NUMERICAL SOLUTION OF A MINIMIZATION
PROBLEM IN QUANTUM MECHANICS

ABSTRACT .

We deal with the numerical solution of the Thomas-Fermi optimi-
2ation problem for an ion. A discretization is deflned such that a
nonlinear programming probiem subject to one linear constraint and non

negatives variables Is solved at each stage.
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RESUMEN

Nos ocupamos de la resclucién numérica del problema de optimiza-
cién de Thomas-Fermi para el casc de un i6n. Se define una discreti-
zaci6n que nos lleva a resolver, en cada etapa, un problema de progra

macidn no lineal con una restriccidn lineal y variables no negativas.



1. INTRODUCCION.

La energia total de un sistema de c electrones (o de Fermiones)
que se desplazan entre las cargas positivas 2,,...,2 situadas en los
: 1 n

puntos Fpoeessfl del espacio estd descrita por:

e (p) =% I DS/B(x)dx - [ Vix)p{x)dx + %— [ [ Bif-)—g-—(-x—-dx dy
R? R® e Rs Xl
(1.1)

donde p(x) es una funcidn de R} en [b,¥w) que representa la densidad

de electrones en el punto x y V(x) es el potencial de Coulomb:

n .
V(x) = ] . (1.2)

En LS/B(Ra) introducimos el subconjunto

K. = {p>0,pc¢ Ll(Rs) , I p(x) dx = ¢}
RS

siendo ¢ una constante posSitiva.

Entonces, el problema de optimizacidén de Thomas~ Fermi se define

como

(P) min <(p)
peKc

Un primer resultado sobre la existencia y la unicidad de la solu
cion de (P) se encuentra en [1]. Enunciamos brevemente dicho resul-

tado.



B
TEOREMA 1. Si Z = Z z. entonces

(i} $i 0<c <2, (P} tienc una Gnica soiucidn. Mds adn, si ¢ < Z,

la solucién tiene soporte compacto.

(ii} Si ¢ > Z, (P) no tiene sclucidn.

La demostracidn se hace en dos etapas. Primero se relaja el pro
b ¥

. ~ 1
blema, esto es, se busca p & K, ={p >0, pet (R?, J p(x}dx < ¢}

. R3
solucidn de min e(p}. El funciona) de Thomas-Fermi es semi-continuo
pEKc
/
5 3(R3) ,

inferiormente (s.c.i) sobre RC para la topologfa débil de L

-~

es coercivo (i.e. Iim £{p} = +w), estrictamente convexo y K. es

s ~h4-00
| l5/3
un convexo debilmente cerrado. A posteriori se muestra que si ¢ < Z,

r

la solucidn p satisface J o{x) dx = c.
R

2. EL CASO DE UN ION DE THOMAS-FERMI

Nos interesamos particularmente en la energfa de un idén de Thomas

~-Fermi. En este caso el potencial de Coulomb estd dado por

vix) = Z (2.1)

f
]

la densidad p{x) satisface una condicidn de simetria esférica

pix) = p(r, o, 4} = plr) (2.2)

siendo {r, 0, ¢) las coordenadas esféricas de x © R? y la constante

c es tal gque
c < Z (23)
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Las hipbtesis (2.1) y (2.2} reducen el problema planteado en R,
al caso unidimensional. Segiin e! Teorema 1, (2.3) nos dice que exis-
te R > 0 tal que of{r}) = 0 «i v » R. Entonces, el problema (P) para

el caso de un ién se escribe:

(¥} min e
(1E N
con
. R 2 R
4 N R { _,‘(\‘
e(p) = & |( o3 yau - 2 e }J [ ctr)otr)glr,r)dy dy’
Y oo f 0-/0
siendo
{-L si 0 <yt <y
- h
glr,r') =< ;
'y R r < r
; ‘
- A
KC ={p>0, pe¢ LS/B(Lp,éj,p), ; r{ridy = ¢
i

con p: medida de densidad Ll r” con respecto a la medida de Lebesgue.
3. ESTIMACION DEL SOPORTE R:

Una primera estimacidn dgei soporte R, ha sido dada en |}] y as la

siguiente:

- B A 1/ ‘ .
R < "““"“'2“*} ’ cr A= I1* 203 (3.1)
: ~ w2 (Z-¢) z 2



.

A partir de una propiedad del multipiicador de Lagrange ascciado
a la restriccién de (P) cbtuvimos el siguiente resultado:

i

PROPOSICION 1: S 0 < ¢ < % entonces

)

he (277
B < MMJ_Tf_. ( i%.)‘fi . (3.2)
(Z-6c) n?

[y

PRUEBA. La solucidn de Thomas~Fermi para un i6n satisface las ecuacio

nes de Euler-lLagrange:

plr) = max{¢{r) - X, 031372
z IR ’ y P
con A >0ycﬂr)=Fn.j o) glr,rtYdnt.
Q

Si r es tal que p(r} > 0, se tiene ¥(r} > X y por lo tanto %—> A.

Se sigue, pues, que el soporitz de p estd contenido en

{r/r «

>
e

(3.3)
El multiplicador A satisface {c.f. Lieb-~Simon [j])

22 (1 -5 (27

. a7 (-9 ()30 G

7 72
De (3.3) y (3.4) resulta (3.2}.

b, RESOLUCION APROXIMADA DE (P).

Nos interesamos en la resolucidén numérica del problema:
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"Hallar p e V = L 1,10 solucién de

() min e{p} .
pek
c
Sabemos que (P) posee una finica solucién ya que Kc es debilmente

cerrado en V.

S

Utilizaremos el método de Galerkin ljJ para obtener aproximacio
nes de 1a solucidn p de V en la topologia fuerte de V. Estas aproxi
maciones serdn las soluciones de programas convexos con una sdla res

triccidon lineal.
§.1. APROXIMACION DE V.
{n)

J
tervalo | j %-, (j+1) %-) de [0,R], j=0,....,n-1.

Sea n £ N. Denotamos por p Ja funcién caracterfistica del in-

Entonces:

{nl .
7 ke B, j=0,....,n-1)

es un espacio vectorial de dimensién finita inclufdo en V. Es sabide
que este espacio de funciones en escalera es denso en V; esto es, pa-~

ra todo p £ V¥, tim p_ = p en ¥V con
f1-roe n

p, = L

Fl:l = 8 ( )
{ ( .j“ : pdu IE (4. 1)
j:O .

4.2. APROXIMACION DE Kt'

Definimos K



PROPOSICION 2.

(i) K(n) es un convexo cerrado de V.

c

: n) . .
(it} Para todo p de K_, existe p_ de K tal que timp_ = p
c n c qao D
, fo, 3 (n)
(ifi) Kin) es isomorfo a fx ¢ R/ x w0, <X, 0 > = ¢}
R
con a?n) = ( ﬂgn)du .

J }O J
PRUEBA. (i) sale de la definicidon de Kin) y (ii) del hecho que para

toda funcidn p € Kc, la funcidn O definida por {4.1) pertenece a

.

K(_”)
C
4.3. APROXIMACION DEL PROBLEMA (P)

El problema discretizado se escribe

(P“) M) “e)
fAE
et

PROPOSICION 3. (Pn) posec una Gnica solucidn.

En efecto, siendo ©{p) s.c.i. en la topoloafa débil de V sobre cada
n) e (n)

K , Coercivo y estrictamente convexo v siendo K un convexo ce -
c c

rrado de un espacio de Bansch reflexive, las hipGtesis del teorema de

existencia vy unicidad de una soiucidn para el problema de minimiza -

cion de un funcional son satisfechas.

. . . o ¢
Como consecuencis de gue Kc ¢s debilmente cerrado vy KC ) esta con

tenido en Kr se tiepe:
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PROPOSICION 4. Si f, € Kén), pEVylim p, = P en V débil, entonces
p € Kc.
Ademds:

PROPOSICION 5. El funcional e(p) es continuo.

Para detalles ver !}].

‘TEOREMA 3. (convergencia). Sean oy P, las soluciones de los pro-

blemas (P) y (Pn) respectivamente. Entonces

lim g =p en V.
nrx n

PRUEBA. Sea Y, € Kén) tal que 1im Y, =P .

%
Siendo £(p) continua, entonces Ai: E(Yn) = ¢(p). Como P, s la solu
cién de (Pn), c(pn) j_e(yn) implicando que e(pn) S e <+ ® para todon .
Siendo e(p) coerciva, {pn} est3d acotada y existe asi una subsucesién

{pn,} convergente a p* £ V en la topologia débil. Segln la proposi -

cién b4, y la semicontinuidad inferior de €(p) en V débil, se tiene:
S %) < T -
pr e Ky elp*) < 1im t(pn,)

Yy en consecuencia p% = p.

Siendo V un Banach reflexivo, {pn} acotada con un Unico punto de

acumulacidn débil se tiene que Iim p, = PenV débil.
N

Por Gltimo,

e(p) < 1im c(pn) < 1im e(yn) = e(p}),

n-*co n-—oo



c{pl = 1im E(pn) (4.,2)

e

fa igualdad (4.2}Yel hedho de que cada término de £{(p) es s.c.i.

débil implican

Vi fo,lgy = elsys -

oo

PR o
. 5/3 . . \
Como V = L es un espacio uniformemente convexo, la convergencia

débil y la convergencia de las normas implican la convergencia fuerte.

5. RESOLUCION DEL PROBLEMA (Pn).

Con las aproximaciones Kén) y Vn’ el problema (Pn) se escribe
min _g_ <3 L L, 8 +_%_< x>

(Pn) 49X, a(n) > = ¢

n~1 n~1
siendo x = (Kgn)) . x5/3 = (x§/3)
4 =20 J j=0
1 {1 ri"’{ R
a(n) = {o\™) con ugn) = J pg") dy
SR, j 0 J
TR R
B(n) = (BS")) con Bgn) = [ pfn) dp
I =0 J o 4
-1
Q(n) = (Qgﬁ)) la matriz simétrica nxn de elementas



R (R
Q§9) = JO Jo pgn) {(r*) pfn) (r) g(r,r*) dp du

n
, - > denota el producto escalar en R .

N

La funcidn costo es convexa y diferenciable y el conjunto de res

tricciones estd definido por una sola restriccidon lineal y variables

no negativas.

Teniendo en cuenta la estructura especifica del problema de opti-
mizacion (Pn), un algoritmo de primer orden propuesto en |3], es uti-

lizado para la resolucidn de (Pn).

E1 algoritmo es del tipo gradiente proyectado en donde a cada i-
teracidon, la direccidn de descenso definida como la solucidén de un
programa cuadratico, se obtiene con un método directo gracias a la

Gnica restriccidn lineal.
6. RESULTADOS NUMERLICOS.

Los cdlculos han sido realizados en una computadora 3033 1BM, mo
delo U8 con el programa N3CL1, Eﬂ. En particular para Z=1, ¢=0.1y

la estimacidén R = 0.3 dada por (3.1}, obtuvimos la siguiente tabla:
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n &(po) e{p*) ITER £ R*

. . ~-13
11 1. 41 ~1.5321 7 10 0.136
] , s -10
21 15.3 -1, 7606 8 10 0.129

. C ' _07

42 77.34 1.9495 11 1 0.129
84 3497 -2.0888 20 1o 8 0.129
100 504, 7 -2.1174 25 T 0.126
n : dimensidn
p @ vector inicial
(9]
p%: vector socluciodn

ITER: ndmero de |teraciones para alcanzar p@

la restriccidn lineal es satisfecha a menos de ¢
sogporte de ls solycidn g%, es decir el mayor intervalo en donde
p* es no npulo.  Se ve gue RS < R, Una estimacidn mis precisa de

R se puede obtener con (3.2) R = 1.36 y aln asi R* < R.

Los tiempos de calculo con NICLT son despreciables y mds adn  si

se los compara con los dados por otros programas, tales como N3GR1

de la biblioteca Modulopt, INRIA, correpondiente al algoritmo del

gradiente reducido, o por ejempic VE$IA de la biblioteca Harwell que

utiliza el método de Davidon con técnicas de proyeccidn para el tra-

tamiento de las restricciones.
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