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INTRODUCCION

En el presente trabajo se presenta un estudio de 1las
aplicaciones A-cuadriticas y A-cfibicas desde un punto de vis
ta algebraico y en un contexto bastante general. Estas a
plicaciones siempre se consideran definidas sobre A-m6dulos

en donde A es un anillo conmutativo con unidad.

El primer capfitulo compara las aplicaciones A-cuadra
ticas con las aplicaciones A-semicuadriticas y se demuestra
que la condicidén "siendo Z un elemento regular en A" es ne
cesaria para que se verifique el lema 1.1.4. Entonces, el
problema que se plantea y resuelve es ;Para qué anillos A
una aplicacién A-semicuadridtica (cuya aplicacién asociada ¢

es A-bilineal no nula) no es A-cuadrdtica?.

En el segundo capitulo se entrega una rigurosa demos-
traci6n del Teorema de Representacién de las aplicaciones A-
cGbicas. El sentido de esta demostracién en detalle es 1ir
preparando las bases que permitiridn abordar la demostracién
del teorema anilogo para el caso de las aplicaciones A-cua-
sicGbicas (capftulo tres). También pueden observarse las a
nalogfias existentes con el teorema hom6logo que se di para

el caso de las aplicaciones A-cuadriticas



Finalmente, se debilita la definici6n de aplicaciones
A-ctibicas (tal como se hace en el caso de las aplicaciones
A-cuadrdticas para obtener las aplicaciones A-cuasicuadré-
ticas) y se obtiene la definicién de aplicaciones A-cuasi-
cibicas. Respecto a estas Giltimas, se propone y se logra
demostrar el "Teorema de Representaci6én de las aplicacio -
nes A- cuasictbicas'" siguiendo una construccién similar al
caso del Teorema de Representacifn de las aplicaciones A-

cfibicas.




CAPITULO 1

Considerando anillos conmutativos A, con elemento unidad
y siendo 2 un elemento regular en A, toda forma A-semituadriti
ca q: M —> A (cuya aplicacibn asociada ¢: MxM —> A es A-bi-

lineal) es una forma A-cuadridtica (lema 1.1.4.).

Se quiere saber si la condicidn "siendo 2 un elemento re

gular en A" es necesaria para que se verifique dicho lema.

Se plantea entonces el problema siguiente: saber si exis
ten aplicaciones A-semicuadridticas (cuya aplicacidén asociada ¢

es A-bilineal no nula) pero que no son A-cuadriticas.

El propbsito de este primer capitulo es dar respuesta -

afirmativaa este problema a través de un ejemplo.

En el desarrollo a continuacidn A representari un ani-

1lo conmutativo con elemento unidad y M denotard un A-médulo.

1.1. DEFINICIONES Y LEMAS PRELIMINARES

1.1.1-DEFINICION. Se dice que una forma q: M > A es
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A-semicuadritica si verifica la ley del paralelogramo, es decir,

si cumple la relacifn siguiente:

q(x+y) + q(x-y) = 2q(x) + 2q(y)

cualesquiera sean x e Yy en M.

A toda forma A-semicuadridtica q se asociard la aplicacién

¢: MxM ——> A definida por

o(x,y) = q(x+y) - q(x) - q(y).

Se dice que ¢ es la aplicacidén simétrica asociada a q.

1.1.2.-LEMA. Si q: M —> A es una forma A-semicuadréitica,

¢ la aplicacidén asociada a q y 2 un elemento regular en A

entonces ¢ es biaditiva vy verifica ¢(x,x) = 2q(x) para todo
x € M.
DEMOSTRACION.
i) En efecto, considerando la ley del paralelogramo con x=y=0
se tiene
2q(0) =0

por tanto q(0) = 0 vy enseguida q(y) + q(-y) = 2q(y) lo



ii)

cual implica q(y) q(-y).

¢ verifica ¢ (x,x) 2q(x) para todo x € M. En efecto, con

siderando la ley del paralelogramo con y = x resulta

q(2x) = 4q(x)

luego

o(x,x) = q(2x) - 2q(x) = 2q(x)

¢ es biaditiva. En efecto, sean Xx,y,z tres elementos de M

entonces se tiene

4(¢(x,z) + ¢(y,z))= 2q(x+z) - 2q(x-z) + 2q(y+z) - 2q(y-z).

Por otra parte:

luego

2q(x+z) + 2q(y+z) = q(x+y+2z) + q(x-y)

2q(x-z) + 2q(y-z) = q(x+y-2z) + q(x-y)

4(p(x,2) + ¢(y,z)) 2¢ (x+y,22)

por tanto

2(0(x,2) + ¢(y,2z)) = o(x+y,2z)



y si hacemos y = 0 resulta

20 (x,z) = ¢(x,2z).

Esto implica que

2(¢(x,2) + ¢(y,z)) = 2¢(x+y,z)

¢(x+y,z) = ¢(x,2) + ¢(y,z)

lo cual demuestra que ¢ esbiaditiva.V

1.1.3-DEFINICION. Se dice que una forma q: M > A es

A-cuadritica si las condiciones siguientes se verifican:

C q(ax) = azq(x) para todo (a,x) € AxM

1)
CZ) ¢: MxM —> A definida por ¢(x,y) = q(x+y) - q(x) - q(y)
es A-bilineal, necesariamente simétrica, y se l1lama apli-

cacifn A-bilineal simétrica asociada a q.

Es claro que toda forma A-cuadrdtica es A-semicuadrdtica.

1.1.4-LEMA. Siendo 2 un elemento regular en A. Una con-

dicibén necesaria y suficiente para que una forma A-semicuadri-

tica q: M > A sea A-cuadritica es que para todo (x,y) € MxM
se cumpla

¢(ax,y) = a¢(x,y)



donde es la aplicacidn simétrica asociada a .
p q

DEMOSTRACION. Si qgq: M > A es una forma A-semicuadra-

tica entonces verifica la condici6bn C1 pués

2q(ax) = ¢(ax,ax)
= az¢(x,x)
= ZanCX)
luego q(ax) = azq(x). La condici6n C, se satisface por hip6-

tesis.V

Se puede ilustrar entonces que si A es, por ejemplo, el
anillo Z de los ntimeros enteros, o el anillo Z/Qﬂ donde P

es un nGmero primo impar o el cuerpo Q de los nfGmeros raciona-

les entonces toda forma A-semicuadridtica q: M > A (cuya apli
cacibn asociada es A-bilineal) es A-cuadrética, pues en estos
casos 2 es un elemento regular en A. Los ejemplos que ilustran

esta relacién pueden verse en (1) pdginas 5y 6.

El problema a resolver ahora es saber si existen = formas
A-semicuadriticas cuya aplicacidn asociada es A-bilineal no nu
la y que no sea A-cuadrdtica. Esto es lo que se respondera

afirmativamente en el desarrollo a continuaci6n.

1.2-FORMAS A-SEMICUADRATICAS CUYA APLICACION ASOCIADA ES A-BI-

LINEAL PERO QUE NO SON A-CUADRATICAS.
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1.2.1-PROPOSICION. Sean A un anillo y 2 # 0 un elemento no re

gular en A vy supdngase que exista un elemento o en A, a#0,
tal que 2a =0 vy az + a3 # 0. Entonces la aplicacibén q:A-A
definida por q(x) = x2 + ax para todo x e A es una forma A-se
micuadrdtica y la aplicacibén A-bilineal asociada es no nula.

Ademds q no es una forma A-cuadréitica.

En efecto,

(x+y)2 + a(x+y) + (x-y)% + a(x-y)

q(x+y) + q(x-y)

2x2 + 2y2 + 20X

2, 2},2

2X

2x% + 2y2 + 2a(x+y)

2q(x) + 2q(y)

2x2 + 2y2

cualesquiera sean Xx,y € A. Luego q es una forma A-semicua-

dratica.

Por otra parte

q(a.1) = a” + o~ = 2a” =0

a2(1+a) = az +ad £ 0,

0tzq(l)

0O sea

q(a.1) # aq (1)



es decir, q no es una forma A-cuadréitica.

Considérese ahora la aplicacién ¢: AxA —> A asociada a

¢(x,y) = alx+y) - q(x) - a(y) = 2xy
cualesquiera sean x,y € A.

Como ¢(1,1) = 2.1 # 0 entonces ¢ es A-bilineal no nula.V

Surge ahora la pregunta: (Existe un anillo A que verifi

que las hipdtesis de la proposicibén 1.2.17.

La respuesta es afirmativa como se verd a continuacién:

1.2.2- EJEMPLO. Sea Mn(Z/(éﬂ el anillo de las matrices
cuadradas de orden n con coeficientes en el anillo Z/(6) y con

sidérese el sub-anillo A de Mn(ZQG)) formado de las matrices

del tipo:
[ay a, ag ... a4 0 )
0 a; 0 0 0
0 0 a, 0 0
0 0 0 a, 0
0 b, bS c.o bn_1 alJ
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donde los elementos R I b2""’bn-1 recorren Z/(G) . Es
claro que A es un sub-anillo conmutativo con elemento unidad de

Mn(z/(ﬁ))' Si se toma:

r 3 3 0 . 0 OW
0 3 0 0 0
0 0 3 0 0
T
0 0 0 3 0
0 3 3. 3 3)
Entonces o # 0, 2a = 0, az = 31y as = o (donde I es la matriz
identidad). Luego
(0 3 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
az P £0
0 0 0 0 0
| 0 3 3 3 0 J

N6tese que 2 no es un elemento regular en A y que

ot + o’ # 0 para n > 3. En efecto para n = 2 el elemento o

se escribe



y como az = o resulta que a3 = o de donde az + a3 = 20 = 0.

1.3.-COMPARACION ENTRE LAS FORMAS A-CUADRATICAS Y LAS FORMAS A-
SEMICUADRATICAS (CUYA APLICACION ASOCIADA ES A-BILINEAL).

1.3.1. Considérese dadauna forma A-semicuadridtica q: M —>A
cuya aplicacidén asociada ¢: MxM —> A es A-bilineal, la fun -

1

cidn h que mide '"cuanto" q no es A-cuadritica se define por

h: AxM > A
2
(a,x) > q(ax) - a"q(x)
Obsérvese que:
h = 0 <=> q es A-cuadritica.

Esta funcién tiene las propiedades siguientes:

hl) h # 0 si q no es A-cuadritica

h2) h(1,x) = h(0,x) = h(a,0) = 0 para todo a € A y para todo
x € M.

h3)  h(a+b,x)+h(a-b,x) = 0 ; b = 0 entonces . 2h(a,x) = 0
cualesquiera sean a,b € A y para todo x € M.

h4) h(ab,x) = h(b,ax) + b*h(a,x) = h(a,bx) + a’h(b,x) cuales-
quiera sean a,b € A y para todo x € M.

h5) h(a,-x) = h(a,x) para todo a € A y para todo x € M.

Cabe preguntarse ahora, con la ayuda de esta funcién, cb
mo se pueden comparar las formas A-semicuadradticas (cuya apli

cacidén asociada ¢ sea A-bilineal) con las formas A-cuadriticas.
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Con esta idea y vistas las propiedades de la funcidén h, se defi-

ne el siguiente A-mddulo que se denotard H(A,M).

Sea H(A,M) el A-m6dulo de las aplicaciones h: AxM —> A que

verifican las propiedades hl, h2, h3, h4 y hS5.

1.3,1.1.EJEMPLO. ©Si tomamos q como en la proposicién 1.2.1.

la aplicaci6én h: AxM > A
2
(a,x) —> q(ax) -a” q(x)

pertenece a H(A,M) y es distinta de cero.

Se designari con Cl(A,M) el A-m6dulo de las formas A-semicua
draticas q cuya aplicacidén asociada ¢: MxM —> A sea A-bili

neal.

Obsérvese que si q € Cl(A,M) entonces q verifica las propie
dades siguientes: q(0) = 0 ; q(x) = q(-x) para todo xe M y

¢(x,x) = 2q(x) para todo x € M.

1.3.2.-PROPOSICION. Existe una aplicacién A-lineal

Y: G (A,M)

> H(A,M)

cuyo nficleo es el A-mdédulo de las formas A-cuadriticas.

DEMOSTRACION. Se denotard por C(A,M) el A-mb6dulo de las for-

mas A-cuadraticas y con Yq: AxM ——> A la aplicacién definida
por

Yq(a,x) = q(ax) - azq(x)
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para todo a € A y para todo Xx € M,

La aplicacidn vy: Cl(A,M) > H(A,M) definida y(q) = v

q
satisface la proposicidn. Se probaré que Yq € H(A,M). En

efecto:

1)  Es claro que Yq # 0 si q no es A-cuadritica

2) Yq(l,x) = q(x) - 1q(x) = 0
Yq(O,x) = q(0x) = 0q(x) = 0-0=0
Yq(2,0) = q(a0) - a%q(0) = 0-0=0

3) yq(a+b,x) + yq(a-b,x) = 0,

En efecto:

+

Yq(a+b),X) Yq(a-b,X) = q((a+b)x) - (a+b)2 q(x) +

+ q((a-D)x) - (a-b)% q(x)
= q(ax+bx) + q(ax-bx) -

- Zazq(x)- 2b2q(x)

= 2q(ax) + 2q(bx) - 2a’q(x) - 2biq(x)

= 2q(ax) - Zan(x) + 2q(bx) - 2b2q(x)

= 2(q(ax) - a’q(x)) *+ 2(q(bx) - bq(x)) =

1t
o
+
o

il
o
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4) yq(b,ax) + b2 yq(a,x) = q(b(ax)) - bzq(ax)+b2q(ax)-bzaqud

= q(abx) - aZ bzq(X) = Yq(ab,x).

En forma andloga se verifica

q(a(bx)) - a’q(bx) +

2 ;
»b b,
Yq(a X) + a Yq( X)

a’adx) - a® ba(x) = -

+

q(abx) - a2 bzq(x) =

yq(ab,x).

q(ax) - azq(X)

5) Yq(a,X)

a(a(-x)) - alq(-x)

Yq(a,-X)

basta destacar que q(x) = q(-x) para todo x € M. Por

otra parte es claro que la aplicacidn

y: Cq (A,M) > H(A,M)

es A-lineal y que q € ker(y) si y solamente si q(ax)—aqud=0
para todo x € M, o bién, si y solamente si ¢q es una apli-

cacidn A-cuadritica.
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Luego, Ker(y) = C(A,M) lo que termina la demostracién.V

1.3.3.-PROPOSICION. Si L es un A-m6dulo libre de di-

mensidén 1, la aplicacién A-lineal

y: Cy(A, L) > H(A, L)

es sobreyectiva.

DEMOSTRACION. Sea h e H(A,L) y {e} una base de L. Se
define q: L —> A por q(x) = h(a,e) si x = ae donde a € A. Es
claro que q es una forma A-semicuadritica. En efecto, si
X = ae e y = be q(x+y) + q(x-y) = h(a+b,e) + h(a-b,e)= 0 y

por otra parte:
2q(x) + 2q(y) = 2h(a,e) + 2h(b,e) = 0
Falta mostrar que: y(q) = h.

Para esto se calcula:

q(bx) - bzq(X)

Yq(b,x)

h(ba,e) - bzh(a,e)

h(b,ae) + b’h(a,e) - b’h(a,e)

h(b,ae)

h(b,x)
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Se ha demostrado entonces que la sucesifn

0 > 0

> H(A,L)

> C(A,L) > €1 (A,L)

es exacta s1 L es un A-m6dulo libre de dimensi6n 1. Luego

Im(y) =Cy(A,L)/ o = H(A,L) = C;(A,L)/

Ker (v) C(A,L)

Cl(A,L) = C(A,L) <=> H(A,L) = 0

La proposicidén 1.3.3 puede ser generalizada. Se verd esto en

el desarrollo siguiente:

1.3.4,-PROPOSICION. Si L es un A-mb6dulo libre la aplica

ci6én A-lineal v: Cl(A,L) > H(A,L) es sobreyectiva.

‘En efecto, sea h e H(A,L) y (e.) una base de L. Se

1-jiel
define q: L -——> A mediante q(x) = h(ai,ei) six =) a; e;
iel iel
donde a. e A para todo i.

Es claro que q es una aplicacidn A-semicuadrdtica pues
six=] a., e e y=] b, e, entonces

. i i .
iel iel

q(x+y) + q(x-y) = ] h(a;+b.,e.) + J h(a.-b.,e.) =0
iel 1717717 e 17177
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Yy por otra parte

2q(x) + 2q(y) = 2 z h(ai,ei) + 2 Z‘ h(bi,ei) =0
iel iel

Falta mostrar que +vy(q) = h. Para ello se calcula:

Yq(@,%) = a(ax) - a’q(x)

2
= ) h(aa;,e.) - a“ ] h(a.,e.)
iel 1771 iel 101

_ 2 2
_igl h(a,a;e;) + a igl h(ai,ei) a.igl}maigﬁ)

=i£1 h(a,ai ei) = h(a,x).V



CAPITULO 2

En este capitulo se hace una introduccifn al estudio de

las aplicaciones A-cfibicas.

Considerando algunos resultados de las aplicaciones A-cua
driticas, en particular, el "Teorema de Representacién de 1las
aplicaciones A-cuadriticas' se demuestra en detalle el "Teore-
ma de Representacibn de las aplicaciones A-ctGbicas" con el ob-
jetivo de proponer y demostrar, en el capitulo tres, el teore-

ma hom6logo para el caso de las aplicaciones A-cuasictbicas.

Ademds, se demuestran otras proposiciones para aplicacio-

nes A-ctbicas.

Para empezar, se recuerda el Teorema Universal del Produc

to Tensorial.

En lo que sigue a continuacién, A denotari un anillo con-

mutativo con elemento unidad.

2.1,-DEFINICIONES PRELIMINARES

2,1.1.-DEFINICION. Sean A wun anillo conmutativo y
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M,N,G -A-M6dulos . Se dice que una aplicacidén f: MxN > G es

A-bilineal si se verifican las condiciones siguientes:

bl) f: MxXN —> G es biaditiva (aditiva en cada variable), o
sea, cualquiera que sean x,Xx' e M e y,y' € N se tiene:
i) f(x+x',y) = f(x,y) + £f(x',y)
i1) f(x,y+y') = £(x,y) + £(x,y')

bz) cualesquiera que sean x € M, y € Ny a € A se tiene:

f(ax,y) = f(x,ay) = af(x,y)

2,1.2.-DEFINICION. Sean M y N dos A-m6dulos. Se dice

que un A-médulo P es un producto tensorial de M por N, si exis

te una aplicacién A-bilineal

f: MxN > P

que se llamard aplicacibén canbnica, tal que, para todo A-médu-

lo H y para toda aplicacién A-bilineal.

g: MxN > H

existe un Gnico A-homomorfismo de A-mdédulos

g: P > H

que hace conmutar el diagrama siguiente:
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-8
MxN >;1 H

fJ i
/"/ g
P/

td

El problema consiste en saber si existe un tal producto

tensorial.

«

2.1.3.-PROPOSICION. Sean A wun anillo conmutativo y M,N

dos A-mddulos. Si existe el producto tensorial de M por N, es

te es Gnico salvo isomorfismo.

DEMOSTRACION. En efecto, sean P y P' dos productos ten-

soriales de M por N. Se sabe que existen aplicaciones A-bili-

neales

f: MxXN ——> P y f': MxN > P!

y por tanto A-homomorfismos Gnicos de A-mbdulos

f': P

> P! y f: P' —> P

que hacen que los diagramas siguientes sean conmutativos:

MxN —> P! MxN ———> P
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Luego, también son conmutativos:

MxN ————————> P

Por la unicidad de las flechas que hacen conmutativos tales dia
gramas se deduce que Tof' = Idp y f'of = Idp,, o s€a, que

P y P' son isomorfos (como A—médulo).V

2.1.4.- E1 Producto Tensorial P, se denotard por P=M § N.

A
La imagen de un par (x,y) € MxN por la aplicacién
f: MXN—> M § N
A
se indica por x § y. Se tienen entonces las férmulas siguientes:

(x+x') By =x 8y +x" By
x 8 (y+y') = x By + xfd y'
ax @y = x Bay = a(x & y)

cualesquiera que sean x,x' e M, y,y' e N y a e A.

2.2.-EXISTENCIA DEL PRODUCTC TENSORIAL DE A-MODULOS.

2.2.1.- Sean A un anillo conmutativo; M y N dos A-médulos;
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A(MxN)

la

el A-m6dulo libre de base MxN y (e )

A(MxN)

(x,y)’ (x,y)e MxN

base canénica de como A-m6dulo. Sea

i MxN ——> A (MxN)

tal que

(x,y) > e(X,}’)

la inyeccién candnica de conjuntos.

S A(MxN)

N6étese que i: MxN —— no es una aplicacibén A-bi

lineal. Para que lo sea, debe satisfacer las relaciones indica

das en la definicidn.

NOTACION. Se indicard con R el A-subm6dulo de A(MXN) ge

nerado por los elementos de la forma:

Clx+x',y) T C(x,y) T C(x',y)
Clxyty") T S x,y) T C(x,yh)
®ax,y) ~ ?x,y)

®(x,ay) T 2 (x,y)

'

donde x,x' e M; y,y' €e N y a e€ A. Sea P = A(MXN)/P el A-m6

dulo cociente.

Se muestra que la aplicacién f: MxN > P compuesta de
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la inyeccibn can6nica i: MxN ——> A(MXN) y de la sobreyeccibn

candnica II: A(MXN) ——> P es A-bilineal. En efecto, cualesquie

ra que sean X,x' e M e y e N, f(x+x',y) = H(e(x+x',y)) =

=TI - - + + =
Tle(xaxty) ™ Cx,y) T %,y Y Cny) TSty

e ,y)) * Hequr,yy) = £06Y) = £y

puesto que R = Ker(I).
Andlogamente se demuestra que

f(x,y +y') = f(x,y) + £(x,y")

f(ax,y) = f(x,ay) af(x,y)

cualesquiera que sean x e M, ae A e vy, y' € N esto es,

f: MxN ——> P

es A-bilineal.

Sean ahora H un A-m6dulo y g: MxN

> H wuna aplicacibn

A-bilineal. Por la propiedad wiversal del A-m6culo 1ﬂne‘A@&Nl
hay una Gnica aplicacion A-lineal g A(MXN) ——> H que hace conmu -

tar el diagrama siguiente:

MxN £ > H
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donde la flecha vertical es la inyeccifén candnica.

Como g(e(x’y))

entonces

gle(xax',y) 7 C(x,y)
Zley,yry') T C(x,y)
8letax,y) ~ Fe(x,y)’
y

§(e(x,aY) ae(X’Y))

cualesquiera que sean

Esto dice que

g(R) =

= g(x,y) cualquiera que sea (x,y) € MxN ,

T exr,y)) T glxrx',y) - glx,y)-g(x’,y)=0
€(x,y')) T g8lyHy') - g(x,y)-g(x,y")=0

= g(ax,y) - ag(x,y) =0

= g(x,ay) - ag(x,y) =0

x,x'" e M; y,y' e N y a e A.

0 y por lo tanto, pasando al cocien

te, existe una Gnica aplicacidén A-lineal

g

P —> H

que hace conmutar el diagrama

A (MxN) g

donde la flecha vertical es la sobreyeccibén candnica.

Luego ,
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superponiendo los dos diagramas, se ve que el diagrama

MxN —& > H

r'd
”
L
P

f

’/

-~
”
d

P’

-
-7
g

es conmutativo.

Finalmente, hace falta probar que

es la finica aplicacién A-lineal tal que gof = g. Para esto,

se muestra que P es generado, como A-m6dulo, por Im(f).

En efecto, si w € P, w = N(z) donde z ¢ A(MXN). Por 1lo
tanto,
w =&§0 2 (x,y) H(e(x,y)) (suma finita)
€ A,

donde 1los a(

X,y)

luego,

v =(X,zy) a (x,y)

f(x,y)

y la afirmacién queda demostrada.

Si ahora se supone la existencia de otra aplicacidn A-lineal

h: P—>H tal que h o f = g entonces ho f =g o f, o sea,
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h y g coinciden sobre Im(f). Como Im(f) genera a P como A-md

dulo se sigue que h =g .

Esto muestra que P es el producto tensorial de M por N.

Ya se vib que si £f: MxN —> M § N es la aplicacién A-bilineal ca
ndnica, entonces Im(f) generaAM f N como A-médulo, o sea, si

z € M @ N existen elementos a; eAA, X; € Mey,eN, ieI (fini
to) ta?es que:

Luego, todo elemento z € M R N se escribe de manera no necesa -
' A
riamente Gnica, en la forma

(suma finita)
donde 1los x; € M y los Y; € N para todo i.V'
2.3.- REPRESENTACION DE LAS APLICACIONES A-CUADRATICAS.

2.3.1.-DEFINICION. Se dice que una aplicacién q: M —> N

es A-cuadrédtica si se verifican:
acl) q(ax) = a2 q(x) para todo (a,x) € A x M

acz) ¢: MxM —> N definida por ¢(x,y) = q(x+y) - q(x) - q(y) es
A-bilineal, necesariamente simétrica, y se llama aplicacién

A-bilineal simétrica asociada a q.

2.3.2, TEOREMA. Para todo A-mbdulo M, existe un A-mbdulo
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PZ(M) y una aplicacidén A-cuadritica y: M > PZCM) tal que

toda aplicacibén A-cuadritica gq: M ——> N se factoriza de mane-

ra Ginica por una aplicaci6én A-lineal g: T, (M) > N, es decir,

el diagrama

Moy
-
”~
r, (M)

es conmutativo, o bién, C(A,M,N) = HomA(Pz(M),N) (isomorfis-

mo de A-mbédulos).

C(A,M,N) representa el A-médulo de las aplicaciones A-cua-

drdticas de M.en N..

DEMOSTRACION. Considérese el A-submb6dulo R de A(M)x MBM
A

generado por los elementos de la forma

(ex+y - e - eys - X8 y)

donde x,y e M, a € A y donde (ex)xeM es la base can6nica del

A-m6dulo libre A(M).
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Se indicara por

%W)=Am)xM§Mﬁ

Y por
il

Yi: M —> A(M)x M 8M

> T,(M),
A 2

X —> (eX,O)

la aplicacidn compuesta, donde II es la aplicacidn A-lineal

sobreyectiva canbnica.

Ahora se probarad que Yy es una aplicacibn A-cuadritica.

En efecto:

1) y(ax) =T((e, ,00) = N(le, ,0) + (-a° e ,0) + (a’ e ,0))-

2 2 2
n(a” e, ,0) = a” I{e ,0) = a” y(x)

2) elx,y) = vlx+y) - v(x) - v(y) = T(le,,,,0)) - I((e,,0)) -

M((ey,0)) = M((ey, - e, - ey,0)) =

y

H((eX+y -l - ey,O) + (0,-x @ y) +

+

(0, x By)) = n((0, xQ y))
luego 6 es A-bilineal (pués I es A-lineal).
A continuacidn se probard la existencia de g. Sea ¢ 1la

aplicacidén A-bilineal simétrica asociada con q, entonces exis-

te una aplicacibén A-lineal Gnica f que verifica f(x § y) = ¢(x,y)
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para todo x,y € M. (Ver diagrama siguiente).
MxM —2 5 N
P

.7 f

”

MgM~
A

Sea la aplicacidén A-lineal h, que hace conmutar el diagra

ma siguilente:

. h h(e,) = a(x)

h(Z axexJ def g a_ q(x)

Ahora es claro que existe una aplicacidén A-lineal £ que

verifica:

2(e,,y 82) = h(e) + £(y 8 2)

q(x) + ¢(y,z)

para todo x,y € M (ver diagrama siguiente) )
A i
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y es claro que, £ se anula sobre R. En efecto:

1) (e, - a’e ,0)) = h(e,) - a? h(e,)

q(ax) - a’ q(x)

0

(ver diagrama siguiente)

M
q
4
A®x v g M £ N
A 7
I
g
r, (M)
11) L£(ley,, - ey - ey - x g¥)) = alxry) - alx) - qy) -o(x,y)=0

Por lo tanto existe g: PZ(M) >N (g A-lineal) tal que

(g 0 v) (x) = q(x).

Finalmente, se probard la unicidad de g. Supdngase ique

existe una aplicacidén A-lineal g': r, M) > N tal que

Si se demuestra que Im(y) genera PZ(M), en tanto que
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A-mddulo, entonces g' = g.

En efecto: 1los elementos de la forma (ex, y 8 z) donde

Mx M 8 M (en tanto que A-médulo),

A
luego los elementos de la forma H(ex, y 8 z) con x,y,z reco -

X,Y,z recorren M, generan A

rriendo M generan FZ(M), en tanto que A-mbédulo, donde

\4

n: AM x Mg M

T, (M)
A 2

es la sobreyeccidn candénica y como

I((e,> v B 2)) n((e,,0) - (e Tey T ety 8 z) +

y+z

+ (e -e, -e, 0)) =

m((e,,0))+ H((ey+ 0)) - H((ey,O)) -

z,

n((e,,0)) = v(x) + v(y+z) - v(y) - v(2)

entonces

() ey

genera PZ(M) en tanto que A—médulo.V

2.4.-APLICACIONES A-CUBICAS.

2.4.1.-DEFINICION. Sean M

I,...,Mn y N A-m6dulos. Una

> N es A-multilineal,si es A-lineal

aplicacidn ¢: M; x...x My
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en cada una de 1as n variables, esto es:

oY QAP cx; + dyi,...) = c¢(...,xi,...) + d¢(...,yi,...)

para todo los elementos Xijs Yy € Mi y todos los escalares c,deA.

2.4.1.1.-EJEMPLO. Sea M; = R", M, = R" y A=M__(R),

respectivamente, el espacio de m-uplas sobre R, el espacio de

n

n-uplas sobre R y el anillo de matrices mxn sobre R.

Para my = (ql,....,am)
m, = (81,....,8n)
Se define:
¢(m1’mz) = 5 ai BjJ
i=1,...,m
j=1,...,n

la matriz cuya (i,j) entrada es oy B.

j o ¢ es una aplicacién

A-multilineal.

En la definici6n 2.4.1 si n = 2, ¢ es 1llamada aplica -
ci6én A-bilineal (definicién 2.1.1) y sin =3 ¢ recibe el nom
bre de aplicacién A-trilineal. Para este Gltimo caso se tiene

el ejemplo siguiente:

Sea M. = R:

i para todo i = 1,2,3



para

m‘ = (ail, cxiz, ais) i=1,2,3

definimos:

¢(m1’ My, ms) = I:O‘l-]]
¢ es una aplicacibn A-trilineal.

2.4.2.-DEFINICION. Sean M y N dos A-mb6dulos. Se dice

que una aplicacién A-multilineal ¢: M" >N es simétrica ,

n . .
donde M = Mx...xM n-veces, si1 cualqulera que sS€an X ;,...,X
» 1’ ’ n

en M y para todo o € Sn se tiene

¢(XO(1)’°°°,XO(H)) = ¢(xl’°--,xn)

Si n=2 y ¢: MxM

> N es A-bilineal, ¢ es simétrica si

cualquiera que sea (x,y) € MxM se tiene ¢(x,y) = ¢(y,x).

2.4.2.1.-EJEMPLO. Sea A un anillo, L = A" el A-m6dulo
libre de rango n y si(xl,...,xn) coni=1,...,n las funcio -
nes simétricas elementales de n variables X15.+.5X,, €StO es:
S;t L > A definidas por:
sl(xl,...,xn) = Xq ..ot X
s, (x LX) = Y X, X
2 71 *n i<y 1 J
sn(xl, ,xn) = X X,
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entonces las aplicaciones L > A definidas por

(al,...an) > si(al,...,an)
donde i = 1,...,n son aplicaciones A-multilineales simétricas.

2.4.3.-DEFINICION. Sean A un anillo, M y N dos A-mbédu-

los, f: M

> N una aplicacidén y n > 1 un nGmero entero. Se
dice que f es una aplicacidén A-n si las condiciones siguien

tes se verifican:

nl) f(ax) = a™f(x) para todo a e A y para todo x e M.
n,) ¢: M > N definida por
O(Xqy.on,X) = (-D™P f(x. +...+ x. )
L n 1<i1<.§. < gn 1 1
| P P

para Xqp,...X, recorriendo M, es A-multilineal.

M! designa MxMx...xM n-veces y obsé&rvese que ¢ es nece-
sariamente simétrica. Se dice que ¢ es la aplicacibn

A-n-1lineal simétrica asociada a f.

>N se toma N = A se di-

Si en la aplicacibn A-n f: M

> A es una forma A-n.

ce entonces que f: M

Es claro que una aplicacién A-2 es una aplicacién A-cua-

drdtica y que una aplicacién A-1 es una aplicacién A-lineal.



-33-

Si n=3 se dice que f es una aplicacién A-cGbica. En par
ticular si N = A se dice que f es una forma A-cGbica. En es-

te caso, la aplicacibn A-trilineal asociada g f es:

¢(X1,X2, Xs)'= : Z (_1)3'13 f(Xl ...+ X, ) =
1<i <..<ip$3 1 P

<14
= f(xl) +-f(x2) + f(x3) - f(x1+x2)

- f(x1+x3) - f(x2+x3] + f(x1+x2+x3)

2,4.3.1.-EJEMPLO. Si M es un A-mddulo, la aplicacibn

>M @M EBM definida por f(x) = x @ x § x es 'wuna
A A

aplicacidn A-ctbica.

f: M

En efecto, si ¢: MxMxM >MA@M@M es la aplicacibn

b=
P

definida por

3-p
O(Xq3XnsXo) = z (-1) (x. +...+ X,
1272273 . . i i
1<1l<..<1ps 3 1 p

donde

(X: +...+X. )@3 = (x. ol aHXy ) 8 (xi +“.+xi) ] (xiih"+xi]

se tiene que:

¢ (x1,%,5X3) =°§—53 xs1) 8 %5(2) 8 *(3)
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y ahora es claro que ¢ es A-trilineal.

2.4.3.2.-EJEMPLO. Sean A wun anillo, MS(A) el A-m6dulo

de las matrices cuadradas de 3x3, la aplicaci6én determinante

det: MS(A) > A definida por

X +——> det (X)

es una forma A-c@ibica y su aplicacién A-trilineal simétrica

asociada es la aplicacidn

q)(xl’ X2’ Xs) = z

det (X , X » X )
o€s et (1) Te(2)? e (3)

donde X X

designa la matriz cuya i1-&sima columna es la i-&sima columna de

la matriz Xo(i)

2.4.4,.-0BSERVACION. Si f: M —> A es una forma A-ctibi

cay ¢: M3 > A es la aplicacidn A-trilineal asociada a

f. Para todo x e M se tiene:
dp(x,x,x) = 6f(x) = 3!'f(x).

En efecto:

d(x,x,x) = £(x) + £(x) + f(x) - f(x+x) - f(x+x) -

- f(x+x) + f(x+x+x)
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= 3f(x) - 3f(2x) + £(3x)

= 3f(x) - 24f(x) + 27f(x)

= 6f (x)
= 3! f(x)
Se demuestra, que si f: M —> A es una forma A-n y
¢: M* —> A es la aplicacién A-n-1lineal asociada a"° f enton

ces para todo Xx € M se tiene:

d(X,X,...,x) = n'f(x)

v—
n-veces

Asi entonces, si f y f' son dos formas A-clibicas de M en
Ay si ¢ y ¢'son las aplicaciones asociadas a f y f' respec-
tivamente y si ¢ = ¢' se tiene 6f(x) = 6f'(x) para todo x € M.
Luego, si la homotecia definida por 6 en A es inyectiva enton-

ces £ = f°

2.4.5.- Dada una forma A-ctGbica f, la aplicacién A-trili-
neal simétrica asociada @ f es univocamente determinada por
f. Sin embargo, las formas A-cfibicas diferentes pueden propor
cionar la misma aplicacibn A-trilineal simétrica asociada. Ob

sérvese el ejemplo siguiente:

1]
N

Sean M
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dos aplicaciones lineales diferentes cualesquiera. Entonces £ ¥y g son

formas A-cfibicas y la aplicacidn A-trilineal simétrica asocia-

da a cada unade ellas es la misma.
En efecto, si

adf(x)

1]
o

f(ax)

o
1}
o
-
o
1}

1]
o

a’g (x)

(@]
]

g (ax)

si

s8]
[}

1, f(x) f (ax) a3f(x) f(x)

g(x) g(ax) a3g(X) g (x)

y la aplicacidén ¢ asociada a cada una de estas formas es ce-

ro. Para ello, basta verificar que:

[}
o

¢ (e,

o

10 €1)

o

¢(e,,

[¢]
[§%)
~
1]
o

¢(e1+ €y, €1 * €,, e; *+ ez) =0

¢(e;s e,

(0]
(3]
~
|
o

¢(e

[¢]
[\
(-
1]
o

1, ez,

]
o

¢(eq, €,, e + e,)
¢(e1, el, el + ez) = 0

¢(eqs

o
—
+
¢/
[§%)
-
o
—
+
¢/
(3]
(-
|
o

q)(ez,

¢/
—
+
44
(3]
-
o
—
+
¢/
[§%)
~
1
o



_37_

donde {el, e,} es la base candnica del A-médulo libre M.

2.5.-REPRESENTACION DE LAS APLICACIONES A-CUBICAS

2.5.1. Sean A un anillo, M un A-médulo, (ex)xeM la base
canbnica del A-m6dulo libre A(M) y considérese el A-submdédulo

RS(M) de A(M) XxM QM @EM generado por los elementos de 1la

A A
forma:
3
(eax a” e, 0)
y
3-p
( (-1) €x. + + » - X1 8§ x5 8 x7)
. ; ; X 1 2 3
15}1<”<1 <3 i, P
= (ex1 * exz * ex3 ) ex1+x2 B X1+X4 B ex2+x3

donde a recorre Ay Xy, X5, Xz Tecorren M.

Se denotari por

r,) = A®x m g Mg n

) |
A A Rg(M)



el A-mddulo cociente y por

Yz: M > Tq (M)

la aplicacibén compuesta, de las aplicaciones

>AM y ngMgN
A A

M

X > (eX,O)

y la sobreyeccidn candnica

AM yMmgMgM

> T5(M)
A A

2.5.2.-LEMA. Para todo A-m6dulo M,

Ygz: M > FS(M)

es una aplicacidén A-cGbica.
Es claro que para todo a € A y para todo x e M,
Yo.(ax) = a> y,(x)
3 Y3iX).

Ademds, si

¥Y.: MxMxM > T, (M)

-38_
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designa la aplicacidén definida por

3_
(xl’ xz; X3) t > Z ('1) P Y3(xi +...% Xi )
liil<..,.<ip\< 3 1 P

entonces

Y3(x1, Xy» x3)'= (0, X, Q X, Y] x3)

donde la barra significa clase mddulo RS(M)' Luego ¥z es

A-trilineal y en consecuencia Y; ©s una aplicacién A-ctbica.
Se dice que Yz €s la aplicaci®n A-cfibica can()nica.V
2.5.3.-LEMA. Para todo A-m8dulo M, la familia (YS(X))xdw

genera FS(M) en tanto que A-mddulo.

En efecto, P3(M) es generado, en tanto que A-mb6dulo, por
los elementos (e,, X 8 x, @ Xz) donde X,Xy,X,,X, Tecorren
M. Se sigue que
(e ’xl 8 Xz 83) = Y3(X) + Z (_1)3‘13 Y3 (x. +...+x. )-V
X 1<i <..<i_ g3 | 1y
2.5.4.-LEMA. Para toda aplicacién A-cGbica f: M —> N ,

existe una y solo una aplicacidén A-lineal

T F3(M) > N
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que deja conmutativo el diagrama siguiente:

M > N
b
”
YS ‘,”
//’ T
4 ()
En efecto, si .

¢: MxMxM > N

es la aplicacifbn A-trilineal simétrica asociada con f, existe

una fGinica aplicacibén A-lineal h: M @ M § M —> N que 'deja
A A
conmutativo el diagrama sigulente:

MxMxM 9 > N

MMM
A A
donde 1la flecha vertical es can6nica.

Por otra parte, considérese la aplicacibén A-lineal
g: A(M) —> N

definida por e, —> f(x). Entonces existe una Gnica aplica

cién A-lineal F: AMxymgugm
A A

> N dada por:
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F(ex, Xq 8 X, 8 XS) = g(ex) + h(xl 8 X, & XS) =

£(x) + ¢(x5, x,, Xq).

Como F(RS(M)) = 0, F pasa al cociente, esto es, F de-

fine una aplicacidn A-lineal

> N

T FS(M)

verificando T o Yz = f.
El lema 2.5.3 asegura la unicidad de T.

En efecto: Supbngase que existe una aplicacidén A-lineal

f' o Yz = fo Yz = f .

Como Im(ys) genera PS(M), en tanto que A-m6dulo, enton-

ces f'= T.v

2.6.- OTRAS PROPOSICIONES SOBRE APLICACIONES A-CUBICAS

2.6.1.-PROPOSICION. Para toda aplicaci6n A-lineal

g: M > M!

existe una Gnica aplicacién A-lineal denotada
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que deja conmutativo el diagrama:

=
e

> M

1
Y3 Yz

I.(g) '
o (M) ————>T;(M")

donde las flechas verticales son las aplicaciones cfibicas cand

nicas. Ademds, si g': M' > M" es otra aplicaci6én A-lineal,

se tiene

r,(g' o g) = I's(g"') o Is(g)
y para todo A-mddulo M,
PS(IdM) = Idrs(M)

donde IdM: M

>M es la aplicacién identidad de M.

Esta proposici6én es una consecuencia inmediata del lema

2.5.4.
v

2.6.1.1.-0OBSERVACION. Una consecuencia trivial de la pro

~

>M' es un isomorfismo de A-m6-

posicibén 2.6.1 es que si g: M

dulos, también lo es

% (g) : PS(M) ~ FS(M')'
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Por otra parte, es una verificacidn trivial que si

> M!

g: M

es una aplicacidén A-lineal sobreyectiva entonces

r.(g) : Iz (M) > Tz (M")

es también sobreyectiva.

2.6.2.-PROPOSICION. P3(A) = A

En efecto, la aplicacibn f: A

> A, definida por

f(a) = a3 es una forma A-c@ibica, luego existe una Gnica apli-

cacidén A-lineal g: P3(A) > A que deja conmutativo el dia

grama siguiente:

ahora bién, FS(A) es generado, en tanto que A-m6dulo, por 1los

elementos ys(a) con a recorriendo A.

Como ys(a) = a3

YS(l) entonces FS(A) es un A-médulo gene-
rado por yz(1). La ecuacidn g(y5(1)) = £(1) = 1 dice que g es
sobreyectiva. Pero es evidente que g es también inyectiva, lue

go g es un isomorfismo de A-mc’)dulos.V



CAPITWO 3

En este capitulo se introducen las aplicaciones A-cuasicGbi-
cas y se presenta y demuestra el "Teorema de Representacifn de las
aplicaciones A-cuasicfibicas", siguiendo una construccibén similar
a la que se us6 (en el capitulo dos) para demostrar el Teorema de

Representaci6bn de las aplicaciones A-ctbicas.

Como ha sido usual en el presente trabajo, A representa un

anillo conmutativo con elemento unidad.
3.1.-APLICACIONES A-CUASICUBICAS

3.1.1.-DEFINICION. Sean M y N dos A-m6dulos. Una aplicacibn

fO: M —> N serd 1llamada A-cuasictGbica, si se verifican las condi-
ciones siguientes:

C'Cl) fo(ax) = a3 fo(x) para todo (a,x) e AxM
C.CZ) ¢: MXMxM —> N definida por
0 (xps Xps Xg) = 500+ £5(xp) + £ (xg) - £5(xg + xp)
B fo(xl * XS) B fo(X2+x3) * fo(x1+x2+ XS)
para todo (xl’XZ’XS) e MxMxM es Z-trilineal, simétrica vy

se llama aplicaci6én Z-trilineal, simétrica asociada con

£, -
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Si se denota por KO(A,M,N) el A-m6dulo de las aplicacio-
nes A-cuasicfibicas y con K(A,M,N) el A-m6dulo de 1las aplicacio
nes A-cthicas, es claro que K(A,M,N)C KO(A,M,N), en tanto que

A-m6dulo. También, se observa facilmente que KO(ZJLN)ﬁ=K(ZJLN).

3.1.2.-PROPOSICION. Si My N son dos Q espacios vecto-

riales entonces

KO (QaM,N) = K(Q,M,N) .

DEMOSTRACION. Sea fo € KO(Q,M,N). Es suficiente verifi
car que si ¢ es la aplicacibn simétrica asociada con fo’ se

tiene:

00§ Xp» Xgo X3) = & 0(xs Xp, Xg)
para todo p e Z, q € Z - {0} y para todo
(x5 Xy, X5) € MxMxM .
Ahora bién.
o ( % X5 X, XS) = ¢(p. % Xy Xy XS) =p ¢ (%Xl’ Xy x3)

y por otra parte

q¢( % Xl, XZ, XS) = ¢(q. %Xl’ Xz’ XS) = (b(xl’ XZ’ XS)
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luego

y en consecuencia
00§ Xps Xy Xg) = G 0(xs Xy X3)e g
3.2.-REPRESENTACION DE LAS APLICACIONES A-CUASICUBICAS
3.2.1.-TEOREMA. Para todo A-m6du16 M, existe un A-m6du-

lo T5(M) y una aplicaci6n A-cuasictibica yj: M ——> TL(M) tal

> N se factoriza

que toda aplicacién A-cuasic@bica fo: M

de manera finica por una aplicacidén A-lineal To: F%(M) > N,

es decir, el diagrama siguiente:

M > N
=7

es conmutativo.

O bién, dicho en otros té&rminos, existe un isomorfismo

de A-mbdulos,

KO(A,M,N) = HomA (F%(M),N).
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DEMOSTRACION. Considérese PS(M) con su estructura natu

ral de grupo abeliano y denbtese porRéGW)el A-submbdulo de
A8 F3(M)
Z
generado por los elementos de la forma:
3
1 8 vg(ax) - a~ @ v5(x)
donde a recorre A y x recorre M.
Ademis, se denotari por:
F%(M) = A Q PS(M)/R'(M)
Z 3
el A-m6dulo cociente y por

)it

1. —
Y3: M > FS(M) > A 9 PS(M) > F%(M)
la aplicacifn compuesta, donde 1 es la sobreyeccibn canbnica.
Se afirma entonces que y% es una aplicacién A-cuasictGbica. En

efecto:

c.C.1.) y%(ax) (1L g8 Ys(ax))

(1 8 vg(ax) - 2> § y5(0) + a’ § y5(x))

m(a*(1 § v5(x)))
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a® 1(1 B v5(x)) = a° y4(x)

cualesquiera sea X en M y para todo a en A.

C.C.2.) Sea ¢' la aplicacibn asociada con y% ,

¢': MxMxM

> Ty(M) = A 3 Ty (M)/Rz(M)
01 (X1 X5,Xg) = ¥2(x)) + v5(x)) + y2lxg) - vx (x) + X))
" 0xrxg) - vp(Xptxg) * vaxg + Xy + xg)
= I Q v4(x))) + (LB v5(x,)) +
+ (1 Q vo(xg)) - T @ vz(x) + x))) -
- I Q vo(xy*x5)) - T(1 B vo(x, + X5)) +
+ 1(1 R ys(x1 + X, + xs))
= I @ vg(x)) + vz(x,) + vg(x3) -
- v3(Xy X)) - v (XL Xg)- yg(xg +oxg) 4
*yz(xy + Xy + Xg))

= I § o(xq, x,, X5))

donde ¢ es la aplicacidn simétrica A-trilineal asociada con Yz

Ahora es claro que ¢' es Z-trilineal.
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Por otra parte, sea fo una aplicacibén A-cuasictGbica.
Es claro que fo es una aplicacidn Z-cGbica, luego existe una

tinica aplicacidn Z-lineal

f: FS(M) > N

tal que

f0Y3=fO

La aplicacién de A x F3(M) > N definida por

(a, v5(x)) > a f_(x)

es Z-bilineal, luego ella se factoriza de manera finica por una

aplicacidén Z-lineal

f: A Q FS(M) > N

[N

que deja conmutativo el diagrama siguiente:

N
il

T, (M)
Ademis, T es A-lineal, porque,

T(b(a § v5(x))) = T(ba § v5(x)) = ba £, (x)
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= b(f(a B YS(X))

para todo a,b en A y para todo x en M.

Por otra parte, como
T(1Q (ax) - a3 B vy.(x)) = £ (ax) - a3 f (x) =0
Y3 3 0 0
para todo a € A y para todo x e M, entonces

TRL0D) = 0

y esto demuestra la existencia de To (por paso al cociente), es
decir, se acaba de demostrar que existe una aplicacién A-lineal

£, tal que

Ahora supongamos que existe otra aplicacidén A-lineal

h: Fé(M) —> N

que verifica

=
(@]
<

-
It
Hh

entonces
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implica que h vy fo coinciden sobre Im(y%) y si se demues-

tra que Im(y%) genera Pé(M), en tanto que A-mbdulo entonces

Esto es cierto, como se verd a continuacidn. Los generadores

de A§ PS(M)’ en tanto que A-m6dulo, son de la forma 1 § YS(X)
Z

con x ¢ M. Como los Y3(X) generan PS(M), en tanto que A-médu

lo, entonces los y%(x) = I(1 Q Y3(x)) generan I‘%(M).V



(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)
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