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En el presente trabajo se presenta un estudio de las 

aplicaciones A-cuadrgticas y A-c6bicas desde un punto de vis - 

ta algebraic0 y en un context0 bastante general. Estas - a 
plicaciones siempre se consideran definidas sobre A-m6dulos 

en donde A es un anillo conmutativo con unidad. 

El primer capltulo compara las aplicaciones A-cuadra - 
ticas con las aplicaciones A-semicuadrgticas y se demuestra 

que la condicidn "siendo 2 un elemento regular en A" es ne - 

cesaria para que se verifique el lema 1.1.4. Entonces, el 

problema que se plantea y resuelve es iPara qut? anillos A 

una aplicacidn A-semicuadrgtica (cuya aplicacidn asociada 4 

es A-bilineal no nula) no es A-cuadratica?. 

En el segundo capltulo se entrega una rigurosa demos- 

tracidn del Teorema de Representacidn de las aplicaciones A- 

c6bicas. El sentido de esta demostracidn en detalle es ir 

preparando las bases que permitiran abordar la demostracidn 

del teorema analog0 para el caso de las aplicaciones A-cua- 

sic6bicas (capltulo tres). Tambien pueden observarse las - a 

naloglas existentes con el teorema homdlogo que se dg para 

el caso de las aplicaciones A-cuadrgticas 



Fina lmente ,  s e  d e b i l i t a  l a  d e f i n i c i 6 n  de a p l i c a c i o n e s  

A-cfibicas ( t a l  como s e  hace  e n  e l  c a s o  de l a s  a p l i c a c i o n e :  

A - c u a d r 3 t i c a s  p a r a  o b t e n e r  l a s  a p l i c a c i o n e s  A-cuas icuadr5  

t i c a s )  y s e  o b t i e n e  l a  d e f i n i c i 6 n  de a p l i c a c i o n e s  A-cuas i  

c f ib icas .  Respecto  a  e s t a s  f i l t imas ,  s e  pro2one y s e  l o g r a  

demos t ra r  e l  "Teorema de R e p r e s e n t a c i 6 n  de l a s  a p l i c a c i o  

nes  A- cuas icf ib icas"  s i g u i e n d o  una c o n s t r u c c i 6 n  s i m i l a r  a:  

c a s o  d e l  Teorema de R e p r e s e n t a c i 6 n  de l a s  a p l i c a c i o n e s  A- 

cfibicas . 



CAP1 TULO 1 

Considerando a n i l l o s  conmuta t ivos  A ,  con e lemento  unidad  

y  s i e n d o  2 un e lemento  r e g u l a r  en  A ,  t o d a  forma A-semicuadrg t i  - 

c a  q :  M -> A (cuya a p l i c a c i d n  a s o c i a d a  $I: MxM -> A e s  A-b i -  

l i n e a l )  e s  una forma A - c u a d r 5 t i c a  (lema 1 . 1 . 4 . ) .  

Se q u i e r e  s a b e r  s i  l a  c o n d i c i 6 n  " s i e n d o  2 un e lemento  r e  - 

g u l a r  en  A" e s  n e c e s a r i a  p a r a  que s e  v e r i f i q u e  d icho  lema. 

Se p l a n t e a  e n t o n c e s  e l  problema s i g u i e n t e :  s a b e r  s i  e x i s  - 

t e n  a p l i c a c i o n e s  A - s e m i c u a d r 5 t i c a s  (cuya a p l i c a c i d n  a s o c i a d a  $I 

e s  A - b i l i n e a l  no n u l a )  p e r 0  que no s o n  A - c u a d r s t i c a s .  

E l  p r o p d s i t o  de e s t e  p r i m e r  c a p f t u l o  e s  d a r  r e s p u e s t a  - 

a f i r m a t i v a a  e s t e  problema a  t r a v 6 s  de un e j emplo .  

En e l  d e s a r r o l l o  a  c o n t i n u a c i 6 n  A r e p r e s e n t a r 5  un a n i -  

110 conmuta t ivo  con e l emen to  un idad  y  M d e n o t a r 5  un A-mddulo. 

1.1. DEFINICIONES Y LEMAS PRELIMINARES 

1.1.1-DEFINICION. Se d i c e  que una forma q :  M -> A e  s 
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A - s e m i c u a d r s t i c a  s i  v e r i f i c a  l a  l e y  d e l  p a r a l e l o g r a m o ,  e s  d e c i r ,  

s i  cumple l a  r e l a c i d n  s i g u i e n t e :  

c u a l e s q u i e r a  Sean x  e  y en M .  

A t o d a  forma A-semicuadr5 t i ca  q  s e  a s o c i a r 5  l a  a p l i c a c i 6 n  

$: MxM -> A d e f i n i d a  p o r  

Se  d i c e  que $ e s  l a  a p l i c a c i d n  s i m g t r i c a  a s o c i a d a  a q .  

1 . 1 . 2 . - L E M A .  S i  q: M + A  e s  una forma A - s e m i c u a d r % t i c a ,  

@ l a  a p l i c a c i S n  a s o c i a d a  a  q  y  2 un e lemento  r e g u l a r  en A 

en tonces  @ e s  b i a d i t i v a  y  v e r i f i c a  @ ( x , x )  = 2q(x) p a r a  todo  

x  e M. 

DEMOSTRACION. 

i )  En e f e c t o ,  cons ide rando  l a  l e y  d e l  pa ra le logramo con x=y=O 

s e  t i e n e  

p o r  t a n t o  q ( 0 )  = 0 y  e n s e g u i d a  q ( y )  + q ( - y )  = 2q(y)  l o  



c u a l  i m p l i c a  q ( y )  = q ( - y ) .  

4 v e r i f i c a  @ ( x , x )  = 2q(x)  p a r a  todo  x e M .  En e f e c t o ,  con - 

s i d e r a n d o  l a  l e y  d e l  p a r a l e l o g r a m o  con y  = x  r e s u l t a  

luego 

i i )  4 e s  b i a d i t i v a .  En e f e c t o ,  s e a n  x , y , z  t r e s  e lementos  de M 

e n t o n c e s  s e  t i e n e  

Por o t r a  p a r t e :  

2q (x -2 )  + 2q(y-2)  = q(x+y-22)  + q ( x - y )  

luego  



y si hacemos y = 0 resulta 

2$(x,z) = @(x,2zl. 

Esto implica que 

lo cual demuestra que @ es biaditi~a.~ 

1.1.3-DEFINICION. Se dice que una forma q: M -> A es 

A-cuadrstica si las condiciones siguientes se verifican: 

2 
C1) q(ax) = a q(x) para todo (a,x) e AxM 

C ) @ :  MxM -> A definida por $(x,y) = q(x+y) - q(x) - q(y) 2 

es A-bilineal, necesariamente simetrica, y se llama apli- 

caci6n A-bilineal simetrica asociada a q. 

Es claro que toda forma A-cuadrstica es A-semicuadiBtica. 

1.1.4-LEMA. Siendo 2 un elemento regular en A. Una con- 

dici6n necesaria y suficiente para que una forma A-semicuadrs- 

tica q: M -> A sea A-cuadrstica es que para todo (x,y) e MxM 

se cumpla 

$(ax,y) = a@(x,y) 



donde 4 e s  l a  a p l i c a c i d n  s i m e t r i c a  a s o c i a d a  a  q .  

DEMOSTRACION. S i  q :  M -> A e s  una forma A-semicuadrs-  

t i c a  e n t o n c e s  v e r i f i c a  l a  c o n d i c i d n  C1 pues 

2 
l uego  q ( a x )  = a  q ( x )  . La c o n d i c i d n  C 2  s e  s a t i s f a c e  p o r  h ip6-  

t e s i s .  v 

Se puede i l u s t r a r  e n t o n c e s  que s i  A e s ,  p o r  e jemplo ,  e l  

a n i l l o  Z de 10s nfimeros e n t e r o s ,  o  e l  a n i l l o  Z /  
(P 

donde p  

e s  un nfimero primo impar o  e l  cue rpo  Q de 10s n h e r o s  r a c i o n a -  

l e s  e n t o n c e s  t o d a  forma A - s e m i c u a d r s t i c a  q :  M -> A (cuya ap l i  - 

c a c i 6 n  a s o c i a d a  e s  A - b i l i n e a l )  e s  A - c u a d r s t i c a ,  pues  en e s t o s  

c a s o s  2 e s  un e lemento  r e g u l a r  e n  A .  Los e j emplos  que i l u s t r a n  

e s  t a  r e l a c i d n  pueden v e r s e  e n  ( 1 ) p a g i n a s  5 y  6 .  

E l  problema a  r e s o l v e r  a h o r a  e s  s a b e r  s i  e x i s t e n  formas 

A-semicuadrf i t icas  cuya a p l i c a c i B n  a s o c i a d a  e s  A - b i l i n e a l  no nu - 

l a  y  que no s e a  A - c u a d r s t i c a .  E s t o  e s  l o  que s e  r e s p o n d e r s  

a f i r m a t i v a m e n t e  e n  e l  d e s a r r o l l o  a  c o n t i n u a c i 6 n .  

1.2-FORMAS A-SEMICUADRATICAS CWA APLICACION ASOCIADA ES A-BI- 

LINEAL PER0 QUE NO SON A-CUADRATICAS. 



1.2.1-PROPOSICION. Sean A un ani.110 y  2 Oune lementonore  - 

g u l a r  en A y  sup6ngase que e x i s t a  un e lemento  a en  A ,  a # O ,  

2 t a l  que 2a = 0  y  a + a # 0.  Entonces  l a  a p l i c a c i b n  q:A+A 

d e f i n i d a  por  q ( x )  = x2 + a x  p a r a  t o d o  x  e A e s  una forma A-se - 

m i c u a d r 5 t i c a  y  l a  a p l i c a c i b n  A - b i l i n e a l  a s o c i a d a  e s  no n u l a .  

Adem5s q  no e s  una forma A - c u a d r s t i c a .  

En e f e c t o ,  

q ( x + y )  + q ( x - y )  = (x+y12 + a ( x + y )  + (x -y12  + a ( x - y )  

2 
= 2x + z y 2  + 2ax 

= 2x2 + 2y 2 

c u a l e s q u i e r a  Sean x , y  e A .  Luego q  e s  una forma A-semicua- 

d r 5 t i c a .  

Por  o t r a  p a r t e  

2 2 q ( a . 1 )  = a + a 2  = 2a = 0  

Y 

o s e a  



e s  d e c i r ,  q  no e s  una forrna A - c u a d r s t i c a .  

C o n s i d s r e s e  ahora  l a  a p l i c a c i 6 n  $: AxA --> A a s o c i a d a  a  

9  

c u a l e s q u i e r a  Sean x ,y  e A .  

Como $ ( 1 , 1 )  = 2 . 1  # 0 e n t o n c e s  $ e s  A - b i l i n e a l  no n ~ l a . ~  

Surge  a h o r a  l a  p r e g u n t a :  i E x i s t e  un a n i l l o  A que v e r i f i  - 

que l a s  h i p Q t e s i s  de l a  p r o p o s i c i 6 n  1 . 2 . 1 ? .  

La r e s p u e s t a  e s  a f i r m a t i v a  como s e  v e r 5  a  c o n t i n u a c i 6 n :  

1 . 2 . 2 -  EJEMPLO. Sea Mn(Z/(6)) e l  a n i l l o  de l a s  m a t r i c e s  

cuadradas  de o rden  n  con c o e f i c i e n t e s  en e l  a n i l l o  Z /  - (6) 

s i d e r e s e  e l  s u b - a n i l l o  A de Mn(Z/ ) formado de l a s  m a t r i c e s  
(6)  

d e l  t i p o :  



donde 10s elementos al,...,an-l, b2,...,bn-l recorren Z /  (6) 
Es 

claro que A es un sub-anillo conmutativo con elemento unidad de 

Mn(Z/(6)). Si se toma: 

Entonces u # 0, 2a = 0, a2 = 31 y a 3  = a  (donde I  es la matriz 

identidad). Luego 

N6tese que 2 no es un elemento regular en A y que 

2 a  + a 3  # 0 para n - > 3. En efecto para n = 2 el elemento a  

se escribe 



2 y  como CI = a  r e s u l t a  que  a 3  = a  de donde a 2  + a  = 2a = 0 .  v 

1.3.-COMPARACION ENTRE LAS FORMAS A-CUADRATICAS Y LAS FORMAS A- 

SEMICUADRATICAS (CUYA APLICACION ASOCIADA ES A-BILINEAL). 

1 . 3 . 1 .  Considerese dadauna forma A - s e m i c u a d r ' i t i c a  q :  M ->A 

cuya a p l i c a c i d n  a s o c i a d a  $ :  M a  -> A e s  A - b i l i n e a l ,  l a  f u n  - 

c i d n  h que mide "cuanto"  q  no e s  A - c u a d r s t i c a  s e  d e f i n e  p o r  

ObsErvese que :  

E s t a  f u n c i 6 n  t i e c e  l a s  p r o p i e d a d e s  s i g u i e n t e s :  

h l )  h  # 0  s i  q  no e s  A - c u a d r s t i c a  

h2) h ( 1 , x )  = h ( 0 , x )  = h(a ,O)  = 0  p a r a  t o d o  a  e A y  p a r a  t o d o  

h3)  h(a+b,x)+h(a-b,x) = 0  ; b  = 0  entonces 2h(a,x.) = 0  

c u a l e s q u i e r a  s e a n  a , b  e A y  p a r a  t o d o  x  e M .  

2 2 h4)  h ( a b , x )  = h ( b , a x )  + b  h ( a , x )  = h ( a , b x )  + a  h ( b , x )  c u a l e s -  

q u i e r a  s e a n  a , b  e A y  p a r a  t o d o  x  e M. 

h5)  h ( a , - x )  = h ( a , x )  p a r a  t o d o  a  e A y  p a r a  t o d o  x  e M .  

Cabe p r e g u n t a r s e  a h o r a ,  con l a  ayuda de e s t a  f u n c i b n ,  c 6  - 

mo s e  pueden comparar  l a s  formas  A - s e m i c u a d r 5 t i c a s  (cuya  a p l i  - 
c a c i d n  a s o c i a d a  $ s e a  A - b i l i n e a l )  con  l a s  formas A - c u a d r s t i c a s .  



Con e s t a  i d e a  y  v i s t a s  l a s  p r o p i e d a d e s  de  l a  f u n c i S n  h ,  s e  d e f i - .  

n e  e l  s i g u i e n t e  A-mSdulo que s e  d e n o t a r a  H(A,M). 

Sea  H(A,M) e l  A-m6dulo de  l a s  a p l i c a c i o n e s  h :  AxM -> A que 

v e r i f i c a n  l a s  p r o p i e d a d e s  h l ,  h 2 ,  h3 ,  h 4  y  h 5 .  

1.3.1.1.EJEMPLO. S i  tomamos q  como en  l a  p r o p o s i c i S n  1 . 2 . 1 .  

p e r t e n e c e  a  H(A,M) y  e s  d i s t i n t a  de c e r o .  

Se d e s i g n a r a  con C1(A,N) e l  A-m6dulo de l a s  formas  A-semicua - 

d r 5 t i c a s  q  cuya a p l i c a c i S n  a s o c i a d a  @ :  MxF: -> A s e a  A - b i l i  - 

n e a l .  

Obse rvese  que  s i  q  e C1(A,M) e n t o n c e s  q  v e r i f i c a  l a s  p r o p i e  - 

dades  s i g u i e n t e s :  q ( 0 )  = 0  ; q ( x )  = q ( - x )  p a r a  t o d o  x  e M y  

$ ( x , x )  = 2q(x )  p a r a  todo  x  e M .  

1.3.2.-PROPOSICION. E x i s t e  una a p l i c a c i 6 n  A - l i n e a l  

cuyo nficleo e s  e l  A-mSdulo de  l a s  formas  A - c u a d r s t i c a s .  

DEMOSTRACION. Se d e n o t a r 5  p o r  C(A,M) e l  A-m6dulo de  l a s  f o r -  

mas A - c u a d r 5 t i c a s  y  con 
Yq 

: AxM -> A l a  a p l i c a c i 6 n  d e f i n i d a  

Par 
2 

yq ( a ,  x )  = q ( a x )  - a  q ( x )  



p a r a  t o d o  a  s A y p a r a  t o d o  x  G N. 

La z p l i c a c i 6 n  y :  C1 (A,?!) --> A ( A , M )  d e f i n i d a  y  (q)  = y  

s a t i s f a c e  l a  p r o p o s i c i 6 n .  Se p r o b a r 5  que 
Yq 

e II(A,M). En 

e f e c t o :  

En e f e c t o :  

2 
Yq (a+b) , x )  + y q ( a - b , x )  = q ( ( a + b ) x )  - (a+b)  q ( x )  + 

2 2 
= 2q(ax)  - 2a q ( x )  + 2q (bx) - 2b q ( x )  = 



En forna ansloga s e  v e r i f i c a  

b a s t a  d e s t a c a r  que  q ( x )  = q ( - x )  p a r a  t o d o  x  E M. Por  

o t r a  p a r t e  e s  c l a r o  que  l a  a p l i c a c i 6 n  

2 e s  A - l i n e a l  y que  q  E k e r ( y )  s i  y so la rnente  s i  q (ax ) - aq (x )=O 

p a r a  t o d o  x  e M ,  o  b i g n ,  s i  y s o l a m e n t e  s i  q  e s  una  a p l i -  

c a c i 6 n  A - c u a d r s t  i c a .  
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Luego, Ker(y)  = C(A ,M)  l o  que t e r m i n a  l a  d e m o s t r a ~ i 6 n . ~  

1-3.3.-PROPOSICION. S i  L e s  un A-m6dulo l i b r e  de d i -  

mensi6n 1, l a  a p l i c a c i 6 n  A - l i n e a l  

e s  s o b r e y e c t i v a .  

PEMOSTRACION. Sea h  e H(A, L) y  { e l  una base  de L .  Se 

d e f i n e  q :  L - >  A po r  q ( x )  = h ( a , e )  s i  x  = a e  donde a  e A .  E s  

c l a r o  que q  e s  una forma A - s e m i c u a d r 5 t i c a .  En e f e c t o ,  s i  

x  = a e  e  y  = be q ( x + y )  + q ( x - y )  = h ( a + b , e )  + h ( a - b , e ) =  0 Y 

por  o t r a  p a r t e :  

2q(x)  + 2q (y) = 2h(a ,e )  + 2 h ( b , e )  = 0 

F a l t a  n o s t r a r  que:  y  (q)  = h.  

Para  e s t o  s e  c a l c u l a :  



Se ha demostrado en tonces  que l a  s u c e s i 6 n  

e s  e x a c t a  s i  L e s  un A-m6dulo l i b r e  de dimensi6n 1. Luego 

C ( A , L )  = C(A,L) <===> H(A,L) = 0 

La p r o p o s i c i 6 n  1 . 3 . 3  puede s e r  g e n e r a l i z a d a .  Se v e r 5  e s t o  e n  

e l  d e s a r r o l l o  s i g u i e n t e :  

1.3.4.-PROPOSICION. S i  L e s  un A-mbdulo l i b r e  l a  a p l i c a  - 

c i d n  A - l i n e a l  y :  C1(A, L) -> il(A,L) e s  s o b r e y e c t i v a .  

En e f e c t o ,  s e a  h e H(A,L) y ( e i ) i e I  una b a s e  de L .  Se 

d e f i n e  q :  L-> A mediante  q ( x )  = 1 h ( a i , e i )  s i  x  = 1 a .  e  
i e I  i e I  1 i 

donde a i  e  A p a r a  todo i .  

E s  c l a r o  que q  e s  una a p l i c a c i d n  A-semicuadrBt ica  pues 

s i x =  1 a  e  e  y =  1 bi e i  en tonces  
i e I  i i i e I  
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y par  o t r a  p a r t e  

F a l t a  mostrar  que y ( q )  = h.  Para e l l o  s e  c a l c u l a :  



CAPITULO 2 

En e s t e  c a p i t u l o  s e  hace  una i n t r o d u c c i 6 n  a 1  e s t u d i o  de 

l a s  a p l i c a c i o n e s  A-cfibicas . 

Considerando a lgunos  r e s u l t a d o s  de l a s  a p l i c a c i o n e s  A-cua - 

d r s t i c a s ,  e n  p a r t i c u l a r ,  e l  "Teorema de R e p r e s e n t a c i 6 n  de  l a s  

a p l i c a c i o n e s  A - c u a d r g t i c a s "  s e  demuest ra  en d e t a l l e  e l  "Teore- 

ma de  R e p r e s e n t a c i 6 n  de l a s  a p l i c a c i o n e s  A-cfibicas" con e l  ob-  

j e t i v o  de proponer  y d e m o s t r a r ,  en e l  c a p i t u l o  t r e s ,  e l  t e o r e -  

ma hom6logo p a r a  e l  c a s o  de  l a s  a p l i c a c i o n e s  A-cuas icf ib icas .  

AdemBs, s e  demuest ran  o t r a s  p r o p o s i c i o n e s  p a r a  a p l i c a c i o -  

nes  A-cfibicas.  

Pa ra  empezar,  s e  r e c u e r d a  e l  Teorema U n i v e r s a l  d e l  Produc - 
t o  T e n s o r i a l .  

En l o  que s i g u e  a  c o n t i n u a c i 6 n ,  A d e n o t a r 5  un a n i l l o  con-  

m u t a t i v o  con e lemento  un idad .  

2.1.-DEFINICIONES PRELIMINARES 

2.1.1.-DEFINICION. Sean A un a n i l l o  conmuta t ivo  Y 



M , N , G  A-Yhdulos . Se d i c e  que una a p l i c a c i 6 n  f :  MxN -> G e s  

A - b i l i n e a l  s i  s e  v e r i f i c a n  l a s  c o n d i c i o n e s  s i g u i e n t e s :  

b l )  f :  MxN -> G e s  b i a d i t i v a  ( a d i t i v a  en  cada v a r i a b l e ) ,  o  

s e a ,  c u a l q u i e r a  que Sean x , x t  e M e  y , y t  e N s e  t i e n e :  

b2)  c u a l e s q u i e r a  que Sean x  e R, y  e N y a  e A s e  t i e n e :  

2.1.2.-DEFINICION. Sean M y  M dos A-m6dulos. Se d i c e  

que un A-m6dulo P e s  un p r o d u c t 0  t e n s o r i a l  de M p o r  N ,  s i  e x i s  - 

t e  una a p l i c a c i 6 n  A - b i l i n e a l  

que s e  l l a m a r 5  a p l i c a c i 6 n  cant jn ica ,  t a l  que ,  p a r a  todo  A-m6du- 

l o  H y  p a r a  t o d a  a p l i c a c i 6 n  A - b i l i n e a l .  

g :  MxN -> H 

e x i s t e  un d n i c o  A-homomorfismo de A-m6dulos 

que hace  conmutar e l  diagrama s i g u i e n t e :  



MxN 

E l  problema c o n s i s t e  e n  s a b e r  s i  e x i s t e  un t a l  p roduc to  

t e n s o r i a l .  

2.1.3.-PROPOSICION. Sean A un a n i l l o  conmuta t ivo  y M,N 

dos A-m6dulos. S i  e x i s t e  e l  p r o d u c t 0  t e n s o r i a l  de M p o r  N ,  e s  - 

t e  e s  finico s a l v o  isomorfismo.  

DEMOSTRACION. En e f e c t o ,  Sean P y P' dos p roduc tos  t e n -  

s o r i a l e s  de M p o r  N .  Se s a b e  que e x i s t e n  a p l i c a c i o n e s  A - b i l i -  

n e a l e s  

f :  MxN -> P y f ' :  MxN- > P'  

y por  t a n t o  A-homomorfismas f inicos de A-m6dulos 

7 ' :  P -> P ' y T: P' - > P 

que hacen que 10s diagramas s i g u i e n t e s  Sean conmuta t ivos :  

MxN f '  
/7 

> P' 
/ 

/ 
/ 



Luego, tambien  son  conmuta t ivos :  

MxN 
I 

f 

Por  l a  u n i c i d a d  de l a s  f l e c h a s  que hacen conmuta t ivos  t a l e s  dia - 

gramas s e  deduce que TOT' = I d p  y  T1oT = I d  
P" 

o se'a, que 

P  y  P' s o n  i somor fos  (como A-mBdulo) .p 

2 . 1 . 4 .  - E l  Producto  T e n s o r i a l  P,  s e  d e n o t a r g  por  P=M 8 N .  
A 

La imagen de un p a r  (x ,y )  e MxN p o r  l a  a p l i c a c i d n  

s e  i n d i c a  p o r  x  8 y .  Se t i e n e n  en tonces  l as  f6 rmulas  s i g u i e n t e s :  

c u a l e s q u i e r a  que Sean x , x l  e M ,  y , y l  e N y  a  e A .  

2 . 2 .  - EXISTENCIA DEL PKODUCTO TEXSORIAL DE A-E4ODULOS. 

2 . 2 . 1 . -  Sean A un a n i l l o  conmuta t ivo ;  bl y  N dos A-m6dulos; 
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A ( ~ ~ ~ )  e l  A-m6dulo l i b r e  de b a s e  MxN y (e  1 l a  
( x , y l  ( x , y k  F W J  

base  can6n ica  de A (MxN) como A-m6dulo. Sea 

> A ( X ~ N )  i: MxN - 

t a l  que 

(x ,Y> > e ( x , Y >  

l a  i n y e c c i 6 n  can6n ica  de c o n j u n t o s .  

N6tese que i: MxN -> A (MxN) no e s  m a  a p l i c a c i d n  A-bi  - 

l i n e a l .  Pa ra  que l o  s e a ,  debe s a t i s f a c e r  l a s  r e l a c i o n e s  i n d i c a  - 

das  en l a  d e f i n i c i 6 n .  

NOTACION. Se i n d i c a r 5  con R e l  A-subm6dulo de A (XXI'J) 
g e  

nerado  por  10s e lementos  de l a  forma:  

donde x , x l  e M; y , y l  e N y a € A. Sea P = A (WxN) e l A - m 6  'R - 

du lo  c o c i e n t e .  

Se mues t ra  que l a  a p l i c a c i 6 n  f :  MxN - > P compuesta de 
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l a  i n y e c c i 6 n  c a n 6 n i c a  i: NxN -> A (UxN) y  de l a  s o b r e y e c c i d n  

c a n 6 n i c a  n :  A (MxN -, e s  A - b i l i n e a l .  En e f e c t o ,  c u a l e s q ~ e  - 

r a  que Sean x , x l  e M e  y  e N ,  f ( x + x ' , y )  = lT(e(x+xl , y )  1 = 

= n ( e  (x+x '  , y )  - e  - e  + e  + e  
(x ,Y)  ( x l  , Y )  (x ,Y)  ( x l , y ) )  = 

- 
- "e(x,Y) ) + N e ( x ' , y )  1 = f ( x , y )  + f ( x l  , y )  

p u e s t o  que R = Ker(II) . 

Anslogamente s e  demues t r a  que 

c u a l e s q u i e r a  que Sean x  e M ,  a  e A e  y ,  y 1  e N e s t o  e s ,  

Sean a h o r a  K un A-mbdulo y  g :  MxN -> H una a p l i c a c i 6 n  

("J) A - b i l i n e a l .  Por l a  p r o p i e d a d  m i v e r s a l  d e l  A-m6Zulo l ib re  A , 
hay una (mica aplicacibn A-lineal g : A ( 'x~) -> 3 que hate conmu - 

t a r  e l  d iagrama s i g u i e n t e :  

MxN 



donde l a  f l e c h a  v e r t i c a l  e s  l a  i n y e c c i 6 n  c a n 6 n i c a .  

Como Z(e( ,  y ) )  = g ( x , y )  c u a l q u i e r a  que s e a  ( x , y )  e MxN , 
9 

en tonces  

c u a l e s q u i e r a  que Sean x , x '  e M ;  y , y '  e N y  a  e A .  

E s t o  d i c e  que g(R) = 0 y  p o r  l o  t a n t o ,  pasando a 1  c o c i e n  - 

t e ,  e x 5 s t e  una d n i c a  a p l i c a c i 6 n  A- l i n e a l  

que hace  conmutar e l  d iagrama 

donde l a  f l e c h a  v e r t i c a l  e s  l a  s o b r e y e c c i 6 n  c a n 6 n i c a .  Luego , 
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superponiendo 10s dos diagramas, se ve que el diagrama 

es conmutativo. 

Finalmente, hace falta probar que 

- 
es la Gnica aplicacidn A-lineal tal que g o  f = g. Para esto, 

se muestra que P es generado, como A-m6dul0, por Im(f). 

En efecto, si w e P, w = R(z) donde z e A (T~~xN) . Por lo 

tanto, 

donde 10s a 
(x,Y) 

e A. 

luego, 

y la afirmaci6n queda demostrada. 

(suma finita) 

Si ahora se supone la existencia de otra aplicacidn A-lineal 

h: P -> H tal que h o f = g entonces h o f = g o f, o sea, 



h y  g c o i n c i d e n  s o b r e  Im(f)  . Como Im(f )  genera  a  P  como A-m6 - 

d u l o  s e  s i g u e  que h = g . 

Es to  mues t ra  que P  e s  e l  p r o d u c t o  t e n s o r i a l  de  M p o r  N .  

Ya s e  v i 6  que s i  f :  NxN -> M @ N e s  l a  a p l i c a c i 6 n  A - b i l i n e a l  c a  - 
A 

n b n i c a ,  e n t o n c e s  Im( f )  g e n e r a  M Q N como A-mSdulo, o  s e a ,  s i  
A 

z e M Q N e x i s t e n  e l ementos  a i  e A ,  xi e M e  yi e N ,  i e I  ( f i n i  - 
A 

t o )  t a l e s  que:  

Luego, t o d o  e lemento  z e M fl N s e  e s c r i b e  de manera no necesa  - 
A 

r i a m e n t e  i in i ca ,  en l a  forma 

(suma f i n i t a )  

donde 10s xi e M y  10s yi e N p a r a  t o d o  i m V  

2.3.-  REPRESENTACION DE LAS APLICACIONES A-CUADRATICAS. 

2.3.1.-DEFINICION. Se d i c e  que una a p l i c a c i 6 n  q :  M -> N 

e s  A - c u a d r 5 t i c a  s i  s e  v e r i f i c a n :  

a c l )  q b x )  = a 2  q ( x )  p a r a  t o d o  ( a , x )  e A x  M 

a c 2 )  4 :  MxM -> N d e f i n i d a  p o r  $ ( x , y )  = q ( x + y )  - q ( x )  - q ( y )  e s  

A - b i l i n e a l ,  n e c e s a r i a m e n t e  s i m e t r i c a ,  y  s e  l lama a p l i c a c i 6 n  

A - b i l i n e a l  s i m e t r i c a  a s o c i a d a  a  q .  

2 .3.2.  TEOREMA. P a r a  t o d o  A-m6dulo M ,  e x i s t e  un A-m6dulo 



r 2  (M) y  una a p l i c a c i d n  A - c u a d r s t i c a  y :  M - > r2(M) t a l  que 

toda  a p l i c a c i 6 n  A - c u a d r g t i c a  q:  M -> N s e  f a c t o r i z a  de mane- 

r a  finica p o r  una a p l i c a c i d n  A - l i n e a l  g :  r2(M) -> N ,  e s  dec i r ,  

e s  conmuta t ivo ,  o  bib, C(A,M,N) s AomA(r2 (I!) ,N) ( i s o m o r f i s -  

mo de A-m6dulos).  

C(A,M,N) r e p r e s e n t a  e l  A-mbdulo de l a s  a p l i c a c i o n e s  A-cua- 

d r s t i c a s  d e  M en N .  

DEMOSTRACION. Cons ide rese  e l  A-submbdulo R de A(')x M Q N 
A 

generado p o r  10s e lementos  de l a  forma 

donde x , y  e M ,  a  e  A y  donde (ex)xeM e s  l a  b a s e  canbn ica  d e l  

(M A-m6dulo l i b r e  A . 



Se i n d i c a r g  p o r  

A 

l a  a p l i c a c i d n  compuesta ,  donde TI e s  l a  a p l i c a c i d n  A - l i n e a l  

s o b r e y e c t i v a  c a n d n i c a .  

Ahora s e  p r o b a r 5  que y e s  una a p l i c a c i d n  A - c u a d r s t i c a .  

En e f e c t o :  

luego  8 e s  A - b i l i n e a l  (puEs e s  A - l i n e a l ) .  

A c o n t i n u a c i d n  s e  p r o b a r 5  l a  e x i s t e n c i a  de g .  Sea @ l a  

a p l i c a c i d n  A - b i l i n e a l  s i m s t r i c a  a s o c i a d a  con q ,  e n t o n c e s  e x i s -  

t e  una a p l i c a c i d n  A - l i n e a l  d n i c a  f que v e r i f i c a  f  (x $) y )  = @(x,y) 



para todo x,y e M. (Ver diagrama siguiente). 

MxM > N 

Sea la aplicaci6n A-lineal h, que hace conmutar el diagra - 

ma siguiente: 

Ahora es claro que existe una aplicaci6n A-lineal k que 

verifica: 

E ( e x , ~  8 Z) = h(ex) + f (y B z) 

= q(x )  + @(y,z) 

para todo x,y e M (ver diagrama siguiente) 
A (W 



y e s  c l a r o  que ,  L s e  a n u l a  s o b r e  R .  En e f e c t o :  

(ve r  diagrama s i g u i e n t e )  

Por l o  t a n t o  e x i s t e  g :  M )  - N (g A - l i n e a l )  t a l  que 

(g 0 Y )  (x)  = q w .  

F ina lmen te ,  s e  p r o b a r 5  l a  u n i c i d a d  d e  g .  Supgngase que 

e x i s t e  una a p l i c a c i d n  A - l i n e a l  g ' :  r2(M) -> N t a l  que 

S i  s e  demuest ra  que Im(y) genera  r 2 ( K ) ,  en t a n t o  que 



A-mbdulo, e n t o n c e s  g '  = g .  

En e f e c t o :  10s e l e m e n t o s  d e  l a  forma (ex ,  y  @ I )  donde 

x , y ,  z  r e c o r r e n  H, g e n e r a n  A~ x M fl N ( e n  t a n t o  que A-mbdulo), 
A 

l u e g o  10s e l e m e n t o s  d e  l a  forma II(ex, y  8 z )  con  x , y , z  r e c o  - 

r r i e n d o  M g e n e r a n  r2 (M) ,  e n  t a n t o  que  A-m6dul0, donde 

e s  l a  s o b r e y e c c i b n  c a n 6 n i c a  y como 

e n t o n c e s  

{Y (XI  Ix&$ 

g e n e r a  r2(M) en t a n t o  que  A-mbdulo. V 

2.4.-APLICACIONES A-CUBICAS. 

2 .4 .1 .  -DEFINICION. Sean  M I , .  . . ,Hn y N A-mbdulos. Una 

a p l i c a c i b n  $I: M1 x .  . . x Mn -> N e s  A - m u l t i l i n e a l  , s i . e s  A-lineal 



en  c a d a  una d e  las  n  v a r i a b l e s ,  e s t o  e s :  

p a r a  t o d o  10s e l e m e n t o s  x i ,  Y i e Mi y  t o d o s  10s e s c a l a r e s  c,deA. 

2.4.1.1.-EJEMPLO. Sea M1 = I R m ,  M 2  = R" y  A= b h ( I R ) ,  

r e s p e c t i v a m e n t e ,  e l  e s p a c i o  de  m-up la s  s o b r e  IR , e l  e s p a c i o  d e  

n - u p l a s  s o b r e  IR y  e l  a n i l l o  de  m a t r i c e s  mxn s o h r e  IR . 

P a r a  m, - - ( a l , .  . . . , am)  

n 2  = (B1,. .  . . , Bn) 

Se d e f i n e :  

l a  m a t r i z  cuya ( i , j )  e n t r a d a  e s  a i  
j  

, @ e s  una a p l i c a c i b n  

A - m u l t i l i n e a l .  

En l a  d e f i n i c i b n  2 . 4 . 1  s i  n  = 2 ,  @ e s  l l amada  a p l i c a  - 

c i d n  A - b i l i n e a l  ( d e f i n i c i b n  2 .1 .1 )  y s i  n  = 3  @ r e c i b e  e l  nom - 
b r e  d e  a p l i c a c i b n  A - t r i l i n e a l .  P a r a  e s t e  d l t i m o  c a s o  s e  t i e n e  

e l  e j emplo  s i g u i e n t e :  

Sea  M i  = IR3 para todo i = 1 , 2 , 3  



para 

def inimos : 

$ es una aplicaci6n A-trilineal. 

2.4.2.-DEFINICION. Sean M y Y4 20s A-m6dulos. Se dice 

que una aplicacidn A-multilineal $: M" -> N es simgtrica , 
donde M" = Mx.. .xM n-veces, si cualquiera que Sean xl,.. .,xn 

en M y para todo o c Sn se tiene 

Si n =  2 y $: MxM->N es A-bilineal, $ es simgtrica si 

cualquiera que sea (x,y) c MxM se tiene $(x,y) = $(y,x). 

2.4.2.1. -EJEMPLO. Sea A un anillo, L = 4" el A-m6dulo 

libre de rango n y si(xl, ..., x ) con i = 1, ..., n las funcio - n 

nes simetricas elementales de n variables xl,. . . , xn, esto es: 
si: L - > A definidas por: 



en tonces  l a s  a p l i c a c i o n e s  L -> A d e f i n i d a s  por  

donde i = 1, . . . ,  n  son a p l i c a c i o n e s  A - m u l t i l i n e a l e s  s i m e t r i c a s .  

2.4.3.-DEFINICION. Sean A un a n i l l o ,  M y N dos A-mbdu- 

l o s ,  f :  M -> N una a p l i c a c i b n  y n  - > 1 un nfimero e n t e r o .  Se 

d i c e  que f  e s  una a p l i c a c i b n  A-n s i  l a s  c o n d i c i o n e s  s i g u i e n  - 

t e s  s e  v e r i f i c a n :  

n l )  f  (ax)  = anf  (x)  p a r a  t o d o  a  e A y p a r a  todo  x  e i?. 

2 ) 4 :  M" -> N d e f i n i d a  por  

p a r a  x l , .  . . xn r e c o r r i e n d o  M ,  e s  A - m u l t i l i n e a l .  

M" d e s i g n a  MxMx.. .xM n - v e c e s  y o b s e r v e s e  que (I e s  nece -  

s a r i a m e n t e  s i m e t r i c a .  Se d i c e  que e s  l a  a p l i c a c i b n  

A - n - l i n e a l  s i m g t r i c a  a s o c i a d a  a  f .  

S i  en l a  a p l i c a c i d n  A-n f :  M -> N s e  toma N = A s e  d i -  

c e  e n t o n c e s  que f :  M -> A e s  una forma A-n. 

E s  c l a r o  que una a p l i c a c i b n  A-2 e s  una a p l i c a c i 6 n  A-cua- 

d r 5 t i c a  y que una a p l i c a c i d n  A - 1  e s  una a p l i c a c i b n  A - l i n e a l .  



S i  n=3 s e  d i c e  que f  e s  una a p l i c a c i b n  A-cbbica.  En p a r  - 
titular s i  N = A s e  d i c e  que f e s  una forma A-cbbica.  En e s -  

t e  caso ,  l a  a p l i c a c i b n  A - t r i l i n e a l  a soc iada  .a f  e s :  

f :  M -> M $ V  @ E l  d e f i n i d a  por  f ( x )  = x  @ x  @ x  e s  wna 
A A 

a p l i c a c i b n  A-cfibica. 

En e f e c t o ,  s i  $ :  MxMxM - > M @ M @ M e s  l a  a p l i c a c i b n  
A A 

d e f i n i d a  por 

$ ( x  X X ) =  1 ( -113-p  (x .  +.  . .+  Xi 8 3  
l '  " i . .  - I1 P 

P 

don de 

s e  t i e n e  que:  



y ahora es claro que @ es A-trilineal. 

2.4.3.2. -EJEMPLO. Sean A un anillo, M3(A) el A-m6dulo 

de las matrices cuadradas de 3x3, la aplicaci6n determinante 

det: M3(A) - A definida por 

X +--> det (X) 

es una forma A-cbbica y su aplicaci6n A-trilineal simetrica 

asociada es la aplicacign 

aonde XI, X2, X3 son elementos de M3(A) y (X o (1) 9xO(2yxO(s)) 

designa la matriz cuya i-Esima columna es la i-6sima columna de 

la matriz X a(i) ' 

2.4.4. -0BSERVACION. Si f: I I  -> A es una forma A-cbbi - 
3 ca y @ :  K -> A es la aplicacign A-trilineal asociada a 

f. Para todo x e M se tiene: 

En efecto: 

~ , x , x )  = f(x) + f(x) + f(x) - f(x+x) - f(x+x) - 



= 3f (x)  - 3f (2x)  + f  (3x)  

= 3 f ( x )  - 24f (x)  + 2 7 f ( x )  

= 6f (x)  

= 3 ! f ( x )  . 

Se d e m u e s t r a ,  que s i  f :  M -> A e s  una forma A-n y  

$:  bin -> A e s  l a  a p l i c a c i 6 n  A - n - l i n e a l  a s o c i a d a  a '  f  e n t o n  - 

c e s  p a r a  t o d o  x  e M s e  t i e n e :  

$ ( x , x , .  . . ,x )  = n!  f  (x )  
V n - v e c e s  

Asf i  e n t o n c e s ,  s i  f  y  f '  s o n  dos formas A-cbb icas  de M en  

A y  s i  $ y  $ ' s o n  l a s  a p l i c a c i o n e s  a s o c i a d a s  a  f  y  f 1  r e s p e c -  

t i v a m e n t e  y  s i  $ = $ '  s e  t i e n e  6 f ( x )  = 6 f 1 ( x )  p a r a  todo  x  e M.  

Luego, s i  l a  homotec ia  d e f i n i d a  p o r  6  en  A e s  i n y e c t i v a  e n t o n -  

c e s  f  = f '  . 

2 .4 .5 .  - Dada una forma A-cf ibica f ,  l a  a p l i c a c i 6 n  A - t r i l i -  

n e a l  s i m g t r i c a  a s o c i a d a  a  f  e s  unfivocamente d e t e r m i n a d a  p o r  

f .  S i n  embargo, l a s  formas  A-cbb icas  d i f e r e n t e s  pueden p r o p o r  - 

c i o n a r  l a  misma a p l i c a c i 6 n  A - t r i l i n e a l  s i m g t r i c a  a s o c i a d a .  Ob - 

s e r v e s e  e l  e j  emplo s i g u i e n t e :  

Sean  M = Z 2  @ Z 2  , A  = Z 2  donde 



dos a p l  i cac iones  lineales diferentes cualesqulera. Entontes f Y g son 

formas A-cfibicas y l a  a p l i c a c i 6 n  A - t r i l i n e a l  s im6 t r i ca  a soc i a -  

da a  cada una c!e e l l a s  e s  l a  misma. 

En e f e c t o ,  s i  

y l a  a p l i c a c i g n  @ asoc iada  a  cada una de e s t a s  formas es  ce -  

ro .  Para e l l o ,  b a s t a  v e r i f i c a r  que:  
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donde { e l ,  e 2 1  e s  l a  b a s e  c a n d n i c a  d e l  A-m6dulo l i b r e  M .  

2.5.-REPRESENTACION DE LAS APLICACIONES A-CUBICAS 

2.5.1.  Sean  A un  a n i l l o ,  M un A-m6dul0, (ex)xeM l a  b a s e  

c a n 6 n i c a  d e l  A-m6dulo l i b r e  A y c o n s i d e r e s e  e l  A-subm6dulo 

3 (M) de A ( ~ )  x M Q M 8 M gene rado  p o r  10s e l emen tos  de l a  
A A 

f o rma : 

donde a r e c o r r e  A y x l ,  x 2 ,  x3 r e c o r r e n  M. 

S e  d e n o t a r s  p o r  



el A-m6dulo cociente y por 

la aplicaci6n compuesta, de las aplicaciones 

2.5.2. -LEMA. - Para todo A-m6dulo M, 

Y, : M -> r (I.!) 3 

es una aplicaci6n A-cbbica. 

Es c l a r ~  que para todo a e A y para todo x e M, 



d e s i g n a  l a  a p l i c a c i b n  d e f i n i d a  por  

en tonces  

Y3(x1, x z ,  ~ 3 )  = (0, x1 B x2 B x3 

donde l a  b a r r a  s i g n i f i c a  c l a s e  mbdulo R3(M). Luego Y 3  e s  

A- t r i l i n e a l  y en  consecuenc ia  Y 3  e s  una a p l i c a c i 6 n  A-cfibica.  

Se d i c e  que y3 e s  l a  a p l i c a c i b n  A-cfibica c a n b n i c a .  V 

2 .5 .3 .  -LEMA. P a r a  todo  A-mbdulo M ,  l a  f a m i l i a  ( Y ~ ( X ) ) ~ , ~  

genera  T3(M) en t a n t o  que A-mbdulo. 

En e f e c t o ,  r3(M) e s  generado ,  en  t a n t o  que A-mbdulo, por  

10s e lementos  ( e x ,  x1 8 x 2  8 x3) donde x ,x1 ,xZ ,x3  r e c o r r e n  

M .  Se s i g u e  que 

(ex,xl  8 x 2  B31 = y3(xI  + 1 (-11 3 - ~  y  (x. +...+ X. 
14 <. . .<i \< 3  l1 1 1.8 
- 1 P P  

2.5.4.-LEMA. - Para  t o d a  a p l i c a c i 6 n  A-cfibica f :  M -> N , 
e x i s t e  una y s o l o  una a p l i c a c i b n  A - l i n e a l  



que dej a conmutativo el diagrama siguiente: 

En efecto, si 

es la aplicaci6n A-trilineal simgtrica asociada con f, existe 

una Gnica aplicacidn A-lineal h: M 8 M 8 M -> N que 'dej a 
A A 

conmutativo el diagrama siguiente: 

donde la flecha vertical es can6nica. 

Por otra parte, consid6rese la aplicacidn A-lineal 

g: A (M > N 

definida por ex +> f (x) . 
ci6n A-lineal F: A(~)x M 6\ M 

A 

Entonces existe una Gnica aplica - 
B M - > N  dada por: 
A 



Como F(R3(M)) = 0, F pasa a1 c o c i e n t e ,  e s t o  e s ,  F de- 

f i n e  una a p l i c a c i d n  A- l inea l  

y :  r3(M) - > N 

v e r i f i c a n d o  o  y 3  = f .  

E l  lema 2.5.3 asegura  l a  un ic idad  de y .  

En e f e c t o :  Sup6ngase que e x i s t e  una a p l i c a c i 6 n  A - l i n e a l  

Como Im(y3) genera T3(M), en t a n t o  que A-mbdulo, enton- 

ces  F'= v 

2.6. - Crrr\RS PROPOSICIOm SOBRE APLICACIONES A- CUBICAS 

2.6.1. -PROPOSICION. Para toda a p l i c a c i 6 n  A - l i n e a l  

g: M - > M '  

e x i s t e  una 6n ica  a p l i c a c i 6 n  A - l i n e a l  denotada 

r 3 ( g ) :  r3(W - r3(M1) 



que  d e j a  c o n m u t a t i v o  e l  d i a g r a m a :  

M A> M' 

donde l a s  f l e c h a s  v e r t i c a l e s  s o n  l a s  a p l i c a c i o n e s  c f i b i c a s  can6  - 

n i c a s .  AdemZis, s i  g ' :  M 1  - > M1' e s  o t r a  a p l i c a c i 6 n  A - l i n e a l ,  

s e  t i e n e  

r 3 ( g 1  0 6)  = r 3 ( g 1 )  0 r 3 ( g )  

y p a r a  t o d o  A-mbdulo M ,  

donde Idhl: M -> M e s  l a  a p l i c a c i d n  i d e n t i d a d  de  M. 

E s t a  p r o p o s i c i 6 n  e s  una c o n s e c u e n c i a  i n m e d i a t a  d e l  lema 

2 . 5 . 4 .  v 

2.6.1.1.-OBSERVACION. Una c o n s e c u e n c i a  t r i v i a l  de l a  p r o  - 

p o s i c i d n  2 . 6 . 1  e s  q u e  s i  g :  M :>M' e s  un isomorfismo de A-m6- 

d u l o s ,  t amb ign  l o  e s  



Por o t r a  p a r t e ,  e s  una v e r i f i c a c i 6 n  t r i v i a l  que s i  

e s  una a p l i c a c i 6 n  A - l i n e a l  sob reyec t iva  entonces  

e s  t a m b i h  sob reyec t iva .  

En e f e c t o ,  l a  a p l i c a c i 6 n  f :  A - > A ,  d e f i n i d a  por 

f ( a )  = a 3  e s  una forma A-cfibica, luego e x i s t e  una Onica a p l i -  

cacibn A - l i n e a l  g: T3(A) - > A que de j a  conmutativo e l  d i a  - 

grama s i g u i e n t e :  

ahora b ign ,  T3(A) e s  generado,  en t a n t o  que A-mbdulo, por 10s 

elementos y3(a )  con a  r eco r r i endo  A .  

3  Como y3 (a )  = a  y3 (1) entonces  T3(A) e s  un A-mddulo gene- 

rado por  y 3 ( l ) .  La ecuacidn g(y3 (1) )  = f  (1) = 1 d i c e  que g  es 

sob reyec t iva .  Pero e s  ev iden t e  que g  e s  tambi6n i n y e c t i v a ,  l ue  - 
go g  e s  un isomorfismo de A - m b d u l ~ s . ~  



En e s t e  c a p l t u l o  s e  i n t r o d u c e n  l a s  a p l i c a c i o n e s  A - c u a s i c b b i -  

c a s  y s e  p r e s e n t a  y demuest ra  e l  "Teorema de Represen tac idn  d e l a s  

a p l i c a c i o n e s  A - c u a s i c b b i c a s " ,  s i g u i e n d o  una c o n s t r u c c i 6 n  s i m i l a r  

a  l a  que s e  us6 (en  e l  c a p f t u l o  dos )  p a r a  demos t ra r  e l  Teorema de 

R e p r e s e n t a c i d n  de l a s  a p l i c a c i o n e s  A-cbb icas .  

Como ha s i d o  u s u a l  en e l  p r e s e n t e  t r a b a j o ,  A r e p r e s e n t a  un 

a n i l l o  conmuta t ivo  con e lemento  un idad .  

3.1.-APLICACIONES A-CUASICUBICAS 

3 .1 .1 .  -DEFINICION. Sean M y N dos A-mddulos. l h a  a p l i c a c i 6 n  

f o :  M -> N s e r 5  l l amada  A-cuas ic f i6 ica ,  s i  s e  v e r i f i c a n  l a s  cond i -  

c i o n e s  s i g u i e n t e s  : 

C.C1) f o ( a x )  = a 3  f o ( x )  p a r a  todo  ( a , x )  e AxM 

C.C2) @ :  MxMxM-> N d e f i n i d a  p o r  

@hl' X 2 ,  ~ 3 )  = f o ( x l )  + f o ( x 2 )  + f o ( x 3 )  - f o ( x l  + X2) 

- f o  (xl  + x3) - f o  (x2+x3)  + f o  (x1+x2 + x3) 

p a r a  todo  (x1,xZ,x3) e MxMxM e s  Z - t r i l i n e a l ,  s i m g t r i c a  y 

s e  l l ama  a p l i c a c i 6 n  Z - t r i l i n e a l ,  s i m e t r i c a  a s o c i a d a  con 

f o  



S i  s e  deno ta  p o r  Ko(A,M,N) e l  A-mbdulo de l a s  a p l i c a c i o -  

nes  A-cuas icf ib icas  y con K(A,M,N) e l  A-mbdulo de l a s  a p l i c a c i o  - 

nes  A-ofibicas,  e s  c l a r o  que K(A,M,N)C Ko(A,M,N), en t a n t o  que 

A-mbdulo. Tambien, s e  obse rva  f a c i l m e n t e  que Ko(Z,M,N) = K(Z,M,N). 

3.1. 2.-PROPOSICION. S i  M y N son dos Q e s p a c i o s  v e c t o -  

r i a l e s  e n t o n c e s  

DEMOSTRACION. Sea f o  E Ko(Q,M,N). B s  s u f i c i e n t e  v e r i f i  - 
c a r  que s i  $ e s  l a  a p l i c a c i b n  s i m e t r i c a  a s o c i a d a  con f o ,  s e  

t i e n e :  



luego 

y en consecuencia 

3.2.-REPRESENTACION DE LAS APLICACIONES A-CUASICUBICAS 

3.2.1. -TEOREMA. Para todo A-m6dulo M, existe un A-m6du- 

lo rj(M) y una aplicacidn A-cuasicbbica yj: M --> r 1  (M) tal 3 

que toda aplicaci6n A-cuasicbbica f : M - 
0 

> N se factoriza 

de manera bnica por una aplicacidn A-lineal To: ri(M) - N, 

es decir, el diagrama siguiente: 

es conmutativo. 

0 bib, dicho en otros terminos, existe un isomorfismo 

de A-mbdulos, 



DEMOSTRACION. C o n s i d e r e s e  r 3  (H) con  s u  e s t r u c t u r a  n a t u  - 

r a l  de  grupo  a b e l i a n o  y d e n 6 t e s e  p o r R j ( M ) e l  A-subm6dulo de  

gene rado  p o r  10s e l e m e n t o s  de  l a  forma:  

donde a  r e c o r r e  A y  x r e c o r r e  M. 

Ademgs, s e  d e n o t a r a  p o r :  

e l  A-m6dulo c o c i e n t e  y  p o r  

l a  a p l i c a c i 6 n  compues ta ,  donde II e s  l a  s o b r e y e c c i 6 n  c a n 6 n i c a .  

S e  a f i r m a  e n t o n c e s  que  y i  e s  una a p l i c a c i d n  A-cuas i c f ib i ca .  En 

e f e c t o :  



cualesquiera sea x en M y para todo a en A .  

C . C . 2 . )  Sea @ '  la aplicacidn asociada con y j  , 

donde @ es la aplicacidn simetrica A-trilineal asociada con y  3 ' 

Ahora es claro que @' es Z-trilineal. 



Por o t r a  p a r t e ,  s e a  f o  una a p l i c a c i b n  A-cuasicdbica .  

E s  c l a r o  que f o  e s  una a p l i c a c i b n  Z-cbbica, luego e x i s t e  una 

bnica  a p l i c a c i 6 n  Z - l i n e a l  

t a l  que 

f o y 3 = f  0 

La a p l i c a c i b n  de A x  r3(M) - > N d e f i n i d a  por 

e s  Z - b i l i n e a l ,  luego e l l a  s e  f a c t o r i z a  de manera bnica  por una 

a p l i c a c i b n  Z - l i n e a l  

que d e j a  conmutativo e l  diagrama s i g u i e n t e :  

AdemBs, .r e s  A - l i n e a l ,  porque, 



p a r a  todo  a , b  en  A y p a r a  todo x en  M. 

Por o t r a  p a r t e ,  como 

p a r a  todo a  e A y p a r a  t o d o  x  e M ,  e n t o n c e s  

y e s t o  demuest ra  l a  e x i s t e n c i a  de Yo (por  paso  a 1  c o c i e n t e ) ,  e s  

d e c i r ,  s e  acaba  de demos t ra r  que e x i s t e  una a p l i c a c i 6 n  A - l i n e a l  
- 
f o  t a l  que 

7 o y j =  
0 f o  - 

Ahora supongamos que e x i s t e  o t r a  a p l i c a c i b n  A - l i n e a l  

h :  ri(M) -> N 

que v e r i f i c a  

e n t o n c e s  

h o y j -  - f o  

h  o  y j  = To o y j  



i m p l i c a  que h y % c o i n c i d e n  s o b r e  Im(y j )  y s i  s e  demues- 

t r a  que Im(y;) g e n e r a  r;(M), e n  t a n t o  que A-m6dulo en tonces  

Es to  e s  c i e r t o ,  como s e  v e r 5  a  c o n t i n u a c i 6 n .  Los generadores  

de A 8 r3(M), en  t a n t o  que A-mbdulo, s o n  de l a  forma 1 @ y3(x)  
z 

con x e M .  Como 10s y3(x)  generan  r3(M), en t a n t o  que A-mbdu - 

l o ,  e n t o n c e s  10s y;(x) = n ( l  8 y 3 ( x ) )  generan  r;(M) .p 
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