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INTRODUCCION

Todos los anillos considerados en este trabajo son conmutativos y tie
nen identidad. Ademids suponemos que los subanillos de un anillo tienen la
misma identidad del anillo. Sea D un dominio de integridad con‘cuerpo
de cocientes K . Un sobreanillo de D es un subanillo de K que contie
ne a D . Si cada sobreanillo de D es un anillo de cocientes de D , se
dice que D tiene la propiedad QR vy si cada sobreanillo de D es una
interseccidon de anillos de cocientes de D , se dice que D tieme la pro
piedad QQR . Un dominio notheriano D tiene la propiedad QR si y solo
si D es un dominio de Dedekind, tal que alguna potencia de cada ideal
es principal ([ 27], p. 100) y un dominio D tiene la propiedad QR si
y solo si D es un dominio Priifer tal que el radical de cada ideal fini
tamente generado es el radical de un ideal principal ([:3:], p. 500). En
[:4:], Gilmer Y Heinzer prueban que un dominio integramente cerrado D
tiene la propiedad QQR si y solo si D es dominio Priifer. Tambi&n prue
ban que si D es dominio local que no es anillo de valoracidn enton-
ces D tiene la propiedad QQR si y solo si no hay dominios entre D vy

D (= clausura entera de D), D es dominio Priifer y el ideal maximal

de D es no-ramificado.

En [:1—1, 7. 152 se da la definicidn de anilios con pocos divisores
de cerc. El objetivo de este trabajo es extender los resultados menciona-
dos antes, a esta clase de anillos (proposiciones 3.6, 3.7 del capitulo 3,

4.8 y 4.19 del capitulo 4).

De 1a misma forma que los dominios de valoracidn son importaiites en el
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estudio de dominios Priifer y por consiguiente, de las propiedades QR vy
QQR en dominios, los anillos de cuasivaloracidn ([:1:], p. 153) son im -
portantes para nuestro propdsito. Por esta razdn, en el capitulo 1 los'es
tudiamos con algin detalle. Las proposiciones 1.10, 1.11 y 1.16 se refie-
ren a la existencia de anillos de cuasivaloracién y la proposicidn 1.12
relaciona la clausura entera de un anillo con pocos divisores de cero,
con sus sobreanillos de cuasivaloracidn. La proposicidn 1.18 da una pro -
piedad de la interseccidn de un nimero finito de anillos de cuasivalora -

cidn que generaliza (11.11) de [:6:].

En el capitulo 2 exponemos dos caracterizaciones de P-anillos con po-
cos divisores de cero (provosiciones 2.1 y 2.6) y una caracterizacidn de
ideal no-ramificado en esta clase de arillos. Una extensa lista de carac-
terizaciones de P-anillos que son dominios de integridad (Dominios Prii -

fer) es dada en [1] capitulo 6.

Finalwente, algo respecto a la notacidén. Fn general, usamos la misma
de r'l:]. La inclusidn de conjuntos la notamos con C y la inclusidn es

tricta con ( .

Quiero expresar aqui mi agradecimiento al Dr. Raj Markanda quien me

dirigid en este trabajo.

Mérida, Abril 1981 Heraando Gaitan

HG/1el. -



CAPITLLO 1
ANILLOS DE CUASIVALORACION

Un anillo R con 1 se dice que tiene pocos divisonres de cenro
si el conjunto de los divisores de cero de R es una unidn finita de i
deales primos de R . Los anillosnoetherianos (teeorema 7.13 y proposi-
cidn 4. 7 de [:Sj) y los dominios de integridad tienen pocos diviso -
res de cero. E1 andllo total de cocientes de un anillo R, es el ani
1llo S~ 'R donde S es el conjunto de los elementos regulares (no—diyi
sores de cero) de R . Un 4cbreanillo de R , es un subanillo del ani
1llo total de cocientes de R , que contiene a R . Witese jque si T es

sobreanillo de R, R y T tienen el mismc anillo total de cocientes.

Un divison primo maximal del ideal cerv en un anillo R, es un i
deal P de R , maximal respecto a la prcpiedad de no contener elemen-
tos regulares; un tal ideal es necesariamente primo. Exponemos a conti
nuacidn, algunas propiedades importantes de los arillos con pocos divi

sores de cero.

PRCPOSICION i.1 Sea R wun #nille con ! . las siguientes afirma-

ciones son equivaieantes: (1) R rtiere pocos diviscres de cero. (2) El
ideal cero tiene solo un nimero finito de divisores primos maximales.
(3) K, ei anillo total de cocicntes de R , tiene sole un nimero fi-

nito de ideales maxinales.

Prueba. (1) => (2) Sea U el ~oajunco de los divisores de cero de
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R v P1, ..., Pn ideales primos de R tales que D =1U._.P. . Si P
es un divisor prime maximal del ideal cero, P C D . Entonces P Q_Pi
para algin i , (proposicidn .1.11 de [:5:]), luego P = Pi'

(2) == (3) Resulta de la correspondencia biunivoca entre ‘los idea-

les, primos de K = s™1ir y los ideales primos de R que no cortan a §

(S = elementos ragulares de R).

(3) => (1) Si My, ..., Mn son los ideales maximales de K , es

- - n
= \ N
facil ver que D Ui=1(Mi 1 R).

Como consecuencia de la proposicidn anterior, se tiene que un sobre
anillo de un anillo con pocos divizores de cero, tiene tambi&n pocos di

vigores de cero.

Un ideal de un anille R se dice #regular si contiene al menos un
elementc regular. Si un ideal A es generado por un conjunto {xa} es~-
cribimos: A = (xa) . La siguiente proposicidn nos dice que un ideal
de un anillo con pocos divisores de cero es generado por sus elementos

regulares si dicho ideal es regular.

PRCGPOSICION 1.2 31 R es un anillo con pocos divisores de cero en-
tonces: (1) Dados a,b € R con b regular, existe u € R tal que
a + ub es regular. (2) Cada ideal regular de R es generado por sus e
lementos regulares. (3) Si T v T' son sobreanillos de R, TC T’

si y solo si T' contirne _os elementos regulares de T.

Prueba. (1) Sea T el cenjunto de los divisores de cevo de Ry



Piy, «u-, Pn ideales primos de R tales que D = U;l:lPi . Podemos supo

ner que para cada par i,j , Pi £ P. .Si a es regular tomese u = 0.

. n - .. .
Si a € ni-lPi tomese u = 1 . Si ninguno de los anteriores es el caso,

T n
3 - - - n - LY -
podemos suponer sin perdida de generalidad que a € i=1Pi Ui=r+1Pi pa

- . s n
ra algin r , 0 < r < n . Por la proposicidn 1.11 de [Ei], ni=r+1Pi ¢

A U?_ pP. - Sea entonces u € A UF_ P. . Se verifica facilmente
i=1"1 i=r+l i i=]1" 1

que a + ub ¢ D .
(2) Sea A ideal regular de R ; A = (aa). Fijemos un elemento regu-
lar b de A . Por (1), hay un u, € R tal que a, + uab es regular.

Ahora, A = (b,a + ub) .
a o

(3) Surongamos cue T' contiene los elementos regulares de T . Sea
2 € T arbitrario; z = a/b donde a,b € R, b regular. Por (l), existe
u € R tal que a + ub es regular. Ahora, (a + ub)/b = 2z + u es regular
y estd en T . Por la hipdtesis, z + u € T' asi que z € T' . Lo que

falta es obvio.

Dado P wun ideal primo del anillo R , con S(P) se denota el con -
junto de los elementos regulares de R - P . Clarezmente, S(P) es un sub
conjunto multiplicativamente cerrado (s.m.c., abreviadamente) de R ; con

RS(P) se denota al anillo de cocientes S(P?) 'R de R . Nitese que si

P es regulsr, PR es el {nico ideal regular maximal de

S(P) Rsepy -

PROPOSICION 1.3 Si R es un anillo distinto de K , su anillo to -

tal de cocientes, R = donde P recorre el conjunto de los i -

OpRg (p)



deales regulares maximales de R .

Prueba. Es claro que R C N R Sea z € K-R; z=a/b donde

s(pP) ~

a y b estinen R y b es regular., Entonces (b):(a) es ideal re-

gular propio de R por tanto, hay un ideal maximal P de R que con~-

tiene a (b):(a) . Es facil ver que z = a/b ¢ RS(P)

Nota. Si R es igual a su anillo total de cocientes, R no tiene

ideales maximales regulares.

PROPOSICION 1.4 Sea R un anillo con pocos divisores de cero. Si

P y Q son ideales primos regulares de R, P C Q siy solo si
R CR .
S(Q) = "s(p)

Prueba. Supongamos que P C Q . Sea x € R x = a/b donde

s(Q °*

a€R y b e S(Q. Entonces b € S(P) , asi que x € R . Supongamos

S(P)
ahora que RS(Q) Q-RS(P) . Sea b un elemento regular de P . Si b £ Q,

por la hipGtesis 1/b € R ; luego 1/b =c/d, donde c € R y d €

S(P)
€ S(P) . Pero entonces d = bc € P , una contradicecidn. Ahora, en vir -

tud de la proposicién 1. 2, P C Q.

PROPOSTCTON 1.5 En un anillo R con pocos divisores de cero, las
siguientes afirmaciones son equivalentes: (1} Si A y B son ideales
regulares de R, ACB o BC A . (2) SI x es un elemento regular

del anillo tectal de cocientes de R, x € R o© x~! e R .

Prueba. (1) ==> (2) Sean a y b elementcs regulares de R tales



que x = a/b . Por la hipdotesis (a) C (b) o (b) €C (a) de donde x € R

(2) = (1) Supongamos que A £ B . En virtud de la proposicidm 1.2,
podemos elegir un elemento regular a € A-B . Sea b € B, b regular,

entonces a/b ¢ R, luego por la hipdtesis, b/a € R 1lo que implica

b € A . Ahora, de nuevo por la proposicidn 1,2, B C A .

Un anillo R con pocos divisores de cero que satisface las condicio-
nes equivalentes de la proposicidn 1.3 se llama un anillo de cuasivalora
c{6n . Observese que si R es un anillo de cuasivaloracidn distinto de
su anillo total de cocilentes, el ideal generado por los elementos regula-
res de ¥ que nc son unidades de R , es el {nico ideal regular maximal
de R . Si R es igual a su anillo total de cocientes, R no tiene idea

les ragulares propios.

Dado un anilio R , se dice que es Jintegramente ceuado , si R es
integramente cerrado en su anillo total de cocientes. Con R denotamos

la clausura entera de R en su anillo total de cocientes.

PROPOSICION 1.5 Si P es aniilo de cuasivaloracién entonces: (1) R
es 1ntegramerte cerrado. (2) Cada sobreanillo de R es anillo de cuasiva

loracidn.

Prueba. (1) F § § s claro. Para probar ﬁ'Q\R basta probar, en

virtud de la proposicidn 1.2, que todo elemento regular de R estd en

- n+l
R . Sea x un elemento r=gular de R , entonctes X =rg +Tix + ... +

o} ) - -n 1-u .
+ rnx , ri ER.Si x !eRr , ¥ T 19X 4+ rix + ... + rn € R . S1



x! @R, x € R por ser R anillo de cuasivaloracidn.
(2) Es claro de la definicidn.

PROPOSICION 1.7 Sea R un anillo de cuasivaloracidn con anillo to

tal de cocientes K . Si T es un sobreanillo de R con ideal regular

maximal M , T = RS(MOR)
P . . Si -l
nueba. Sea x un elemento regular de T Si x ¢ RS(MOR) , X
n . - [
€ (M R)RS(MOR) s puesto que RS(MOR) es anillo de cuasivaloracion y
(MOR)RS(MOR) su Gnico ideal maximal regular. Podemos escribir entonces,

x"! =a/b, donde a € MOR y b € S(MOR) . Pero entonces b = xa € T™

C M, una contradiccién. Se sigue ahora de la proposicidn 1.2 que T C

c

R . La otra contenencia es clara.
= “S(MOR) “

PROPOSICION 1.8 Sea R un anillo con pocos divisores de cero, dis-
tinto de su anillo total de cocientes y con la propiedad de que para ca-

da ideal maximal regular M de R es anillo de cuasivaloracidn.

i Rs(M)

Entonces, todo sobreanillo T de R tiene esta misma propiedad; ademis,
T=0R donde N recorre el conjunto de los jdeales maximales re-
gulares de T .

Prueba. Sea N ideal regular maximal de T . Como N N R es ideal
regular primo de R , podemos elegir M , ideal regular maximal de R tal

que, N O R CM . Luego, por la proposicidon 1.4, y como

Rsony & Rseng)

RS(NOR) E-TS(N) R TS(N) es anillo de cuasivaloracidn (preposicidn 1.4).

Ahora, es facil ver que NT = (NOR)R ; de aqui, y por

savy 7 Rg(nor) S (NOR)

ser anillo de cuasivaloracidn, se sigue que

Rs (NoR) Tsw) = Rsngr)

ine r icid . = 0
Finalmente, por la proposicidén 1.3, T RS(NOR)
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LEMA 1.9 Sea R wun anillo con pocos divisores de ceroy A un i -
deal regular de R , propio. Entonces, existe un sobreanillo de cuasiva-

loracién V de R tal que AV # V
Prueba. Igual a la del teorema 56 de [j8:}.

PROPOSICION 1.10 Sea R un anillo con pocos divisores de cero y M
un ideal regular maximal de R . Entonces, hay un sobreanillo de cuasiva

loracidn V de R con ideal maximal regular N tal que NN R =M.

Prueba. Por el lema 1.9, hay un sobreanillo de cuasivaloracién V de

tal que ( )V #V , Tal V , satisface las condiciones de 1la

Rsam MR¢ (M)

proposicidn,

PROPOSICION 1.11 Sea R wun anillo con pocos divisores de cero. Si
P y M son ideales regulares primos de R con P CM , M maximal,
existe V , sobreanillo de cuasivaloracidn de R, y P, , M, ideales pri
mos regulares de V tales que P, 0O R=P ,y M, 0O R=M, siendo M,

el ideal regular maximal de V

Prueba. En virtud de la proposicidn 1.10, podemos elegir W , sobre -

anillo de cuasivaloracidn de R tzal que ¥ N R siendo

spy - PRgepy o

N el ideal regular maximal de W . Como PRO(P) N R =P, se tiene que
e

S(pP)

NOR=1 y por eso, R/P se pueue considerar como subanillo de W/N .
Por (11.9) de [6:], hay un anillo de valoracién T de W/N con R/P C
Q_T , tal que (G N (R/P) = M/P |, siendo Q , el ideal maximal regular de
T . Sea ¢ W= W/N el homemorfismo camdnico v V = ¢ !(T) . Tenemos

entonces ~1 siguiente diaprama:



R’P C T C WN

vy se verifica lo siguiente: (i) V es sobreanillo de cuasivaloracidn de
R . (ii) P = NNV es ideal regular primo de V y P; O R =P . (iii)
M = ¢"i(Q) es el ideal maximal regular de V y M; 0 R =M . Ademis

P, C M, . En realidad, sucede que NCV y T = V/N

PROPOSICION 1.12 Sea R un anille con pocos divisores de cero. En -
tonces R , la clausura entera de R , es la interseccidn de todos los so

breanilles de cuasivaloracidn de R

Prucba, Sea {Va} la familia de los sobreanillos de cuasivaloracidn
de R . Claramente, R (C O%Va (ilos VO son Integramente cerrados). Sea
ahora vy un elementc regular de ﬂaVa 3 con un razonamiento igual al u-

sado en la prueba del teorema 57 de T—S:] se concluye que vy € R . Luego,

por la proposicidn 1.2, 0V CR .
I8 ('l haa

X

COROLARTIO 1.13 Si R tiene pocos divisores de cero y un {nico ideal
maximal regular M , R es la interseccidn de todos los sobreanillos de
cuasivaloracidon Vv de R vcon ideal regular maximal N tal que N O R =

=M

Prueba. Sea W un sobreanille de cuasivaleracion de R con ideal ma
ximal regular P tal cue P 0O 1 C M . Entonces, R/(P O R) se puede con

siderar como subanillo propio de W/P . Por (11.9) de [:6'1, hay un anillo



de valoraciédn T de W/P con R/(P 0 R) C T y con ideal maximal regu -
lar Q tal que Q 0 R/(P N R) = M/(P 0O R) . Sea ahora & W —> W/P el

homomorfismo candnicoy V = @”l(T) . Se verifica entonces que y es so-
breanillo de cuasivaloracidn de R, V E'w y N = @'I(Q) , su ideal ma-
ximaliregular, es tal que N 0 R = M ., Ahora el corolario se sigue de la

proposicién 1.12.

LEMA 1.14 Sea R wun anillo y K su anillo total de cocientes. En -
tonces, si X es un elemento regular de K , cada elemento de R[:x:] ]

0 R[x—lj es entero sobre R .

Prueba. Sea b g R| x nRr{ x! . Entonces existen elementos v,
L

sees Vo5 U0, e, u de R tales que
m - -n
b=vyg+vx+ ... +vx =u,+u;x 4+ ... +ux
m n
de donde
. ™ i+] .
bxl = y v.x s I <1 <n-1
~ ‘j=0 J
i n i
bxt = 5. u,x ] . n < i < nimtl

En consecuencia, bM ( M siendo M el R-mGdulo generado por 1, x, ...,

n+m- 1 . \
X Sea ¢ M —» ¥, 4{(z) = bz ; entonces pcr la proposicién 2.4

de T—S_W, k  es entero sobre R .
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PROPOSICION 1.15 Sea R un anillo con pocos divisores-de-cero, in
tegramente cerrado y P , un ideal regular primo de R . Si t es un e
lemento regular del anillo total de cocientes de R que es raiz de un

o t-l ek .

polinomio f(x) € RI:X:[ - P[x:[ entonces t € R S(P)

S(P)
Prueba. No se pierde generalidad si suponemos que P es el {nico
ideal regular maximal de R ; de no ser asi, pasando al anillo T =
RS(P) » Q= PRS(P) es el {nico ideal maximal regular de T , f(x) €
n
T[}:]‘— Q[}:] y TS(Q) = RS(P)' Sea f(x) = a_x + ... +ag yt=a/b,

(1)

a y b elementos regulares de R .

Caso 1 a_ ¢ P . Si a es regular, an'1 €R y t es raiz del po
linomio mdnico an'lf(x) , luego t € R . Si a es divisor de cero,
sea s un elemento regular de P ; entonces por la proposicidn 1.2, e-
xiste u € R tal que d = a + ub"s es regular y como a ¢ P, d€P, por

n-1

tanto, d-! € R. Ahora, t es raiz del polinomio x® + d~la X +

n~1
+ ...+ d_l(ao-usan) , luego t € R .
Caso 1T ap ¢ P . Ya que t™! es raiz de aoxn + alxn—l + ... F a_ s

razonando como en el Caso I, se concluye que t~1 € R .

Caso 117 a vy ag estan en P . Como f(x) £ P[}{} , sea a, £ P,

. . . n i+l i
< S - Ya X t cee . = - a4, -
0 i< n Ya que t es raiz de f£(x), a + + a1+1t alt
- ~ a de donde, multiplicandc por t“i b=a tn.i + + a t =
cee 0 ’ P > P ’ n PRI i+l
=-a - ... - aot:—1 ; asi que b € R[}iﬁ n R[}-l:} y por el lema 1.14,
bex.SibgP, como ant“"1 + ... *+a .t -b=0, por el Caso II,

t™' e R .Si beP, b+ a; £ P v yaque (b+ ai)t1 + ai__ltl‘-l + ... T

+ an = 0, por el Casc I, t € R.
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PROPOSICION 1.16 Dados, R un anillo con pocos divisores de cero,
integramente cerrado y P wun ideal regular primo de R . Si RS(P) no
es anillo de cuasivaloracidn, hay un sobreanillo de cuasivalorag¢idon V,

de R e ideales regulares primos P; y M; de V, tales que P, N R =

Prueba. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que P es el
Unico ideal regular maximal de R . Sea t un elemento regular del ani-
1llo total de cocientes de R tal que ni t ni t~! estdn en Re(p)

. . n
Afirmamos que P[}:] NR =P, en efecto: s1i pr + ... + pnt = a €R -

- P, Py €P, (pg-a)+ ...+ pntn = 0 vy por la pronosicidn l.15, t

o t™! estd en RS(P) , una contradiccidn. Ahora podemos considerar a

R/P como subanillo de R[:é]/P[:ﬂ] . Afirmamos que t , la clase de t

- .o — —n
mdodulo P[}j , es trascendente sobre R/P , en efecto: si ant + ... +

— — - . n
+a; =0, a; la clase de a; € R mddulo P , ant + ... + ag €

€ P[ﬁj y gracias a la proposicidn 1.15 se concluye que a; € P, 1< 1~

A

< n . Entonces, (R/PY[ t | = R[t|/P[t] no es cuerpo y por tanto

—

Pt ] no es maximal. Sea M ideal maximal de R[t ]| tal que P[t | C
C M ; en virtud de la proposicidon 1.1l existe V sobreanillo de cuasi-

valoracidn de R[:t] e ideales primos regulares Py v M; de V ta-

les que P; N R[t] = P[:tj v My 0 R:tj = M . Se verifica ahora que

LEMA 1.17 Sea R wun anillo con pocos divisores de ceroy Vy, ...,

. . . - n
Vn sobreanillos de cuasivaloracidon de R . Sea B = ni-lvi ; entonces,

dado 2z wun elemento regular del anillo total de cocientes de R , exis
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s-1

ten s , nimero natural y u € R tales que z/(l +z + ... + z + uc)

y 1/l +z+ ... + zs_1 + uc) estdn ambos en B , siendo z = c¢/d ,

¢ y d elementos regulares de R .

.

Prueba. Fijemos i , 1 < i < n, y sea Pi el ideal regular maxi -
mal de V.
i
Si z ¢ Vi entonces, para s > 2 , 1 +z + ... + zs-1 [ Vi y por

tanto, para s > 3, A +z+ ...+ zsul)/z =zl +1 4+ ...+ zs_2 [ Vi.

Supongamos ahora que z € Vi . Si e, = min {n: 1 - 2" e Pi} > 2,

entonces para s tal que m.c.d(s,ei) =1 se tiene que 1 - 25 [ Pi y
s-1 s s-1 .

como (1l +z+ ... + z (1l -2)=1-2",1+z+ ... +z [ Pi . Si

1 -2z¢€ Pi , 1 = z mddulo Pi entonces, para s no multiplo de la carac

teristica de Vi/Pi , 8.1l =1 +z+ ...+ zs“1 # 0 mddulo Pi ,» luego

l+z+ ...+ zs_1 ¢ P . Sil - 2" ¢ P, para todo s, 1 +z+ ...+

+ zs_1 £ Pi para todo s .

Por lo anterior y puesto que el nimero de los Vi es finito, pode-
mos escoger un numero natural s > 2 tal que para cada i, 1< i< n,

una de las siguientes afirmaciones sea cierta:
. s-1 s-1
(1) 1 +z + ... + z ¢ Vi y (IL4+z+ ...+2° )/z ¢ Vi
(ii) 1 +z+ ... + z € V. - P,

Ahora por la proposicidn 1.2, existe u € R tal que 1 + z + ... +

s~1 s . . . .
+ z + uc  es regular. Fijemos nuevamente i , !< i< n . 8i (i) es

cierta, 1 + z + ... + z!s“l + ue g Vi y (1+z+ ...+ zS_l + uc)/z ¢

[ Vi (nGtese que en este caso, z & Vi vy por tanto z 1 € Vi). 81 (dii) es



