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POR
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RESUMEN

Si E(.) es una medida espectral en un espacio de Banach X,
definida en un anillo R de conjuntos, daremos algunas ca-
racterizaciones para que E(.) admita una extensién, en for
ma Gnica, al o-anillo generado por R, como una medida es-

pectral en X.

INTRODUCCION. En [5], se obtiene que cada medida espectral,

E(.), definida en un anillo de conjuntos R, con su rango con
tenido en un algebra de Boole (B.A) de provecciones IP en
un espacio de Banach (complejo) X admite una extensién, en
forma finica, a una medida espectral E(.) en S(R), el c-ani -
llo generado por R cuando IP es o-completo en el sentido de
Bade [lJ. En este caso, el rango de E(.) esta contenido en

IP° en B(X), con respecto a la topologia fuerte de operadores.

+ Auspiciado por los proyectos C-80-149,150 del C.D.C.H. de

la Universidad de Los Andes, Mé&rida, Venezuela.



E]l mismo resultado fue obtenido en £4J, cuando R es un al
gebra de conjuntos, El obhjetivo de este artfIc¢ulo es dar
algunas caracterizaciones de tales medidas espectrales ex

tendibles. .

1. PRELIMIMARES., Atravé8s de este trabajo, X denotarid un

esvacio de Banach complejo y B(X) el algebra de Banachk de
todos operadores acotados en X con la norma usual. Un al
gebra de Boole (B.A] de proyecciones P en X en un subcon

junto conmutativo de B(X) cue cumple las condiciones si-

gulentes:
i) P2 =P, Pe P
ii) 0 e P
1ii) Si P € I, entonces I-P e P
iv) Para P, ¢ en TP
. PvQ = P+Q - PQ € TP
PAQ = PQ € TP

Un algebra de Boole P de proyecciones en X se llamar8 o-com
pleto o completo cuando P es o-completo o completo respecti

vamente, en el sentido de Bade [l]

LEMA 1.1, Un B.2. P de proyecciones en X estd contenido en

un B.A. de proyecciones o-completo en X, si para todo xeX,

N (x) = {Ex: E e P}



es relativamente debilmente compacto en X. Ver Panchapa-

gesan [4, Lema 5].

DEFINICION 1.2 Un espacio de Banach X tiene la propie-

dad B-P, si cada serie de elementos de X, es convergénte
en la topologia de X, siempre gque la serie es debilmente

no condicionalmente convergente.

.LEMA 1.3. Un espacio de Banach X tiene la propiedad de
B-P, si y s6lo si X no contiene a ninguna copia isomér-
fica de s

Ver Bessaga y Pelczyniski [2].

2, TEOREMA PRINCIPALES

DEFINICION 2.1. Sea E(.}J: R > B(X), R un anillo de con-

juntos. E(.) se llamard una medida espectral en X, si E(.)

cumple las condiciones siguientes:

i) E(¢) = Q

ii) E(c MN§) = E(0)E(S), ¢,8 € R
o n

iii) E(y o,) x = 1lim )} E(o.}x, x ¢ X
1 1t n 1 1

siempre que
) N @ .
{ci}lc_R, o, 0j=¢, 1#3yLi o; € R.

‘Notamos que si E(.) es una medida espectral en X, definida



4.

en el anillo R, entonces el rango de E(.) es conmutativo
y estd contenido en el algebra de Boole Bo de proyeccio -

nes, donde

B, = {E(0): o ¢ R}U{IfE(o): o £ R} .

L1

En lo.que sigue R denota un anillo de conjuntos y S(R) el

og-anillo generado por R.

TEOREMA 2.2. La medida espectral E(.):R + B(X} se puede

extender a una medida espectral E(.) en S(R), si y s8lo
si para x ¢ X, E(R)x es relativamente debilmente compacto

en X, donde

E(R)x = {E(0)x: 0 ¢ R} .

Cuando la extensién E(.) existe como una medida espectral

en S(R), entonces E(.) es fnica,

DEMOSTRACION. E(R)( B_, donde B_ = {E(o): o ¢ R U

{1-E(c): 0 ¢ R} es un B.A, de proyecciones en x. Si
E(R)x es relativamente debilmente compacto para todo x € X,

entonces

N(x) = {px: P ¢ B} = E(RIx \J {x-E(RIx}

es también relativamente debilmente compacto., Por lo tan-
to, por el Lema 1.1, Bo estd contenido en un B.A. o-comple
to de proyecciones en X, lo cual implica que el rango E(R)

est& contenido en un B.A. o-completo de proyecciones en X.
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Ahora, usando el teorema 6.5 de Panchapagesan and Shivappa
Veerappa Palled[S], tenemos que E(.) es extendible, en for

ma Gnica, a una medida espectral E(.) en S(R].

Reciprocamente, si E(.) es extendible a una medida espec -
tral E(.) en S(R), entonces para todo x € X, E(.})x es una

medidé vectorial acotada en S(R), que es uné extensidn de
medida vectorial E(.)x en R. Por lo tanto, del teorema de
extensién de Kluvanek [3, p.178] el rango E(R]x es relati-

vamente debilmente compacto en X.

TEOREMA 2.3. La medida espectral E(.): R + B(X) admite una

extensién E(.) en S(R), como una medida espectral en S(R),
en forma finica, si y s6lo si el rango de E(,] est8 conteni

do en un B.A,c-completo de proyecciones en X.

DEMOSTRACION. A la luz del teorema 6.5 de [5] , basta prq

bar que la condicifén es necesaria. Del teorema 2.2 se si-
gue que E(R)x es relativamente debilmente compacto para
x € Xy el mismo argumento en la primera parte de la demos

tracifn del teorema 2.2 prueba la necesidad de la condicién.

La unicidad de la extensifn es una consecuencia del teorema

2.2.

TEOREMA 2.4. La medida espectral E(.):R + B(x) se puede .

extender a una medida espectral E(.) en S(R), en forma Gni-

ca, si y s6lo si, para todo x ¢ X, E(R)xCYx, donde Yx es



debilmente secuencialmente completo en X y que

sup ([ E(0) || < = .
oeR

DEMOSTRACION. Del teorema de extensi8n en Kluvanek[ 3,

p.178], se sigue que cuando sup || E(0)|| < » , E(RIx es
OeR

relativamente debilmente compacto si y s6lo si E(R)XC Yx'
Y, debilmente secuencialmente completo en X. Ahora, el
teorema es una consecuencia de los teoremas 2.2 y 2.3 y el
hecho que un B.A. ojcompleto de proyecciones es acotado.

(Ver Bade[1]).

TEOREMA 2.5. Sea E(.)R»> B(X) satisfaciendo las condicio-

nes (i) y (ii) de la definicifén 2.1 y adem&s la condicién
(iii) Para x g X, x* g X*,

i£1 x* E(o,)x = x* E(\lj o;)x,

siempre gque

{oi}:CR, oin o5 =¢, i #7F y Lljo. e R,

Entonces E(.) es una medida espectral en R. E(.) se puede
extender como una medida espectral en S(R) si y s6lo si,

para todo x e X, existe yx e X tal que

) x*E(0o;)x = x* Yy (*)



siempre que

{ci}:CR, oi(\cy=¢, i#35 .

DEMOSTRACION. Del teorema de Orlixz-Pettis, E(.) es nu-

.

merablemente aditiva en la topologia fuerte de operadores
y asi E(.) es una medida espectral en R. La condicién (X},
es equivalente a la asercién que E(R)xves relativamente

debilmente compacto, (por la equivalencia de (vi) y (1ii)

del teorema de extensién en Kluvanek[3, pp.178-179]). La

conclusién se sigue del teorema 2.2.

Usando el resultado de Uhl[6] , obtenemos otra caracteri-

zacibn.

TEOREMA 2.6. Sea E(.):R » B(X) una medida espectral. E(.)

admite una extensién E(.) en S(R), en forma Ginica, como
una medida espectral, si y s6lo si, para todo x € X exis-
te una medida M, Do negativa, finitamente aditiva y acota

da en R tal que ux(o) + 0, 0 ¢ R implica que E(o)x -+ 0.

DEMOSTRACION. Por la equivalencia de (i), (ii) y (Xii) del

teorema de extensién en Kluvanek [3] 6 por Uhl[6] tenemos
que la condicifn es equivalente a la asercifén que E(R)x
es relativamente debilmente compacto, para todo x € X.

Ahora, la conclusifn se sigue del teorema 2,2,

TEOREMA 2.7. Sea E(.): R » B(X) una medida espectral,E(ji




8.

admite una extensidén a la medida espectral £(.) en S(R)

si y s6lo si E(.) cumple las condiciones siguientes:

i) sup || E(o) (] < = ;
oeR

‘e . + . . . ¢
ii) Ssi u;: H(R)» R , H(R) el o-anillo hereditario gene

‘rado por R, donde u; se define por
* = 1 &, K= P
(o) 1nf{k£l[| E(cK)xH , \j.-)OKDO, Og € R.K=1,2 }

para x £ X, entonces u;(o) < ©» para todo o € S(R) vy

para todo x e X.

iii) R es r*(E(.)x)-denso en S(R), para todo x € X, en el
sentido que dados o €S(R) y € > 0, existe un

6x € R tal que

u; (o A Gx) < g

DEMOSTRACION: La condicibén es suficiente, a la luz del

teorema 2.2 y de la equivalencia de las condiciones (1i1)
y (xi) del teorema de extensién en Kluvanek[3]. La con
dicibn es necesaria. En efecto, del teorema 2.3 el ran
go de E(.) esté contenido en un B.A. o-completo de pro-

. yecciones en X, lo cual implica que (i) es cierta. Ya
que E(.)x admite extensién a E(.)x en S(R), por la equi-
valencia de (i) y (xi) del teorema de extensifn en Kluva

nek[3], las condiciones (ii) y (iii) son ciertas.



vamos a dar el iltimo teorema de caracterizacién.

TEOREMA 2.8. Sea X un espacio de Banach que no contie

ne a ningln subespacio isomérfico a c_ y sea E(.) :R+X

o

L]
una medida espectral. Entonces, existe una medida espec

tral E(.) en S(R), que extiende E(.) en forma fnica, si
y s8lo si

sup || E(0) || < = (*)

OeR

0 equivalentemente, el rango de E en R est8 contenida en

un B.A. acotado de proyecciones.

DEMOSTRACION. Primero, observamos que la condicién (*)

es equivalente a la condicién que

sup{|| E(0)||: 0 € Bo} <

donde

B, = {E(0): 0 ¢ RY\J {I-E(0): o € R}

es un B.A. de proyecciones gque contiene a E(R).

Si X es un espacio de Banach que cumple la hip6tesis del
teorema, entonces por el lema 1.3 X tiene la propiedad de
B-P. S8i

sup || E(0) || < =,
oeR
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se tiene que para cada x € X, la medida vectorial E(.)x
es acotada vy E(R)x X, donde X tiene la propiedad de
B-P. Por lo tanto, de la equivalencia de (ii) y (iv) del
teorema de extensién en Kluvanek[3] y del teorema 2.2 1la

L]

suficiencia de la condici6n se sigue.

La necesidad de la condicibén es una consecuencia del teo
rema 2.3 y del hecho que un B.A. o-completo de proyeccio

nes es acotado en B(X).

COROLARIO 2.9. Una medida espectral E(.) en R en un espa

cio de Banach debilmente secuencialmente completo se pue-
de extender a una medida espectral E(.) en S(R) si y sélo

si E(R) es acotado en B(X).

DEMOSTRACION. Se sigue del teorema 2.8 por el hecho de

que X no contiene a ningfin subespacio isomérfico a S 6

del teorema 2.4 donde tomamos Yx = X, para todo x £ X.
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