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I I 

RESUME 

\ 
Ce travail porte essentiellment sur le theoreme de Gleason 

(sur les formes quadratiques) et questions qui s l y  ratachent 

telles les questions de representation. 

Nous donnons la repre'sentation des formes semi-quadratiques 
\ 

et une generalisation du theoreme de Gleason. Finalment 

pour les A-m6dules proyectifs de type fini nous avons calcule 

les A-modules quotients: 
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NOTATION 

z 2  
Corps a deux glements 

Q(A,M,N) A-module des Applications A-quadratiques de M 

dans N. 

Q,(A,M,N) A-module des Applications A-quasiquadratiques 

de M dans N. 

Q1(A,M,N) A-module des Applications A-semi-quadratiques 

de M dans N. 

Z L'anneau des entiers relatifs. 

Q Corps des nombres rationmels 

IR Corps des nombres reels 

@ Corps des nombres complexes 

'n Anneau des entiers module n. 
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Par la suite, A designera un anneaur commutatif a element 

unit6 et tout A-module est unitaire. 

1. PRELIMINARES. Soient M et N deux A-modules. On dira 

qutune application q:M + N est une application A-se- 

mi-quadratique si elle vgrifie la loi du parallglogra - 

mrne, a savoir, q (x+y) +q(x-y) = 2q(x) + 2q(y) quees 
que soient x,y dans M. 

A toute application A-semi-quadratique on associera 

l'application +:M + N dgfinie par (x,y) + q(x+y) - 

-q (x) -q (y) . On dira que 4 est 1 application symetri- 

que associge a q. 

Notons Q1(A,M,N) le A-module des applications A-semi- 

-quadratiques de M dans N. 

LEMME 1.1. Soient M et N deux A-modules, q:M + N une 

application A-semi-quadratique et (I ltapplication 

associge a q et supposons que l'homothetie dgfinie 

par 2 dans N soit injective. Alors 4 est biadditive 

et vgrifie, pour tout x dans M, +(.x,x) =2q(x) et 

q(-XI = q(x) . 
En effet, la loi du parall6lograrmne nous donne 2q(0)=0, 

donc q(01=0 et par suite qCyl + q(-yl = 2qCyl ce qui 
A 

entrazne q(y) =qC-y) . La syrnetrie de (g est evidente 

et la loi du parall6logramme nous donne q(2x)=4q(x). 



Donc, @ ( x , x )  = qC2x) -2q(x) = 2q(x] . D e  p l u s ,  2  $ ( x , y ) =  

= q  (x+yl -q (x-y) . 
D6montrons m a i n t e n a n t  que  @ est  b i a d d i t i v e .  E t a n t  

donnes x , y , z  t r o i s  e l ements  d e  M, on a  4 ( $ ( x , z J  + @ ( y , z ) ) =  

= 2q (x+z) -2q (x-z) 2q (y-2) - 2q (y-z) , 

2q(x-z)  + 2q(y-z) = q(x+y-2z) + q(x-y)  . P a r  s u i t e ,  nous 

24 ( x , z )  = $ (x ,2z)  . Ceci  e n t r a i n e  que  2  ( @  ( x , z )  +@ ( y , z )  ) = 

S i  M e t  N s o n t  deux -modules, une a p p l i c a t i o n  q:+>N 

s e r a  d i t e  A-quas i -quadra t ique  s i  les  c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  

s o n t  v e r i f  i g e s  : 

Q Q ~ )  q u e l s  que  s o i e n t  x , y  dans  M I  q(x+y) +q(x-y) = 

= 2q(x)  + 2q Cy) . 

I1 est  Q v i d e n t e  q u i  une  c o n d i t i o n  n e c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  

pour que  q:M-> N s o l t  une  a p p l i c a t i o n  A-quasi-quadrat i-  

que e s t  que: 



2 (i) pour tout (a,xl E -MI q(ax) = a q (x) ; 

(ii) 1' application @:MxM-> N dEf inie par @(x,y)=q(x+y)- 

-q (XI -q ( y )  soit Z-hilineaire. 

Notons Qo (AIMIN) le A-module des applications A-qua- 

si-quadratiques de M dans N. 

Si M et N sont deux A-modules, une application 

q:M ->N sera dite A-quadratique si les conditions 

suivantes sont verifiges: 

2 ~ 1 )  pour tout (a,x) E AxM, q(ax) = a q(x) 

Q2) l'application @:MxM -> N dgfinie par @ (x,y) = 

= q (x+y) -q (XI -q (y) est A-bilingaire, necessairement - 

symetrique que l'on appellera l'application A-bili- 

ngaire symgtrique associee a q. 

Notons Q(A,M,N) le A-module des applications A-qua- 

dratiques de M dans N. I1 est clair que l'on a les 

inclusions, en tant que sous-A-modules, - - 

On se pase le problerne de calculer les A-modules quo- 

tients: 



Ceci va  nous conduire  a une g 6 n 6 r a l i s a t i o n  du th6or6me 

de  Gleason l e q u e l  s e r a  l ' o b j e t  du paragraphe 3 .  

LEMME 1 . 2 .  Supposons que l ' homothe t ie  d e f i n i e  pa r  2 

dans  N s o i t  i n j e c t i v e .  S i  q E Q1(AIM,N), une condi- 

t i o n  n e c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  pour que q & Q(A,M,N)  

est  que pour t o u t  (x ,y)  E MxM e t  pour t o u t  a E A on 

t 
a i t  @ ( a x , y )  = a @ ( x , y ) ,  ou @ est  l ' a p p l i c a t i o n  symet r i  

que a s soc ige  a q. 

En e f f e t  s i  q E Q1(AIM,N), q v e r i f i e  l a  cond i t i on  

2 2 
Q1) I c a r  2q(ax) = @(ax ,ax )  = a @(x ,x j  = 2a q ( x ) ,  donc 

2 
q (ax)  = a q (XI . 

EXAMPLE 1.3.  S o i e n t  B un anneau cornmutatif a 616- 

ment u n i t 6  e t  A l ' anneau  des  ma t r i ce s  d ' o r d r e  2 de 

l a  forme ( O )  avec x ,y  dans  B. I1 e s t  c l a i r  que 
0 Y 

A es t  un anneau commutatif a element u n i t 6  e t  consi-  

dgrons l ' a p p l i c a t i o n  q:A. - > A  d e f i n i e  p a r  

x 0 q (  ( ) ) = xy O . Montrons que q est  une ( 0  xy 

a p p l i c a t i o n  A-semi-quadratique. En e f f e t ,  s i  

I 
s o n t  deux e l h e n t s  de  A ,  on a qCu+ul 1 + q(u-u' ) = 



Par contre, 1 ' application q:A-> A n' est pas A--qua- 

si-quadratique. En effet, 

= q(u) q(ul), c6st a dire, que est une application A-se- 

mi-quadratique multiplicative. Mais 

EXAMPLE 1.4. Si M et N sont deux Z --espaces vecto- 2 

riels, l'application q:+>N d6finie par q(x) = 1 pour 

tout x E M est une application Z2-quadratique. 

Plus g&-&ralment, on a la proposition suivante: 

PROPOSITION 1.5. Soient A un anneau de caracteristique 

2 et M,N deux A-modules. Toute application q:+>N 

est une application A-semi-quadratique. 

En effet, quels que soient x et y dans M on a 

q(x+yl+qCx-yl = q(xty2 + qCx+y) = 0 et 2q(x) + 2q(y) = 0. 

PROPOSITION 1.6. Soient M et N deux Z-modules. 



S i  l t homoth6 t i e  d e f i n i e  p a r  2 dans  N est  i n j e c t i v e  

a l o r s  Q ~ C Z , M , N I  = Q,(X,M,NI = Q C Z , M , N ) .  

En e f f e t ,  s i  q  E Q1(ZtM,N), l a  l o i  du paral le logram- 

m e  nous donne 2q(0) = 0  donc q (0 )  = 0 ,  e t  pa r  s u i t e ,  

q  (2x) + q(0)  = 2qCx) + 2q (x) , donc q(2x)  = 4q(x) . 
Montrons que, pour t o u t  n  E Z e t  pour t o u t  x  E M ,  

2 q(nx)  = n  q ( x ) ,  pour c e l a ,  on procede p a r  r ecu r r ence  

s u r  n. On a  q*((n-1) x  + x)  + q ((n-1) x-x) = 2q (('n-1) x  + 

PROPOSITION 1.7.  S i  M e t  N s o n t  deux Q-espaces vec- 

t o r i e l s ,  on a  Q1(Q,M,N) = Q o ( Q , M , N )  = Q ( Q , M , N ) .  

S o i t  q E Q1(Q ,M,N) .  I1 s u f f i t  de  v e r i f i e r  que s i  $ 

e s t  l ' a p p l i c a t i o n  symetr ique a s s o c i e e  a  q ,  on a  

t o u t e  cup le  (x ,y)  dans MxM ( c . f .  lemrne ( . 2 ) .  O r ,  

1 1 e t  d ' a u t r e  p a r t ,  q$C- x , y )  = $(q.- x ,y )  
q  

= $ ( x I y )  r done 

P $(& x,y)  = $ @ ( x , y ) .  P a r  s u i t e  $(: x,yl = $ ( x , y ) ,  q q  

c e  q u i  achgve l a  demonstra t ion de l a  p ropos i t i on .  



2. RAPPELS SUR LA SEPARABILITE. Dans rig - , A.M. Gleason 

montre  que  s i  A es t  l ' e x t e n s i o n  d e  Q des nornhres a l -  

g e b r i q u e s ,  Qo(A,M,N) = Q(A,M,N)  e t  s i  A est une ex-  

t e n s i o n  t r a n s c e n d a n t  d e  Q ,  Qo C A , M , N )  Q (A,M,N) . En # 
- vue d e  g e n e r a l i s e r  l e  thgoreme d e  Gleason nous demon- 

t r e r o n s  que s i  A e s t  une Q-a lgebre  s e p a r a b l e  

Q ~ ( A , M , N )  = Q ( A , M , N )  ce q u i  donne e n  p a r t i c u l i e r  l e  

theoreme de Gleason.  Pour a r r i v e r  a c e  b u t ,  nous 

r a p p e l o n s  q u e l q u e s  d g f i n i t i o n s  e t  r e s u l t a t s .  

S o i e n t  K un anneau comrnutatif a e l ement  u n i t e  e t  A 

un K-module. On d i r a  que  A es t  une K-algebre ou 

une a l g e b r e  s u r  K t  s ' i l  e x i s t e  une a p p l i c a t i o n  K - b i -  

1 i n 6 a i r e  u: AxA -> A a p p e l e  m l t i p l i c a t i o n  tie A. On d i ra  que 

( x r y )  --> xy 

A es t  a s s o c i a t i v e  s i  l a  m u l t i p l i c a t i o n  u est a s s o c i a -  

t i v e ,  i . e ,  q u e l s  que s o i e n t  x , y , z  dans  A ,  y ( y ( x , y )  , z ) =  

= ~ . ( X , V . ( Y ~ Z )  ) e t  que  A est  commutative s i  u es t  

symgt r ique  i . e ,  p ( x , y )  = p ( y , x ) ,  q u e l s  que s o i e n t  x , y  

dans  A. 

D e  p l u s ,  nous d i r o n s  que  A a un 616ment u n i t e  n o t 6  

1, s i  x = p ( l , x l  = x pour  t o u t  x dans  A.  

S i  A est une K-alggbre,  l a  K-algebre oppose A', es t  

d e f i n i e  comme s u i t :  e n  t a n t  que  K-module A O =  A e t  l a  

m u l t i p l i c a t i o n  d e  A0 e s t  d e f i n i e  p a r  p:AOxAO-> A0 

(x;yO + v (y,x) . 



Notons que si A est commutative, AO= A en tant que 

K-algsbre. 

Se donner une structure de K-algebre sur A revient a 

se donner une application K-lineaire u: A %A-> AI 

c'est a dire, un elbents 

On dira qu'une K-alggbre associative A, non neccesai- 

rement commutative, est simple si les seuls idgaux 

bilatgres de A sont 0 et A et on dira que A est semi- 

simple si A est somme directe finie d'alggbres simples. 

Soient A,A1 deux K-alggbres et f: A->A' une appli- 

cation K-lin6aire. On dira que f est un morphisme de 

K-algebres si f (x,y) = f (x) f (y) quels que soient x,y 

dans A. Si de plus A et A' ont des 616ments unit6 
J 

notes 1 et 1' respectivament, on supposera que f(l)=l. 

En gengral, l'application y 8 AO-> A dgfinie par 
k 

x By->xy n'est pas un morphisme d'algebres, sauf si 

A est commutative. En effet, il suffit de voir que 

Considerons A 8 A0 munie de sa structure naturalle 
k 

de k-alggbre, i.e, (x @ yo) (x' 8 yt0) = xx' $(y'yI0 



pour x l x f  dans A e t  y o ,  y f O  dans  A O .  

On peu t  munir A d l u n e  s t r u c t u r e  de  A 8 Ao-module a 
k 

gauche " v i a "  (x 8 y O J z  = xzy,  ou x , z  E A e t  y o  E A O .  

On remarque que y est une a p p l i c a t i o n  A 8 A 0  -1i- 
k 

nga i r e .  

(x 8 y o )  y(x '  8 y l O l  = (x 8 y o )  x ' y '  = xx 'y 'y  = 

= y ( ( x  8 y o )  (x' 8 y I 0 ) ) .  ne  p l u s ,  y est s u r j e c t i v e .  

Nous avons donc l a  s u i t e  e x a c t e  de  A 8 AO-modules a 
k - 

gauche 

J(A) = Ker ( y )  . 

On d i r a  que A e s t  une K-algebre s epa rab le  s i  l a  s u i -  

t e  e x a c t e  

!J 0 -> J ( A )  -> A Q A0 -> A -> 0 
k 

\ 
de  A 8 Ao-modules a gauche se sc inde .  

k 

LEMME: 2 .1 .  S o i e n t  K un corps  comrnutatif e t  A une 

K-alggbre a s s o c i a t i v e  de  dimension f i n i e .  L e s  condi- - 
t i o n s  s u i v a n t e s  s o n t  equ iva l en t e s :  

(i) A est  une K-algebre separab le ;  

(ii) A est une K-algebre semi-simple. 



Si A est une K-algebre commutative et associative - 

a element unitd, notons ~erK(A1 le A-module des K-de- 

rivations de A dans A, i.e, des applications K-li- 

ngaires d: A -> A vgrif iant d (xy) = d(x) y+xd (y) , 

quels que soient x,y dans A. La proposition suivan- 

te nous montre le rapport existant entre derivations 

et separabilite. 

PROPOSITION 2.2. Soient K un anneau cornmutatif a 

element unit6 et A une K-algebre associative et 

comiiutative a 6lEment unite. Les conditions suivan- 

tes sont gquivalentes: 

(il A est une K-algebre separable; 

Pour la demonstration de cette proposition, on ren - 
voie H la bibliographie cit6e (c£ r33 - ) . Par la sui- 

te, nous verrons comment appliquer ce r6sultat au 

problgme qui nous occupe. 

3. LE THEOREME DE GLEASON. Soient A un anneau comrnu- 

tatif a Element unite, M et N deux A-modules et 

F(A,M,N) le A-module des applications f:AxMxM -> N 

qui sont A-lineaires et anti-symgtriques dans la 

d6uxihe et la troisidme variable et qui sont des 

2-derivations dans la premiere variable, i.e, quels 

que soient a,b dans A et pour x,y parcourant M on a, 

. f(a+b ,x,y) = fCa,x,yl + f (b,x,y) et f (ab,x,y) = 



. = af (b ,x ,yl  + bf (a,x,y] . S i  q E Q O C A I ~ I ~ l ,  on note 

aq: AxMxM -> N l ' a p p l i c a t i o n  d e f i n i e  pa r  aq (a ,x ,y )=  

es t  I ' a p p l i c a t i o n  symetrique assoc ige  a  q.  On a  l e  

r g s u l t a t  su ivan t :  

PROPOSITION 3.1. I1 e x i s t e  une a p p l i c a t i o n  A- l inea i re  

a :  Qo (A,M,N) -> F (A,M,N) dont  l e  noyou est Q (A,M,N), 

c ' e s t  a  d i r e ,  l a  s u i t e  de A-modules 0 -> Q (A,M,N)-> 

-> Qo (A,M,N) -> F ( A , M , N )  e s t  exac te .  

En e f f e t  d e f i n i s s o n s  l ' a p p l i c a t i o n  

par  q  -> clq e t  montrons d 'abord que aq E F (A,F(I,N),  i . e ,  

que aq e s t  A- l inea i r e  e t  ant i -symetr ique en s e s  deuxi; - 
fi  

me e t  troisi;me v a r i a b l e s  e t  que aq e s t  une d e r i v a t i o n  

dans su  premikre v a r i a b l e .  En e f f e t  pour t o u t  a  dans 

A e t  t o u t  x  dans M I  on a  @ Cx,axl = q(x+ax) - q(x )  -q(ax)=  

2 
= ( ( a+ l )  - 1-a )q(x l  = 2a q(x)  e t  puisque @ e s t  

symetrique e t  $ Cxlxl = 2q(x) pour t o u t  x dans M, a l o r s  

@(x,ax)  = @(ax,x2 = a@ (x,xZ. Par s u i t e ,  pour t o u t  a  

dans A et que l s  que s o i e n t  x , y  dans M, on a  

, @ (a(x+y) ,x+yI = a @  Cx+y,x+y2 , s o i t ,  @ Cax,y) -a@ (x ly )  = 



=. - ( 4  Cay ,x i  -a @ Cy,xl l , ou encore,  aq(a ,y ,x)  = -aq(a ,x ,y)  . 

A e t  que l s  que s o i e n t  x ,y  dans M. 

- Dans l a  re ' l a t ion  @Cax,y) + @(ay ,x )  = a ( @ ( x , y ) + @ ( y , x ) )  
2 

remplacons x  pa r  ax,  pu i s  a  par  a+h. On a  @ ( a  x ,y)  + 
? 

= 2 (a+b) @ ( (a+b)x ,y)  ce  q u i ,  aprEs s i m p l i f i c a t i o n  e t  corn- 

. p t e  tenu  du que @ est  Z - b i l i n e a i r e z  en t raene .  @ ( a b x , y ) +  - 

aq(a ,bx ,y)  = b aq(u ,x ,y)  e t  c e c i ,  que l s  que s o i e n t  a , b  

dans A e t  x , y  dans M. 

= @ (ax,y)  + @ ( a x 8  ,y)  -a@ b , y 1  -a@ (x'  ,yl = acr ( a f x f y )  + 

+ aq(a ,x8  ,yl pour t o u t  a  dans A e t  que l s  que s o i e n t  x ,y  
4 

dans M. Donc a est A- l inea i r e  dans s a  deuxieme va- 
b 

r i a b l e  e t  Etan t  ant i -symetr ique en ses deuxieme e t  t r o i -  

s i h m e  variables, on conc lu t  que aq es t  a u s s i  A-l ingai-  

r e  dans s a  t ro i s ibme  v a r i a b l e .  



Finahnente, aq est une Z-derivation dans sa premi6- 

+ a aq(b,x,y), quels que soient arb dans A et x,y dans 

M. 

D'aGtre part, il est clair que a est A-lineaire et 

q E Ker (a) si et seulement si @ (ax,y) = a@ (x,y) pour 

tout a dans A et quels que soient x,y dans M, i.e, 

l'application @ associge > q est A-bilineaire, nece- 
ssairement symetrique. Donc Ker (a) = Q (A,M,N) , ce 

qui acheve la demonstration de la proposition. 

PROPOSITION 3 . 2 .  Si L est un A-module libre, pour 

tout A-module N, l'application A-lingaire 

est surjective. 

1. En effet, soit f E F CA,L,N) et montrons qfil existe 

une application A-quasi-quadratique q telle que 

a(q)= f. Soit (ei) iEI une base de L sur A. On d6finit 



une application $: LxL -> N par $(x,y) = 1 f(ai,ei,y), 
i&I 

1 
ou x = 2 ai ei et y sont deux elhents de L. I1 

est evident que $ est additive dans 

riable et A-lineaire dans sa seconde 

pose alors q (x) = $ (x,x) pour tout x 

sa premiere va- 

variable. On 

dans L et si 

= 2$(x,x) + 2$(y,y) = 2q(x)+2q(y).  a ant re part, 

I1 s'ensuit que q E Qo(AIL,N]. 

\ 
I1 reste, enfin, a montrer que a(q) = f. Pour cela 

considerons l'application symetrique @ :  LxL -> N 

associge a la application A-quasi-quadratique q, i.e, 

sons a(ql = £' soit, pour tout a E A et quels que 

- a$Cx,yl = 1 Cf (aai, ei, yl  -af (ai, ei, y) 1 = 1 ai f (a,ei,y)= 
i 

que f' = f et, par suite, a (q) = f. 



PROPOSITION 3.3. Si P est un A-module projectif, 

1' application A-lingaire a:Qo (ArP,N) -> F (A,P,N) 

est surjective. 

En effet, sf P est un A-module projectif, P est 

facteur direct d'un A-module libre L, i.e, il existe 

a B 
deux applications A-lingaires P -> L -> P telles 

que 8a = idp. Ceci revient dire qu'il existe une 

d&omposition en some directe L 3 P @ Ker(8) (iso- 

morphisme de A-modules]. Dgsignons par 

0 

l'application A-lineaire definie par q -> qa et 

par il: Q (AILIN) - Q (A,P,N) l'application A-lingai- 

re definie qB <--q. I1 est clair que P1 est surjec- 

tive ,car Pl(qB) = q, que it est injective et que 

4 Plil = id, application identique de Q(A,P,N) . Defini- 
tions analogues pour iltP2ti3rP3 faisant commuter 

les diagrammes: 

"P 0 -> QCA,P,NI -> Qo(A,P,N1 -7 F(A,P,N) 

4 
Xl s'ensuit que a est une application A-lineaire 

P 



s u r j e c t i v e .  On remarque, t o u t  simplement, que 

P3(f)  = f , ( i d x a x a  1 pour t o u t  f  dans F(A,L,N) e t  que 

. p3( f )  = f c ( i d  x BxB) pour t o u t  f dans F(A,P,N), Qu i d  

4 
des igne  l ' i d e n t i l e  de  A. Cec i  ach6ve l a  demonstra t ion 

de  l a  p r o p o s i t i o n .  

# 
r. La p r o p o s i t i o n  s u i v a n t e  acheve c e t t e  s & i e  de consi-  

4 
d e r a t i o n s .  

PROPOSITTON 3 . 4 .  S o i e n t  A un anneau cornmutatif 

&l@ment u n i t e  e t  N un A-module. S i  P e s t  un A - l i -  

neefire a :  Qo(A,P,MI -> F(A,P,N) e s t  s u r j e c t i v e .  

En e f f e t ,  comme P est  p l a t ,  il est  l i m i t e  i n d u c t i v e  

. d 'une  f a m i l l e  ( L i l  i E I  de  A-modules l i b r e s  de type f i n i  

(th6oreme de ~ 6 z a r d 1 ,  c f .  ( I . .  . .) s o i t  P = l i m  L i .  I1 
-> 

en  r d s u l t e  que Qo(A,P,N) = l i m  QO(A,Li,N) e t  F ( A , P , N ) =  
- > 

= l i m  F(A,Li,N] e t  cornme, pour chaque i&I il e x i s t e  
-> 

une a p p l i c a t i o n  A- l inea i r e  s u r j e c t i v e  

e t  a = l i r n  a i ,  a l o r s  a  es t  a u s s i  une a p p l i c a t i o n  
-> 

s u r j e c t i v e .  

So2ent A un  anneau cornmutatif a element u n i t 6  e t  M , N  

d e w  A-modules. On n o t e  I(A,M,N) l e  A-module des  



applications A-bilin6aires et antlsym6triques de M x M  

dans N. I1 est clair que ICA,M,NT est Le A-module 

est le sous-A-module 

&(MI (cf [ 7 ]  et [ 9 1 ) form6 par les Bldments horno- 
- .  - 

ggnes de degr6 2 et que si de plus, 2 est inversible 
t 

dans A, alors I(A,M,NJ est la dewieme puissance ex- 

t6rieure A2CMI de M. La proposition suivante nous 

montre comment cet A-module est lie aux applications. 

PROPOSITION 3.5. Soient A un anneau commutatif a 

element unit6 et M,N deux A-modules. I1 existe un 

isomorphisme de A-modules 

En effet, ltapplication 

0 - \ . d6finie par (d,g) -> <d,g> est A-bilineaire, rlxu 

< d,g > E F (A,M,N) est ltunique application A-linesire 

rendant commutatif le diagramme: 



= d(al g(x,yl. 11 s'ensuit que <d,g> ,i = d et 

<d,g> oj = g. L'application 

DerZ (A) x I(A,M,N) -> F (AIMIN) 

de prolongue alors en une application A-lingaire uni- 

que 

donnee par 

- Dl autre part, l'application 

definie par f -> (foi) 8 (foj) est A-lineaire et il 

est clair que $ et $ sont des isomorphismes reci- 

proques . 
On remarque que si DerZ CAI = 0, alors F (A,M,N) = 0 

et Par suite QoCA,M,N) = Q(A,M,NI , En suite on verra 

des examples de tels anneaux. 

PROPOSITION 3.6. Si A est une Q-algebre commutative 



e t  a s s o c i a t i v e  s@parab le ,  a l o r s  Co (A,NtP?l = Q (A,Y,N) , 

q u e l s  que sol 'ent l e s  A-modules M e t  N, 

S o i e n t  q  E Qo(AtNtN)  e t  + i f a p p l i c a t i o n  a s s o c i e e  

a  q. L ' a p p l i c a t i o n  d: A -> A d 6 f i n i e  p a r  

d ( a ]  = 4 Cax,y) - a +  (x,y) es t  une d k r i v a t i o n  pour t o u t  

(x,y) E MxM. 

L e  lemrne s u i v a n t  acheve l a  d6monstrat ion de  l a  proposi-  - 
t i o n .  

LEMME 3 . 7 .  S o i e n t  K un anneau cornmutatif a  element 

u n i t e ,  S une p a r t i e  m u l t i p l i c a t i v e  de  K e t  A une 

-1 ' 
S-  K-algebre commutative e t  a s s o c i a t i v e  a  element uni-  

te.  Alors  DerK(A) = D e r  -1 (A> . 
S -  K 

Notons que l a  s t r u c t u r e  de  K-module de  A est donnee par  

X Ax = x pour t o u t  X dans K e t  pour t o u t  x  dans A. 

-I Donc, s i  d: A -> A est une S- K-derivation,  a l o r s  

d: A -> A est a u s s i  une K-derLvation, s o i t ,  

D e r  -1 (A) S K D e r K  (A) . Reciproquement , c o m e  t o u t e  

a p p l i c a t i o n  K-Lineaire de  A dans  A est a u s s i  ~ - ' K - l i -  

/ n 8 a i r e  , 1 e g a l  i t e  (A) = D e r K  (A) s ' e n s u i t .  



COROLLAIRE 3 . 8 ,  SL A es t  une Q-algebre com.utat i -  
\ 

, ve  e t  a s s o c i a t f v e  a  BlQnent u n i t e ,  ~ e r ~ ( . A )  = DerQ (A 1. 

D e  l a  p r o p o s i t i o n  3 .6 . ,  on d e d u i t  l e  c o r o l l a i r e  s u i -  

vant :  

COROLLAIRE 3.9. (Theoreme de Gleason) .  S i  A e s t  un 

anneau d ' e n t i e r s  a lgeb r iques ,  q u e l s  que s o i e n t  l e s  

A-modules M,N,  on a  Qo (A,M,N) = Q (A,M,N) . 
I1 s u f f i t  de montrer  que A e s t  une Q-algebre  &para- 

b l e .  En e f f e t  A est  une Q-algebre simple c a r  s i  

I # 0 est un i d e a l  de A e t  s i  a  E I ,  a  # 0 ,  a l o r s  
% 

a est s o l u t i o n  d 'une  equa t ion  a lggbr ique  a  c o e f f i c i e n t s  

2 n  dans  Q non t o u s  n u l s ,  co+C1 a  +C2 a  +...+ cn  a  = 0 ,  

-1 donc, p a r  example 1 = - c  (cia +. . . + c  an)  E I , s o i t ,  o n  

I = A. On v o i t  donc que A est  s imple  e t ,  p a r  s u i t e ,  

A e s t  s e p a r a b l e  s u r  Q ( c f .  lemme 2 .1 . ) .  

PROPOSITION 3.10, (A.M. Gleasonl ,  

S i  A est un co rps ,  ex t ens ion  t ranscendante  de Q,  a l o r s  

Q (A,M,N] 5 QQ @ , M , N ~  q u e l s  que s o i e n t  les A-espaces vec- 

t o r i e l s  M e t  N ,  

Pour chaque b  E A, il existe une Q-derivation d:A -> A 

q u i  ne s ' a n u l l e  p a s  en b c f ( 3 1 .  D6finisons  une app l i -  
\ 

c a t i o n  f:Ax MxN->N p a r  Ca,x,yI -> d ( a ) t ( x , y ) ,  ou 



t: YxM -> N es t  une a p p l i c a t i o n  A - b i l i n e a i r e  e t  an- 

t l - symet r lque  non n u l l e .  - 

- Cornrne a:Qo(~,M,Nl -> F (A,M,Nl  es t  s u r j e c t i v e  il e x i s -  

t e  q  E QoCA,M,Nl t e l l e  que a (q l  = f .  C ' e s t  \a d i r e ,  

s i  (I est  l ' a p p l i c a t i o n  a s s o c i 6 e  a  q,(I (bx,y)  -b(I (x ,y )  = 

= dCb1 tCx,yl # 0, s o i t  q  Q ( A , M , N ) .  

D e  m h e ,  il est  c l a i r  que s i  M es t  un A-module t e l  

que F(A,M,Nl = 0, t o u t e  a p p l i c a t i o n  A-quasi-quadrat i-  

que de M dans  N es t  une a p p l i c a t i o n  A-quadratique 

de  M dans  N.  Nous donnons i c i ,  un example de  te ls  

modules. 

EXAMPLE 3.11. S o i e n t  A un anneau comrnutatif a  616- 

ment u n i t e ,  A i n t 6 g r e  e t  M un A-module de  t o r s i o n .  

Pour t o u t  A-module s ans  t o r s i o n  N ,  F (A,M,N) = 0. 

En e f f e t ,  s o i e n t  f  E I(A,M,Nl e t  x ,y  deux 616ments de  

M. I1 ex i s t e  d e s  6 l k e n t s  non n u l s  a , b  de  A tels  que 

ax  = 0  et by = 0, donc O = fCax,by) = ab fCx,y) e t  

cornme ab  # 0 et N est s a n s  t o r s i o n ,  a l o r s  f  (x ,y )  = 0. 

C e c i  d t a n t  v e r l f l e  q u e l s  que s o i e n t  x ,y  dans M ,  on 

d g d u i t  que  f = 0, ou enco re ,  F(A,M,N] = 0. (Por prop.  

3.51. 

EXAMPLE 3.12. D 'apres  l e  r e s u l t a t  du l 'exercice pr6- 

ceden t ,  on v o l t  imnediatemment que F ( Z ,  Z n ,  Z l  = 0, 



F(ZfZnfQ1 = 0 e t  F(Z,Zn,L) = 0 pou r  t o u t  co rp s  L 

q u i  e s t  e x t e n s i o n  de Q. 

4 .  RAPPELS SUR LES PDDULES INJECTIFS. S o i e n t  A un anneau 

commutatif  e l ement  1, M un A-module e t  0 + R -t L - M - 0 

une r e p r e s e n t a t i o n  de M c o m e  q u o t i e n t  d ' u n  A-module 

l i b r e  L. On s a i t  d e j a  que  pour  t o u t  A-module N l a  s u i -  

t e  de A-modules 0 -+ HomA(M,N1 + H o ~ ~ ( L , N )  += H O ~ ~ ( R , N )  

e s t  e x a c t e .  

De m e m e ,  s i  0 + N + & + S + 0 es t  une s u i t e  e x a c t e  

de  A-mudules, oi Q e s t  un A-module i n j e c t i f ,  l a  s u i t e  

d e  A-modules 0 + Hom (M,N) -+ HomA(M,Q)  + HomA(M,S), 
A 

est e x a c t e  e t  posons ,  p a r  d e f i n i t i o n ,  E  ( M f  bT) ' = 
X t ~  

= coker  (Hom (M,Q) 
A - HomA(Y,S) 1 . On a l a  p r o p o s i t i o n  

s u i v a n t e :  

PROPOSITION 4 .l. Les A-modules Ext; (M.N) e t  EXth ( M , N )  ' 
A 

ne dependent  p a s  de l a  r g p r e s e n t a t i o n  de  M come quo- 

t i e n t  d ' u n  A-module p r o j e c t i f  n i  d e  l a  de N come sous  

A-module d ' un  A-module i n j e c t i f .  

Nous i d e n t i f l c a r o n s  ces deux A-modules e t  l e  no t e rons  

1 (M,Nl. Les  r e s u l t a t s  s u i v a n t s  s o n t  
Simplement E x t A  



b i e n  connus  Ccf 15 11, 

PROPOSITION 4 . 2 .  Pour  un A-module M I  les c o n d i t i o n s  

s u i v a n t e s  s o n t  e q u i v a l e n t e s :  

3 )  M est un A-module p r o j e c t i f .  

i f )  Pour  t o u t  A-module N ,  E , ( M I N I  = 0 .  - 
X t ~  

PROPOSITrON 4 . 3 ,  Pour  un A-module N ,  les c o n d i t i o n s  

s u i v a n t e s  s o n t  e q u i v a l e n t e s :  

i) N es t  un A-module i n j e c t i f ;  

T i )  E ) (M,N) = 0 p o u r  t o u t  A-module M. 
X t ~  

THEOREME 4 . 4 .  (de l a  s u i t e  e x a c t e  d e  les Extl  ) : 
A 

i) S o i e n t  A un anneau e t  0 + M' + M + M" + 0 une 

s u i t e  e x a c t e  de  A-modules. Pour  t o u t  A-module 

N on  a une s u i t e  e x a c t e  d e  A-modules 

ii) S o i e n t  A un anneau e t  0 + N '  + N - N1' - 0 une 

s u i t e  e x a c t e  d e  A-modules. Pour  t o u t  A-module 

M on  a une s u i t e  e x a c t e  d e  A-modules 



E W L E  4.5, Considerons l'anneau quotient Zn=Z/nZ , 
\ 
ou Z deslgne l'anneau des entiers et n est un entier 

verifiant (1 < n < 031. Si n est un produit de nom- 

bres premiers diffgrents, alors Zn est un anneau auto- 

-injectif. 

\ 

En effet, supposons que n = T p ou les pi soat des 
~ E I  i 

nombres premiers tels que si i # j, alors p # pj et 

soit Zn = $ pi Zn ; pi Zn est un ideal de Zn pour 

chaque i. 

llontrons que pour tout homomorphisme fi: p i 'n + z n' 
il existe mi E pi Zn tel que fi(X) = X .mi pour tout 

h E pi Zn ; il s'ensuit d'apres la proposition 4.6 que 

'n est Auto-injectif. 

Consid6rons les diagrammes commutatifs 

ou les qi: pi Zn + Zn sont les injections canoniques, 

t 
i E I et ou F: Zn + Zn est unique, verifiant 

Fo qi = f. pour tout i E I, Si l1on prend 1 



mi = F ((Gij) jerl ; on wit que f (A  ) = Ami pour tout h 

dans pi Z . n 

PROPOSITION 4.6. Un A-module Q est injectif, 

seulement sit pour chaque ideal I de A et pour cha- 

que application A-lineaire f: I + Q, il existe un 

element g dans Q tel que f ( A 1  = Ag pour tout A dans 

Pour la d&nonstration, voir ~£141. 

5. REPRESENTATION DES APPLICATIONS SEMI-QUADRATIQUES. 

Soient A un anneau commutatif a element unit6 et M 

et N deux A-modules. 

Rappelons que l1on note Q1(AtM,N) le A-module des 

applications A-semi-quadratiques de M dans N et que 

si llhomothetie definie par 2 dans N est injective, 

alors toute application Z-semi-quadratique q:M + N 

est une application Z-quadratique pour les structu- 

res de Z-modules de M et de N, 

PROPOSITION 5.1, CReprEsentation des applications 

A-quadratiques1. Pour tout A-module M, il existe un 

A-module r2 CM) et une application A-quadratique 

q:M + r2(ll) telle que toute application A-quadratique 

q:M + N se factorise de fayon unique par une appli- 



26. 

cation A-llneaire g: r2(M) + N, i,e, le diagramme 

Commute, ou encore Q (A,EI,N) 2 HornA(T2 (M) ,N) , isomor- 

phisme de A-modules . 

Rappelons seulement que 

\ 
ou ~("'est le A-module libre de base M et R  est le 

sous-A-module de A(~)x M @ M engendre par les 616- 

0) et (e -e -e I -  x By) ments de la forme (eax-a ex, 
x+y x Y 

\ \ 

ou x,y E A et ou (ex)xEM est la base canonique du 

A-module libre A et y: M -> A(~)x M 8 M -> T~(M) 
A 

est l'application composee de M -> A(")x M 8 M , 
A 

x -> (e 0 )  et de la application surjective canoni- 
X I  

que A(~'x M 8 M-> r (M). 
A 2 

P R O P O S I T I O N  5 . 2 ,  Pour tout groupe abelien M, il exis- 

te un groupe abelien rl(M1 et une application semi-qua - 
dratique yl: M -> rl(M) telle que toute application 

semi-quadratique g: M + N se factorise de fa$on7 uni- 



que p a r  un homomorphisme de  groupes  g:TICM) + N ,  i . e ,  

l e  diagramme 

Commute, c ' e s t  a  d i r e ,  il e x i s t e  un isomorphisme de  

* 
groupes  a b e l i e n s  . Q1 ( Z  , M , N )  = HomZ (TI (M)  , N )  . 

S i  l ' h o m o t h e t i e  d e f i n i e  p a r  2 dans  N e s t  i n j e c t i v e  

q:M + N e s t  une a p p l i c a t i o n  Z-quadrat ique,  donc, il 

e x i s t e  un Z-module r 2 ( M )  e t  une a p p l i c a t i o n  Z-quadra- 

t i q u e  y  t e l l e  que t o u t e  a p p l i c a t i o n  Z-quadrat ique 

q:M + N se f a c t o r i s e  de  facon  unique p a r  une a p p l i -  
J 

c a t i o n  Z - l i n e a i r e  g:T2(M) + N ,  i . e ,  l e  diagramme 

es t  cornmutatif. I1 s u f f i t  d e  p rendre  a l o r s  r l ( M )  = 

Montrons que en g e n e r a l  T1(P1) = T 2 ( M 1 ,  cons ide r6  

avec  s a  s t r u c t u r e  n a t u r a l l e  de  groupe a b d l i e n ,  e t  

yl= y  . En e f f e t ,  s o i e n t  (ex) xEM l a  ba se  canonique 

du Z-module l i b r e  Z e t  S les sous-Z-module de  



zCM)x M @ M engendre par les elements de la forme 
z 

I 
(ex-e-x, 0) et Cex+y-ex-e ,-x @ y) , ou x,y parcourent 

Y 

M. Notons rl(M) = Z x M @ M/~ le Z-module quo- 
z 

tiant et considerons l'application yl: M -> Tl(M) 

composee des applications M + Z(M) x (M 8 M) , x + (ex,O) 
z 

et de la surjection canonique Z (M)x (M @ M) + T1 (h) . I1 
z 

est facile de voir que yl est une application semi-qua - 

dratique. 

D'autre part l'application +: MxM + T1(M) associee a 

Y1 est Z-bilinea2re. 

Soit, d'antre part, q une application semi-quadratique 

et $I l'application associee a q. I1 existe une unique 

application Z-lifieaire h: M @ M + N rendant comrnuta- 
z 

ti£ le diagramme 

\ 
ou la fleche verticale est canonique. 

D'aytre part il existe une application Z-lineaire 

faisant commuter le diagramme 



I 
ou la fldche verticale est canonique donc il existe une uni - 

que application Z-lineaire 5: z ( M ) x ( ~  8 M) ->N rendant 
z 

commutatif les diagrammes 

\ 

ou les ii (i=1,2) sont les injections canoniques. On a 

x,y dans M, donc, ;(S) = 0. I1 existe alors une unique 

application Z-lineaire g: rl(M) -> N rendant commutatif 

le diagramme: 

Donc le diagramme 



est  comrnutatif. Pour demontrer  l ' u n i c i t d  de  g  v e r i -  

f i a n t  g ,  yl = q  on procede c o m e  s u i t .  Supposons 
/ 

q u ' i l  ex is te  une a u t r e  a p p l i c a t i o n  Z - l i n e a i r e  

f :  r (I!) -> N t e l l e  que foyl = q .  On a  fey1= goy1, 1 

donc f  e t  g  c o i n c i d e n t  s u r  Irn(yl).  S i  l ' o n  ddmontre 

que Irn(yl) engendre r l  (MI en  t a n t  que Z-module, a l o r s  

g= f .  En e f f e t ,  les B l h e n t s  d e  l a  forme(ex,  y  0 z) 

! 
ou x , y ,  z pa r cou ren t  M, engendren t  Z ( M ) x  (M $ M) e n  t a n t  

z 
que Z-module donc les B l h e n t s  C(ex,y @ z )  pour & y , z  

p a r c o u r r a n t  M ,  engendrent  rl(M) en  t a n t  que Z-module, 
t 

ou C: Z (M)x M $ M -> r1 (MI est  l a  s u r j e c t i o n  canoni-  
z 

- y  (z)  a l o r s  fy l (x I  Ix E MI engendre T1(M) en  t a n t  que 

Z-module . 

PROPOSITION 5 . 3 .  Pour t o u t  A-module M, il e x i s t e  un 

A-module r l C M )  e t  une a p p l i c a t i o n  A-semi-quadratique 

yl: M -> r l ( ~ )  t e l l e  que t o u t e  a p p l i c a t i o n  A-semi-qua- 

d r a t i q u e  q : M  -> N se f a c t o r i s e  d e  f a son  unique p a r  

une a p p l i c a t i o n  A - l i n g a i r e  g:T1(MI - N ,  i . e ,  l e  d i a -  



est commutatif, clest a dire, il existe un isomorphis- 
- 

me de A-modules Q1(.A,M,N) = ~om~(r~(M) ,N). 

Considerons T2(M) avec sa structure naturalle Be grou- 

pe abelien et dgsignons par T1 (MI le A-module 

ri(M) = A $ r (MI obtenu par extension des scalaires 
z 2 

Z->A . 

Z -> 1 $ Z est A-semi-quadratique. 

En effet, quels que soient x,y dans M, on a, yl(x+y)+ 

l'application $: MxM -7 rl (MI associge a yl est 
\ 

donnee par $(x,y) = 1 8 @ (x,y) ou @ est l'application 

A-bilineaire associee a y. Ceci nous montre que $ 

est Z-bilheaire. 

Si q est une application A-semi-quadratique, alors 

q est une application Z-quadratique, donc il existe 



une unique a p p l i c a t i o n  Z - l i n e a i r e  g: r2(?41 -> N t e l l e  

que g o y  = q .  L ' a p p l i c a t i o n  A x I'?(M) -> N d e f i n i e  

p a r  (a ,y  ( x l j  -> aq (x )  es t  Z -bg l i nea i r e ,  donc il e x i s -  

t e  une un ique  a p p l i c a t i o n  Z - l i n e a i r e  g: A @  r2 (M) -> N 
z 

r endan t  commutatif  l e  diagramme. 

\ 
ou l a  f l g c h e  v e r t i c a l e  e s t  canonique.  C e c i  nous d i t  

q u ' i l  e x i s t e  une  a p p l i c a t i o n  Z - l i n e a i r e  y t e l l e  que 

goy1 = q  . D e  p l u s ,  il est  e v i d e n t  que g  est A - l i -  

n e a i r e .  

Pour ce q u i  est  d e  l ' u n i c i t g  d e  g ,  supposons q u ' i l  

e x i s t e  une a p p l i c a t i o n  A - l i n b i r e  h: A 8 T 2 ( M )  -> N 
z 

t e l l e  que hoyl = q. Donc hoyl = goyl e t  ceci nous 

d i t  que c o i n c i d e n t  s u r  im(yl)  . S i  l ' o n  dgmontre que 

lm(yl) engendre  A 8 r2(M) en  t a n t  que A-module a l o r s  
z 

h  = q. 

Les g e n e r a t e u r s  d e  A 6) r 2 ( M )  e n  t a n t  que  A-module s o n t  
z 

d e  l a  f o m e  1 0 y (x) avec  x  E M. Come les y ( x )  en- 

gend ren t  T 2  (MI en t a n t  que A-module, les  yl ( x )  =l @ y  (x) 

engendren t  A x  Y 2 ( M ) .  A i n s i  s i  u  E A @ r2(M), on 
z z 

p e u t  ecrire  



(sonunes finies), avec ai E A et xi E M I  pour tout 

i. L'assertion est ainsi demontrg. 

I 
6. APPLICATIONS QUASI-QUADRATIQUES. Une condition nece- 

ssaire et suffisante pour que q: M -> N soit une appli - 

cation A-quasi-quadratique est que: (i) pour tout 

2 
(a,x) E AxM, q(ax) = a q(x) , (ii) l'application- 

@ :  MxM -> N, associge a q est 2-bilinehire. 

Soit F, CA,M,N) le A-module des applications f,: AxM -> 

qui verifient les relations suivantes: 

(1) f, (a+b,x) +- f, (a-b,~) = 2f0 (a,x) + 2f0 (b,x) 

C2) fo (a,x+y) +fo Ca,x-y) = 2fo (a,x) + 2fo (a,y) 

2 (31 fo (ab,x) = foCa,bx) + a f, (b,x) 

quels que soient a,b E A et x,y E M. 

PROPOSITION 6.1. I1 existe une application A-lineai- 

re B :  Q1(A,M,N) -> F, (AIMIN) dont le noyau est 

Q,CA,M,N), clest a dire, la suite 0 + Q,(A,M,NJ + 

Pour tout q E Q~(A,M,N) , on note 6 AxM ->N llap@li- 
9: 

2 cation de/finie par B (a,x) = q(ax) - a q(x) pour tout 
q 

a E A et tout x E M. Montrons dl abord que 6 E F, (A,M,N) . 
q 

2 
En effet, Bq(a+b,x) + Bq(a-b,x) = q( (a+b)x) - (a+b) q(x)+ 



2 2 + q ((a-b) x) - (a-b) q (x) = q (ax+bx) + q (ax-bx) - 2 a q(x) - 

quels que soient a,b E A et x E M. 

quels que soient a E A et x,y E M. Finalment, 

2 2 2 - a b q(xj = B (a,bc)+a B (b,x) quels que soient 
9 9 

D'antre part il est clair que l'application 

B: Q1(A.M,N) -> F, (A,M,N) ddfinie par q -> f3 est A-li- 
9 

ngaire et que q E ker(B) si et seulement si q(ax) - 
2 

-a q(xl = 0 pour tout a E A et pour tout x E M, ou en- 

core, si et seulement si q est une application A-quasi- 

-quadratique. Donc ker CB) = Q, (A,M,NI ce qui $ch&e 
.d 

la demonstration de la proposition. 

Soit F1 (AIM,N) le A-module des applications f :AxMxM + N 

qui sont additives en ses trois variables et qui veri- 

fient. f (ab,x,y) = f (a,bx,y) +af (b,x,y) quels que 



soient a,b dans A et pour x,y parcourant M. 

LENME 6.2. Supposons que l'homothgtie dgfinie par 2 

dans N soit injective et soient q:M + N une applica- 

tion semi-quadratique et @ :  MxM + N l'application 

associge a q. Si pour tout a dans A et pour tout 

(x,y) dans MxM on a @ (ax,y) = a@ (x,y) , alors q =st 

une application A-quadratique. 

2 
q(ax) = a q(x) , quels que soient a dans A et x dans M. 

PROPOSITION 6.3. I1 existe une application A-lingaire 

y: Ql (A,M,N) -+ F~ (A,M,N) dont le noyau est Q (AIMIN) , 

i.e une suite exacte de A-modules 

Si q E Q1(A,M,N) on note 
yq 

: AxMxM -+ N l'application 

def inie par yq(atx,y) = @ (ax,y) -a@ (x.y) pour tout a 
1 

dans A et (x,y) dans MxM, ou @ est l'application 

associge a q. 

I1 est evident que 
Yq 

E F1 (-A,M,N), i.e, 
que yq est 

additive dans ses trois variables et que y verifie 
q 

yq[ab,x,yl = yqCa,bx,y) + a y b,x,y), quels que 
q 

soient a,b dans A et x,y dans M. 



- Dtanfre part il est clair que l'application 
y:Q, (A,M,N) + T1(A,M,N1 dgfinie par q -+ Yq est A-li- 

/ 
neaire et q E: kercy) si et seulement si $I (ax,yl = 

= a$ (x,y) pour tout a dans A et x,y dans M, i.e, 
0 

l'application @ associ6e a q est A-bilineaire. Donc 

ker (y) = Q (A,M,N) , ce qui achgve la dgmonstration de 

la proposition. 

Soit F, (A,M,N) le A-module des applications 

f:AxMxM + N qui verifient les conditions suivantes: 

i) elles sont additives et symgtriques en la deuxi* 

et troisihe variables; 

soient a,b dans A et x,y dans M, 

PROPOSITION 6.4. Si lthomothetie dgfinie par 2 dans 

N est injective il existe une application A-lingaire 

6' :Q1 (A,N,N) + FA (A,M,N) dont le noyau est Q, (A,M,N) , 
b 

c'est a dire une suite exacte de A-modules 

Si q E Q1(A,M,M) on note 6'- AxMxM + N l'application 
q' 

2 
definie par @'(a,x,y) = @(ax,ayl-a $ICx,y) pour tout 

9 



1 
a dans A et x,y dans 51 et ou $:MxM + N est l'applica- 

tion associee a q. 11 est facile de voir que 

B r  E FA (A,M,N) et que l'application $ I  :Q1(~,~,N) + 
4 

0 
+ Fk (A,M,N) dgfinie par q + B h  est A-lineaire. De 

plus, q E ker(B1j si et seulement si $(ax,ay) = 

2 = a $(x,y), pour tout a dans A et x,y dans M. -Ou en- 

core si et seulement si q est une application A-qua- 

si-quadratique. Donc ker (B ) = Q, (A,M,N) , ce qui 

ach&e la d&onstration de la proposition. 

PROPOSITION 6.5. Si L est un A-module libre de rang 

1, lrapplication A-lineaire B:Q1 (A,L,N) + F, (A, LtN) 

est surjective. 

En effet, soit f E F,(A,L,N) et {el une base de L. 
\ 

On dgfinit q:M + N par q(x) = f(a,el, si x = a e, ou 

a E A. I1 est clair que q est une application A-se- 

mi-quadratique, car q (x+y) +q (x-y) =f (a+b,e)+f (a-b,e) = 

I1 reste a montrer que B(q) = f .  Pour cela, calculons: 



PROPOSITION .7.1. Pour tout A-module M, il existe un 

A-module ro (XI et une application A-quasi-quadrati- 

que yo:M + r0(M) telle que toute application A-qua- 

si-quadratique q:M + N se factorise de facon unique 
? 

par une application A-lineaire go:r,(14) + N, i.e, 

le diagramme 

est commutatif, ou encore, il existe un isomorphisme 

de A-modules Qo (AIMIN) HomA (I' (MI ,N) considerons 

r2CM) avec sa structure naturalle de groupe abelien 

et designons par R le sous-A-module de A 8  T2(M) en- 
z 

gendre par les el&tents de la forme: 1 8  y(ax) - 
2 \ - a 8 y (x) ou a parcourt A et x parcourt M. Notons 

To(M) = A 8 T2(M) le A-module quotient et par 
z 

yo :M + r2 (MI + A x r2 (.MI + I', (MI l'application gvi- 
z 

dente compos6et 0% C est la surjection canonique. On 

voit que yo est une application A-quasi-quadratique, 



2 
= a yoCxl , quels que soient x,y dans M et pour tout 

a dans A. 

Soit, d'autre part, q une application A-quasi-quadra- 

tique; q est une application Z-quadratique donc il 

existe une unique application Z-liheaire g:r2 (M) + N 

telle que goy = q. L'application dgfinie par 

(a,y(x)) + a q(x) de A x r2(~] + N est Z-bilidaire, 

donc elle se factorise de fa5on unique par une appli- 

cation Z-linsire 6 :  A 8 r2 (MI + N rendant comutatif 
z 

le diagramme: 

/ 
De plus, 5 est A-lineaire , car g (b (a # y (x) ) = 

- 
= g(b a Q) Y 1 = b a q(x] = b(g~a 8 y (x) 1 ,  pour a,b 

dans A et x dans M. 

2 
= qCax) - a qCxl = 0 pour tout a dans A et pour tout 

x dans M, alors ~ C R )  = 0 et ceci dernontre llexistence 

de go, I . e ,  on vient de dgrnontrer qu'il existe une 

application A-lingaire go :r, (MI + N telle que go .yo= q. 



/ 
Supposons qutil existe une autre application A-lineai- 

re h:roCN) + N verifiant hog = q. Alors hoyo= go.yo 

entraZne que h et go coincident sur Im(yo) et si lton 

demontre que Im(yol engendre r0(M) en tant que A-modu- 

le, alors h = go. Or, les ggnerateurs de A 8 T2(M) , 
Z 

en tant que A-module, sont de la forme 1 8 y(x)- avec 

x E M. Comrne les y (XI engendrent T2 (M) en tant que 

A-module, alors les yo (x) = c (1 @ y (x) ) engendrent 

rQ (MI . 

Soit Rt le sous-A-module de A @ r2 (MI engendre par les 
z 2  

elements de la forme: 1 @ y (a x)- a 8 y(xj et 

considerons le A-module quotient ~ar~(~)/~~ 11 
Z 

existe alors un isomorphisme de A-modules 

En effet considerons l'application 

dgfinie par a 6) y(xl -> 'a 0: la barre designe 

classe module Rt. Montrons que g est un isomorphisme 

de A-modules. En effet consid$rons ltapplication 

A-lineaire g:T2CM) -7 A $ T2(MI Rt dgfinie par 
z 



\ 
y(x)  -> m, ou l a  b a r r e  des igne  c l a s s e  module 

R '  . 
D'aut re  p a r t ,  l ' a p p l i c a t i o n  A- l inea i r e  A 8 T 2  (MI + 

z 
-t T 2 ( ~ )  d e f i n i e  pa r  a  @ y ( x )  -> a  y (x) e s t  s u r j e c -  

t i v e  e t  s 'anmule  s u r  R '  donc e l l e  s e  f a c t o r i s e  pa r  

\ 
ou l a  f l e c h e  v e r t i c a l e  e s t  canonique. I1 e s t  ev iden t  

que h  e s t  s u r j e c t i v e  e t  comme g o h  = i d ,  a l o r s  h  e s t  

a u s s i  i n j e c t i v e ,  donc un isomorphisme de  A-modules. 

Considerons l ' a p p l i c a t i o n  A- l inea i r e  s u r j e c t i v e  

\ 
d g f i n i e  p a r  C(a @ y ( x ) )  -> C t ( a  8 y ( x ) ) ,  ou 

C: A 4 T 2  CMI - T o  1 e t  C t  : a  @ T2(M1 -) T2(M) s o n t  
z z 

les s u r j e c t i o n s  canoniques . 
I 

Considerons a u s s i  l t a p p l i c a t i o n  A- l inea i r e  



dgffinie p a r  C Ca 8 y b l  l -? a y (xl ; on remarque que h2  

f a i t  c m u t e r  l e  diagramme 

e t  c o m e  h e s t  s u r j e c t i v e ,  il en e s t  de meme de h2.  

On a donc deux s u i t e s  e x a c t e s  de A-modules, a s a v o i r  

e t  il e s t  ev iden t  que k e r ( h 2 )  = C ( R 1 ) .  On a donc l a  

s u i t e  exac t e  de  A-modules 

PROPOSITION 7.2. Pour t o u t  A-module M, l a  s u i t e  

h2 e x a c t e  0 + C ( R ' )  + r o ( M )  -> T 2 ( M )  + 0 e s t  sc indge.  

En e f f e t ,  s o l t  hi: T 2 ( M )  + r o  (MI l ' a p p l i c a t i o n  d e f i -  

n i e  p a r  y(xl + C ( 1  8 y ( x ) ) ,  on a h2 h l ( y C x ) )  = 

= h2 ( C ( 1  8 y (.XI = y (x) , donc h2 o h; - 
- idr2@1 

COROLLAIRE 7.3. Pour t o u t  A-module M, Q, (A ,M,N)  Z 



PROPOSITION 7.4,  S i  M e s t  un A-module p r o j e c t i f  

F (A,M,NI H O ~ ~ ( C ( R '  I , N )  . 
En e f f e t ,  on  a les  s u i t e s  e x a c t e s  (Prop.  3.3) 

0 + Q(A,M,N) + Q,(A,M,N) + F(A,M,N) + 0 e t  
I1 14 

0 + Q(A,M,N) + Q o  (A,M,N) + H o ~ ~ ( c ( R ' )  , N )  + 0 donc 

PROPOSITrON 7.4. S i  L  e s t  un A-module l i b r e  d e  t y -  

pe f  hi , a l o r s  r l  (L) = A @ r 2  (L)  e s t  un A-module l i b r e  
z 

de  t y p e  f i n i .  

T 2  (L) e s t  un Z-module l i b r e  de  t y p e  f i n < .  S o i t  

y'ei)i=l,. . . n r  une b a s e  d e  r 2  (L) comme Z-module e t  

g : r 2  1L) + A x  r 2  (L) l ' a p p l i c a t i o n  Z - l i n e a l  d e f i n i e  
z 

p a r  g (y  ( X I )  = 1 f j  y  (x) . I1 est  c l a i r  que  g (  ~ ( e ~ ) ) ~ , ~ ,  . . .n 

es t une b a s e  d e  A f j  T 2  (L) come A-module . 
z 

COROLLAIRE 7.5.  S i  P  es t  un A-module p r o j e c t i f  d e  

t y p e  f i n i ,  a l o r s  r1 (PI = A 8 r 2  es t  un A-module 
z 

p r o j e c t i f  d e  t y p e  f i n i .  

En e f f e t ,  il e x i s t e  un A-module l i b r e  d e  t y p e  f i n i  L  

e t  un A-module p r o j e c t i f  P '  t e l  que  P  0 P '  = L, donc 

A @  L = A @  CP @ P ' )  = A @  P 0 A @  PI est  un A-module 
z z z z 



l i b r e  d e  t y p e  f i n i ,  donc A @ L e s t  un A-module p r o  - 
z 

j e c t i f  d e  t y p e  f i n i  e t  A 8 P es t  un A-module p r o j e c -  
z 

t i £  d e  t y p e  f i n i ,  

PROPOSITION 7.6.  S i  T o  ( M  es t  p r o j e c t i f  d e  t y p e  f i -  

n i t  a l o r s  r2(M) es t  p r o j e c t i f  d e  t y p e  f i n i .  

h2 
En e f  f e t ,  l a  s u i t e  e x a c t e  0-> C ( R '  ) -> T o  (M) -> 

-> T 2 ( M )  -7 0 est  ScindBe,  donc T0(Pl) 2 T 2 ( ~ )  @ c ( R ' ) .  

PROPOSITION 7.7. S i  L es t  un A-module l i b r e  d e  t y p e  

f i n i ,  a l o r s  T o  (L) est  un A-module l i b r e  d e  t y p e  f i n i .  

\ 
T o  (L)  = T1 (L)  /R , ou IR es t  l e  s o u s  A-module d e  T1 (L) 

2 
engendrG p a r  les e lgment s  d e  l a  forme y  ( a x ) - a  $ y ( x )  

e t  rl  ( L )  est  un A-module l i b r e  d e  t y p e  f i n i  (p rop .  7.42, 

d ~ n c  R est  a u s s i  un A-module l i b r e  d e  t y p e  f i n i .  S i  

es t  une b a s e  d e  T o  (L) . En e f f e t .  a l  C ( l  6) y l ( e l )  ) + 

+...+ a n ( l  8 y ( e n ) )  = 0 s i  e t  seu lement  s i  a l ( l  8 y(e l ) )+  

+. . .+ a n  ( 1  8 y (en)  l E R C T1 (L)  s i  e t  seu lement  s i  

D l  a u t r e  p a r t  s i  C ( a  8 y Cx) ) est  un Blement quelconque 



COROLLAIRE 7 .8 .  S i  P e s t  un A-module p r o j e c t i f  d e  

t y p e  f i n i ,  a l o r s  T o ( P )  e s t  un A-module p r o j e c t i f  d e  t y -  

pe  f i n i .  

Considerons  1' a p p l i c a t i o n  hl: F1 ( M )  - T 2  (Y )  ddf i n i e  

p a r  h l ( a  h) y ( x )  = a y ( x ) .  hl e s t  l l a p p l i c a t i o n  Z- l inea i -  

re q u i  f a i t  cornmutatif l e  diagramme 

\ 

ou l a  f l e c h e  v e r t i c a l e  e s t  canonique  e t  h  es t  l l a p p l i  - 
c a t i o n  Z - b i l i n g a i r e  d e f i n i e  ( a ,y  (x) ) -> ay ( x )  . 

hl 

es t  a u s s i  A - l i n e a i r e .  En e f  f e t  h l ( b ( a  8 y  ( x )  ) = hl 

(ba  8 Y (x) 1 = b a  Y (XI = b  h l ( a  @ y(x)  e t  il es t  e v i d e n t  

que  ke r (h l l  = k e r ( h i )  ou  h i :  / A 9 T 2 ( M )  -> A x  T2(M/Rl 
z z 

es t  1' a p p l i c a t i o n  A - l i n 6 a i r e  d&f i n i e  p a r  a  8 y  (x) -> 

2 C1 (a 8 y(x) ) et  o: R1 est le s o u s - A d u l e  d e  A 8 T 2  (M) 
z 

engendrg p a r  les S l&nen t s  d e  l a  forme 1 9  y ( a x )  - 

- Y (x)  - y Cy) 1 .  On a  donc l a  s u i t e  e x a c t e  O - > R ~  -> 



PROPOSITION 7.9. Pour t o u t  A--module M, l a  s u i t e  exac- 

En e f f e t ,  s o i t  h i :  T 2  (M) - T1 (M)  l ' a p p l i c a t i o n  d g f i -  

n i e  p a r  y (XI -> 1 8 y (x)  , on a hl o h i  (y  (x)  ) = 

= h l ( l  y [x) 1 = y (x )  , donc hl o hi - - ldr2(")  

COROLLAIRE 7.10. Pour t o u t  A-module M 

Considerons  m a i n t e n a n t  l ' a p p l i c a t i o n  A - l i n g a i r e  

-> C(a 8 y (x)) , h, est evidement  s u r j e c t i v e  e t  k e r  (h , )  = 

= R ,  o h  R e s t  l e  sous-A-module de  A 6) r 2  (H) engendre  
z 

2 
p a r  l e s  e l h e n t s  d e  l a  forme 1 9 y (ax)  - a y ( x ) .  

h- On a donc l a  s u i t e  e x a c t e  0 -> R --> r l  (M) 

!!%> ro(M] -> 0 ,  donc l a  s u i t e  e x a c t e  0 -> HO%(I',(M) ,N)-> 

-> E X ~ ; ( T ~  (MI , N )  -> ~ x t '  (RIM) e t  s i  M e s t  p r o j e c t i f  
A 

d e  t y p e  f i n i ,  a l o r s  r , C M 1  e s t  p r o j e c t i f  d e  t y p e  f i n i  e t  

on a l a  s u i t e  e x a c t e .  



0 -> 0, (A,F,NI --> Q 1 ( A , ~ , ~ )  -> Hom ( R , N )  -> 0 
A 

e t  pa r  p r o p o s i t i o n  6.1, on a  a u s s i  l a  s u i t e  e x a c t e  

B 0 -, Q. (A,N,N) -> Q1 (A,M,A) -> F. (AIMIN) e t  on peut  

se demander s i  F, ( A I M I N )  HomA ( R , N )  . Evidemment s i  

B est  s u r j e c t i v e  nous au r ions  c e t  isomorphisme mais 

nous n 'avons pas  pQ 6 t a b l i r  l a  s u r j e c t i v i t g  de  B ,  m$me 

s i  M est un A-module l i b r e  de  t ype  f i n i  e t  de rang 6ga l  

ou s u p e r i u r  a  deux. Ngannois p a r  p r o p o s i t i o n  6 . 5  on a .  

S i  M e s t  un A-module l i b r e  de rang 1 Fo (AIMIN) - HomA(R,N) . 
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