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Generalizing the Lie derivative to distribution-valued tensors, we examine the geometric symme-
tries of the metric and its distributional curvatures of a (3+1)-dimensional static and asymmetric
domain wall spacetime and its thin wall limit.

Empleando la generalización distribucional de la derivada de Lie, se obtienen las simetŕıas de la
métrica y de las distribuciones tensoriales de curvatura para un espaciotiempo pared de dominio
3+1 dimensional asimétrico y estático y su ĺımite de pared delgada.

1. INTRODUCCIÓN

Los espaciotiempos pared de dominio han sido recien-
temente objeto de un intenso estudio, esto debido a la
posibilidad de que nuestro universo puede ser una pared
de dominio embebida en un espaciotiempo de dimensión
D ≥ 5 [1, 2, 3, 4]. En general, los modelos considerados
poseen simetŕıa de reflexión en torno de la pared, aunque
este requerimiento no es necesario. En [5], relajando la
condición de simetŕıa bajo reflexión, se obtiene un espa-
ciotiempo que es asintóticamente Minkowski a un lado de
la pared y por el otro es la solución de Taub [6]. El espa-
ciotiempo está descrito por una métrica que pertenece a
la clase de métricas regulares [7], métricas que admiten
tensores de curvatura con un significado distribucional
riguroso, y que además satisface los criterios de conver-
gencia que aseguran que el ĺımite de pared delgada está
bien definido [7, 8]. En lo que sigue, estudiaremos las
simetŕıas de la métrica y de las distribuciones de cur-
vatura de este espaciotiempo asimétrico asi como la per-
manencia y/o aparición de nuevas simetŕıas en el ĺımite
de pared delgada.

2. LA DERIVADA DE LIE EN EL SENTIDO DE
LAS DISTRIBUCIONES

Sea Tab un campo tensorial localmente integrable y Xc

un campo vectorial infinitamente derivable C∞. Sea ηab

un tensor métrico C∞ definido sobre M y ∇c el operador
derivada compatible con ηab. Entonces

£XTab = Xc∇cTab + Tac∇bX
c + Tcb∇aXc (1)

Sea Uab un campo tensorial suave con soporte compacto
sobre M . Tratando £XTab como una distribución tenso-
rial, se tiene

£XTab

[
Uab

]
= −

∫
UM

Tab[£X +∇cX
c]Uabwη (2)

donde UM es el dominio coordenado correspondiente a
M y wη el elemento de volumen natural compatible con

ηab. Por lo tanto definimos

£XTab

[
Uab

]
≡ −Tab[£XUab +∇cX

cUab] (3)

Los términos del miembro derecho de (3) son distribu-
ciones bien definidas y por lo tanto la derivada de Lie
de una distribución simétrica cualquiera Tab a lo largo
de Xc, un campo vectorial C∞ define una distribución a
través de (3).

3. UN ESPACIOTIEMPO ASIMÉTRICO

Consideremos la métrica estática y asimétrica, que en
coordenadas cartesianas, viene dada por [5]

qgab = f(ξ)2/3e−2kξ/3(−dtadtb + ekξ(dyadyb

+ dzadzb)) + f(ξ)2dξadξb (4)

donde f(ξ) = [cosh(kξ/2q)]−q, con k y q constantes y
0 < q < 1. Este espaciotiempo es generado por una
pared de dominio, es decir, una solución al sistema de
ecuaciónes acopladas Einstein-campo escalar

Gab = 8πTab (5)

Tab = ∂aφ∂bφ− gab(
1
2
∂cφ∂cφ + V (φ)) (6)

con

φ(ξ) = φ0 tan−1

(
sinh(

kξ

2q
)
)

, φ0 =

√
(1− q)q

24π
(7)

y

V (φ) = (k2/48πq) cos2(1−q) (φ/φ0) (8)

donde q es el ancho de la pared. El campo φ(ξ) toma
valores en R, V (φ) posee simetŕıa Z2, tiene al menos dos
mı́nimos degenerados y φ(ξ) interpola entre dos mı́nimos
diferentes de V (φ). Por otro lado, Tab satisface la condi-
ciones de enerǵıa debil y dominante y viola la fuerte [5].
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Este espaciotiempo a pesar de que V (φ) posee simetŕıa
Z2 no posee simetŕıa de reflexión y es asintóticamente
para ξ < 0 un espaciotiempo Taub y Minkowski para
ξ > 0 [5].

El tensor de Ricci y el tensor de Einstein asociados a
la geometŕıa considerada vienen dados por

qRab =
k2

12q
(cosh

kξ

2q
)−2(1−2q/3)(−e−2kξ/3dtadtb

+ekξ/3(dyadyb + dzadzb))

+
k2

12q
(3− 2q) cosh−2(

kξ

2q
)dξadξb (9)

qGab =
k2

12q
(2− q)(cosh

kξ

2q
)−2(1−2q/3)(−e−2kξ/3dtadtb

+ekξ/3(dyadyb+dzadzb))−
k2

12
cosh−2(

kξ

2q
)dξadξb(10)

La métrica (4) pertenece al tipo de métricas regulares.
Hagamos el ĺımite distribucional q → 0. Para obtener
este ĺımite, tanto la métrica, el tensor de Ricci y el tensor
de Einstein deben ser considerados distribuciones tenso-
riales. Los ĺımites para (4) y sus tensores de curvatura
son [9]

lim
q→0

qgab = −e−k
|ξ|+2ξ

3 dtadtb + e−k|ξ|dξadξb

+e−k
|ξ|+2ξ

3 ekξ(dyadyb + dzadzb) (11)

lim
q→0

qRab = kδ(ξ)(−1
3
dtadtb+dξadξb+

1
3
(dyadyb+dzzdzb))

(12)

lim
q→0

qGab =
2k

3
δ(ξ)(dtadtb − dyadyb − dzadzb) (13)

La métrica (11) es identificada como el ĺımite de pared
delgada de (4) y describe un espaciotiempo singular.
Para ξ < 0 es un espaciotiempo tipo Taub y ξ > 0 es
un espaciotiempo tipo Minkowski [5]. El tensor de Ricci
distribucional (12) proviene de la métrica (11) y el tensor
de Einstein distribucional (13) describe una fuente singu-
lar, que genera el espaciotiempo descrito por la métrica
(11). Para este espaciotiempo los tensores de curvatura
están bien definidos como distribuciones en el sentido de
la Ref.[7].

3.1. Simetŕıas

Para qgab dado por (4) y exigiendo

£X
qgab = 0 (14)

obtenemos los campos vectoriales de Killing para la
métrica, que vienen dados por

X1 = ∂t, X2 = ∂y, X3 = ∂z, X4 = z∂y − y∂z (15)

De igual forma, exigiendo para el tensor de Ricci (9)

£X
qRab = 0 (16)

obtenemos las colineaciones de Ricci, que resultan ser
los mismos campos vectoriales de Killing, por tanto este
espaciotiempo, solo admite colineaciones impropias.

Por último, exigiendo para el tensor de Einstein (10)

£X
qGab = 0 (17)

obtenemos las colineaciones de materia, que resultan ser
los mismos campos vectoriales de Killing.

En lo que sigue obtendremos la derivada de Lie dis-
tribucional de la métrica y los tensores de Ricci y Ein-
stein de los espaciotiempos pared gruesa, a lo largo de los
campos vectoriales de Killing y las colineaciones de Ricci
y materia, obtenidos en el caso no distribucional. Esto
con el fin de determinar si los mismos siguen jugando el
papel de simetŕıas de los tensores distribucionales. En lo
que sigue se omitirá la etiqueta q para la métrica y para
los tensores de Ricci, y de Einstein asociados a la pared
de dominio gruesa, debido que la omisión no introduce
confusiones.

Consideremos la métrica asimétrica y estática (4) y
calculemos la derivada de Lie (3) a lo largo de los campos
vectoriales de Killing definidos por (14). Para X = z∂y−
y∂z obtenemos

£Xgab[Uab] = −
∫

R4
(∇y(zgabU

ab)− Uab∇y(zgab)

−∇z(ygabU
ab) + Uab∇z(ygab))wη

+
∫

R4
(gyy − gzz)(Uzy + Uyz)wη = 0 (18)

donde hemos integrado por partes,usado el hecho de que
gyy = gzz y que la métrica no depende de ξ. Para el resto
de los campos vectoriales de Killing se obtiene de igual
forma

£Xgab[Uab] = 0 (19)

Calculemos a continuación la derivada de Lie del ten-
sor de Ricci (9) a lo largo de las colineaciones de Ricci
definidas por (16). Para X = z∂y − y∂z, tenemos

£XRab[Uab] = −
∫

R4
(∇y(zRabU

ab)− Uab∇y(zRab)

−∇z(yRabU
ab) + Uab∇z(yRab))wη

+
∫

R4
(Ryy(Uzy + Uyz)−Rzz(Uyz + Uzy))wη = 0(20)

Para el resto de las colineaciones de Ricci se obtiene de
igual forma

£XRab[Uab] = 0 (21)

De manera análoga, se calcula para el tensor de Einstein
(10) a lo largo de las colineaciones de materia que satis-
facen (17) y obtenemos

£XGab[Uab] = 0. (22)
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Hemos verificado que las simetŕıas de los tensores
métrica, Ricci y Einstein no distribucionales son también
simetŕıas de los mismos en el tratamiento distribucional.

3.2. Simetŕıas en el ĺımite de pared delgada

Consideremos en lo que sigue la derivada de Lie dis-
tribucional para el tensor métrico (11), ĺımite de pared
delgada de (4), a lo largo de los campos vectoriales de
Killing definidos por (14). Para X = z∂y − y∂z

£Xgab[Uab] =−
∫

R4
(Uab∇z(ygab)− Uab∇y(zgab))wη

+
∫

R4
(gyy(Uyz+Uzy−gzz(Uyz+Uzy))wη =0(23)

donde hemos integrado por partes y usado el hecho de
que gyy = gzz y la geometria es estática. Para el resto de
los campos vectoriales de Killing tamb́ıen se cumple

£Xgab[Uab] = 0

Para el tensor de Ricci distribucional (12), a lo largo
de las colineaciones de Ricci definidas por (16) tenemos

£XRab[Uab] = 0

Como se esperaba, las colineaciones impropias del ten-
sor de Ricci asociado a la pared gruesa son también co-
lineaciones impropias del tensor de Ricci distribucional
asociado a la pared infinitamente delgada.

Consideremos a continuación la derivada de Lie para
la métrica (11), a lo largo de los campos vectoriales

X1 = y∂t + t∂y, X2 = z∂t + t∂z (24)

Tenemos

£X1gab[Uab] = 2(Θ−ξ ekξ/6 + Θ+
ξ ekξ/2) sinh(

kξ

2
)

(dtadyb + dyadtb) (25)

donde Θ−ξ y Θ+
ξ son las distribuciones de Heaviside. El

resultado indica que X1 no es un campo vectorial de
Killing de (11). De igual forma se obtiene para X2,

£X2gab[Uab] 6= 0 (26)

y X2 tampoco es un campo vectorial de Killing de (11).
Sin embargo, para el tensor de Ricci (14) tenemos

£X1Rab[Uab] = 0, £X2Rab[Uab] = 0 (27)

Se sigue que X1 y X2 son colineaciones propias del ten-
sor de Ricci distribucional (12), debido a que no son
heredadas de la métrica (11). Además, tanto X1 como
X2 no son colineaciones del tensor de Ricci (9) y por lo
tanto son simetŕıas que aparecen en el ĺımite de pared
delgada. De forma análoga para el tensor de Einstein
(13), a lo largo de las colineaciones de materia definidas
por (17) y los campos vectoriales (24), obtenemos

£XGab[Uab] = 0 (28)

4. CONCLUSIONES

Hemos extendido la derivada de Lie de campos ten-
soriales de rango dos simétricos, a distribuciones tenso-
riales simétricas de rango dos, permit́ıendonos obtener
simetŕıas para distribuciones tensoriales. Con la ex-
tensión anterior, hemos verificado que los Killing de una
métrica distribucional son colineaciones del tensor de
Ricci y de Einstein distribucional, al igual que el caso
suave. Las simetŕıas de la métrica, el tensor de Ricci y
el tensor de Einstein del espaciotiempo pared gruesa, lo
son para la métrica, el tensor de Ricci y el tensor de Ein-
stein distribucionales asociados al espaciotiempo pared
delgada (herencia de simetŕıas de la pared gruesa a la
delgada). Además para el espaciotiempo considerado, en
el ĺımite de pared delgada, las distribucion tensorial de
Ricci, admite dos colineaciones propias, las cuales se gen-
eran en el proceso de ĺımite. Este resultado es de par-
ticular interés ya que, empleando geometŕıa diferencial
estándar, para tensores de Ricci y de Einstein que son
iguales a cero casi en todos lados no existe manipulación
alguna que permita obtener sus simetŕıas, problema que
desaparece en el contexto de la teoria de distribuciones,
al menos para la geometŕıa estudiada. El espaciotiempo
singular tratado en este trabajo, prueba la utilidad del
acercamiento que provee la geometŕıa distribucional para
describir singularidades en relatividad general [7, 8, 9].
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