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Prefacio

La Escuela La Hechicera (http://www.ciens.ula.ve/“escuela/), en relatividad, campos y astrofisica, ha real-
izado su séptima ediciéon. Son siete noviembres ininterrumpidos en los que cerca de ochenta estudiantes
avanzados, de pre y postgrado, profesores, veteranos investigadores invitados, de las disciplinas como la
fisica tedrica, la relatividad, la teorfa cudntica de campos y la astrofisica; confluyen en un mismo espacio y
un mismo tiempo discutiendo, compartiendo certezas y dudas, aprendiendo y ensefiando las diversas caras
de su pasién comin. Son ya 22 profesores invitados y cerca de 2000 paginas escritas para los libros de la
Escuela.

En el presente volumen el lector encontrara las clases impartidas por los expositores invitados a dictar los
cursos en esta VII Escuela La Hechicera, durante los dias 4 al 9 de noviembre de 2001 en su sede permanente,
la Facultad de Ciencias de la Universidad de Los Andes, en La Hechicera, Mérida, Venezuela.

Los autores y sus capitulos

El tema que sirve de hilo conductor en esta VII edicion es el de los agujeros negros. Los capitulos del libro
reflejan tres perspectivas del papel relevante que estos asombrosos objetos tienen en el mundo de la fisica y
la astrofisica: el primer capitulo es responsabilidad la astrofisica venezolana Nuria Calvet, actualmente en
el Harvard-Smithonian Center for Astrophysics, en Boston, USA. El curso de la profesora Calvet se titula
”Origen y Evolucion Estelar”.

El segundo es autorfa del relativista Miguel Alcubierre, actualmente en el Instituto Albert Einstein en Pots-
dam, Alemania. Su curso se llama ”Introduccion a la teoria de los agujeros negros”

Finalmente, el tercer y ultimo capitulo del libro es obra del campista Tomés Ortin, de la Universidad
Auténoma de Madrid, Espafia. El titulo del curso es "Agujeros negros cldsicos y cudnticos en Teoria de
Cuerdas”

Agradecimientos

Como siempre, la puesta en marcha y la realizacién de una idea como la de la Escuela La Hechicera, requiere
de la participacion y del apoyo definitivo de diferentes instituciones y dependencias, y por supuesto, del
esfuerzo de muchas personas. El Comité Organizador de esta VII Escuela, formado por Alejandra Melfo,
Nelson Pantoja, Adel Khoudeir, y Héctor Rago, quieren y deben agradecer a las siguientes instancias, cuyo
aporte fue relevante para la realizacion de la Escuela:

e Consejo de Investigaciones Cientificas y Tecnoldgicas de Venezuela, (CONICIT), a través del progra-
ma de los Postgrados Integrados.

e Centro Internacional de Fisica Teérica (ICTP), de Trieste, Italia.
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Resumen

Tras una revision de los resultados cldsicos de termodindmica de los agujeros negros de Schwarzschild y de
Reissner y Nordstrom, estudiamos las soluciones de tipo agujero negro de las teorias de supergravedad en
cuatro dimensiones para, a continuacién estudiar las teorias efectivas de cuerdas (supergravedades en diez
y once dimensiones), la construccién de soluciones de tipo agujero negro en cuatro dimensiones a partir de
soluciones elementales de estas teorias en diez y la interpretacién microscopica de su entropia utilizando los
grados de libertad de las teorias de cuerdas..
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Introduccion

El siglo pasado ha visto el nacimiento y triunfo de dos teorias-marco de la Fisica: la Relatividad Especial y la
Mecénica Cudntica, fructiferamente combinadas en las Teorias de Campos Relativistas que describen tres de
las cuatro interacciones fundamentales de la Naturaleza con un detalle y una precision inconcebible para los
propios pioneros. La cuarta fuerza, la gravitacion, estd descrita por lo que parece simplemente una extension
de la Relatividad Especial: la Relatividad General en la que se confunden las caracteristicas de una teoria-
marco a cuyas reglas (covariancia general) deben adaptarse otras teorias especificas con las caracteristicas
de una teoria de la interaccién gravitatoria que afecta a todas las formas de energia. De este doble caricter
nacen la riqueza y todos los problemas de interpretacion de esta teoria y su posible versiéon cudntica.

Asi, por ejemplo, es posible interpretar la Relatividad General como una teoria que determina consistente-
mente el espacio-tiempo en el que toda la Fisica se desarrolla (geometrodindmica) y también como una teorfa
que describe la propagacion de un campo que interactia débilmente con toda la materia y consigo mismo en
un espacio-tiempo mincosquiano. Este segundo punto de vista surgié mucho después del primero que es el
originalmente adoptado por Einstein al proponer su teoria y permitiria, en principio, cuantizar la gravitacién
siguiendo las pautas generales de las Teorias de Campos Relativistas.

No es nuestra intencion revisar aqui la historia de los diferentes intentos de llevar a cabo este programa que,
aunque sin éxito, no fueron infructuosos puesto que contribuyeron a poner los fundamentos de la cuanti-
zacion de las teorias con invariancias locales. Lo que nos interesa es sefialar que este camino lleva indisol-
ublemente asociada la idea del cuanto del campo gravitatorio: el gravitén, una particula sin masa de espin
dos, que no aparece en otras propuestas (gravitacion euclidiana, cuantizacién por bucles etc.) sobre las que
vamos a dar un salto en el tiempo y en el espacio de teorias para llegar a las Teorias de Cuerdas, en cuyo
espectro si se encuentra. La importancia de este hecho es que una particula sin masa de espin dos es siempre
un graviton, con acoplos que, a bajas energias, son forzosamente los predichos por la Relatividad General,
por lo que la Teoria de Cuerdas, originalmente utilizada para describir resonancias hadronicas, es una teoria
de gravitacion cudntica, directa heredera de los primeros intentos de cuantizar la gravitacion.

A finales de la década de los ochenta y principios de la de los noventa, se habia vuelto un lugar comun el
decir que la Teoria de Cuerdas era la dnica teoria de gravitacién cudntica consistente (ignorando problemas
como la convergencia de las series perturbativas). Atin cuando ofrecia ventajas como la finitud de los dia-
gramas, no resolvia ningtin problema (aparte de la unificacion de las interacciones y particulas elementales,
y esto hasta cierto punto) ni hacia ninguna prediccién. Otras direcciones de investigacion basadas en el as-
pecto geométrico de la gravitacion, sin embargo, habian dado como resultado que los agujeros negros tienen
entropia y temperatura y emiten radiacion como si fuesen objetos negros que tienen esa temperatura, pero
sin poder ofrecer una interpretacién de esa entropia ni del mecanismo de radiacién y sin resolver el problema
de la aparente pérdida de informacidn en el Universo implicada.

En la segunda mitad de los noventa, la comunidad de tedricos de cuerdas concentré sus energias en la
resolucién de estos problemas elaborando modelos de agujero negro “cuerdistico” en los que los grados
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elementales de libertad dieran cuenta de la entropia y de la radiacién de los mismos. Para ello hubo que
intensificar la investigacién en los aspectos geometrodindmicos de la teoria y hubo que hacer uso de nuevas
herramientas: los objetos extensos (p-branas etc.) y las dualidades. Hoy se puede decir que la Teoria
de Cuerdas ha conseguido su primer éxito con la elaboracién de estos modelos pues, si bien los modelos
describen soélo ciertos tipos de agujeros (extremos y cuasi-extremos), no es menos cierto que ninguna otra
teoria da mejores modelos.

En estas lecciones se pretende revisar los problemas de la entropia y la informacién de los agujeros negros y
c6mo son resueltos en ciertos casos por la Teoria de Cuerdas, sin hacer una innecesaria apologia de la misma.
El lector/oyente debe de juzgar por si mismo si los resultados justifican los muchos esfuerzos honestos que se
han hecho para llegar a ellos o las afirmaciones un tanto temerarias de algunos de los lideres de este campo.
Este resumen no es, ni mucho menos, el tnico que existe sobre este tema y es obligado mencionar aqui a los
mads sobresalientes, a los que debemos mucho. El mas completo de todos, hasta la fecha, es el de Peet Ref. [1],
que trata todos los temas de que vamos a hablar. La tesis doctoral de J. Maldacena Ref. [2] es una buena
introduccién pedagdgica y el de Das y Mathur [3] es también razonablemente completo. Otros resimenes
interesantes por su particular enfoque o como fuentes de bibliografia son Refs. [4, 5, 6,7, 8, 9, 10, 11, 12].
El plan general de estas lecciones es el siguiente: en la primera estudiaremos las ideas bésicas de la ter-
modindmica de los agujeros negros, utilizando como ejemplos los agujeros negros de Schwarzschild y de
Reissner y Nordstrom. En la segunda leccién estudiaremos estos mismos agujeros negros y otros mas gen-
erales desde el punto de vista de supersimetria y supergravedad. En la tercera comenzaremos el estudio de
las teorias de cuerdas desde el punto de vista de su accién efectiva y en la cuarta estudiaremos soluciones
fundamentales de estas acciones efectivas (que son acciones de supergravedad) y como construir con ellas
soluciones de tipo agujero negro. Finalmente, en la quinta y dltima leccién veremos cémo, haciendo uso
de las ideas desarrolladas en las lecciones anteriores, con la teoria de cuerdas explicamos la entropia de una
solucidén concreta de agujero negro en cuatro dimensiones.

El apéndice A contiene nuestros convenios de signatura, conexién, curvatura, indices etc.

Agradecimientos

Quisiera agradecer a los organizadores de esta escuela la oportunidad, que con su invitacién me han dado,
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Capitulo

12

Termodinamica y accion euclidiana

Introduccion

En esta primera leccién vamos a repasar ideas y resultados bien establecidos acerca de la termodindmica
de los agujeros negros de Schwarzschild de Reissner y Nordstrom. El agujero negro de Schwarzschild es
el arquetipo de agujero negro estdtico que se esperaria encontrar en el Universo a escala macroscépica y
uno de los objetivos de cualquier candidato a teoria de gravitacion cudntica deberia de ser el reproducir
estos resultados clésicos a partir de sus grados de libertad y principios fundamentales. El agujeros negro
de Reissner y Nordstrom es el arquetipo del agujero negro estitico que estd cargado con respecto a otro
campo (en este caso un campo electromagnético). Como tal, no es relevante a escalas macroscdpicas, pues
los objetos macroscdpicos tienden a ser eclécticamente neutros, pero puede serlo a escalas microscépicas.
Precisamente, la teoria de cuerdas es capaz de dar una explicacion para el valor de la entropia de agujeros
negros cargados en, o cerca de, el [imite extremo que los agujeros negros de Schwarzschild no poseen.

Por razones de tiempo, y por ilustrar un método algo menos convencional de calcular la temperatura y la
entropia de un agujero negro, vamos a hacerlo & la Gibbons y Hawking! [13]. Para ver una introduccién
pedagdgica a la termodindmica de los agujeros mas convencional, se pueden consultar las lecciones de
E. Verdager en esta escuela [15], los libros sobre Teoria Cudntica de Campos en espacios curvos [16, 17]
el articulo [18] y el excelente libro de Novikov y Frolov [19]. También son interesantes las lecciones de
Townsend [20].

Para empezar, vamos a repasar las constantes y unidades relevantes en los problemas que van a ocuparnos.

12.1 Preliminares

En d dimensiones, la accion de Einstein y Hilbert [21] para el campo gravitacional acoplado a materia es
[13, 22]

3
Senlal = 5 [ d'ay/IdT Ro)
Y N M
B . 12.1
+ (—1)dm/ 415 K 2.1)
N JOM
+ Smateria-

(d)

R(g) es el escalar de Ricci de la métrica g,,,, G}, es la constante de Newton en d dimensiones, M es

la variedad d— dimensional sobre la que integramos y M es su frontera. X es la traza de la curvatura

"Esta y otras referencias pueden encontrarse en Ref. [14].
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extrinseca de O M (véase el apéndice A.3). Finalmente

-y = nzddflEpnp ,
(12.2)

i1y, = . data-1,

1
meﬁﬂl”'ﬂd—ldxﬂl A

donde n* es el vector unitario normal a M.

Por definicion la métrica g, es adimensional y las coordenadas tienen dimensiones de longitud. Las
unidades de G%) en este sistema ¢ # 1 son M 'L 'T~2 EI factor convencional de 167 estd asocia-
do a unidades racionalizadas unicamente en d = 4. Con estos convenios, la fuerza gravitacional entre dos
masas m 'y M en el limite newtoniano es

8(d—3)nG\PmM 7y,

F=— - ,
(d — 2)wd_2 |xd_1|d*1

(12.3)

donde wy_s es el volumen de la (d — 2) esfera de radio unidad (véase el Apéndice A.4). En el exponente de
la integral de Feynman

Z = / Dg etiSen/n, (12.4)
tendriamos la combinacion adimensional
S 2
- /ddx..., (12.5)
gPlanck
donde @
d—2
Cplanac _ 167G 'R 12.6
or R (12.6)
es la longitud de Planck d— dimensional?
7 o gPlanck 12
Planck — om (12.7)

- .. L d . . . . :
Esta es la tnica combinacién de las constantes 7, c, GE\/) con dimensiones de longitud. Sin embargo, si

hay un objeto de masa M, hay dos combinaciones mas con dimensiones de longitud: la longitud de onda
Compton asociada al objeto

h
XCompton = m7 (12.8)
que es de naturaleza puramente mecano-cudntica, y el radio de Schwarzschild o radio gravitacional d—
dimensional )
167 MG 2 73
R,= [ XEENC , (12.9)
(d— 2)W(d—2)

de naturaleza puramente gravitacional y cldsica. Xcompton N0s da una idea del “tamafio cudntico” y g del
“tamafio gravitacional” de un objeto de masa M.

d . . ., . .
Con las constantes 7, ¢, Gg\,) también se puede construir una combinacién con dimensiones de masa: la masa

de Planck )
pd—3 d—2
Mpianck = D , (12.10)
G cd—5

%A veces se usa la longitud de Planck reducida.
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en términos de la cual, el prefactor de la integral de Feynman es

3 d—2
o= (Mplgnckc> . (12.11)
aWn

Evidentemente, en el sistema natural de unidades ¢pjanck = 1/Mplanck-
Objetos cuya masa es del orden de la de Planck tienen una longitud de onda Compton asociada que es del
orden del radio de Schwarzschild del objeto que, a su vez es del orden de la longitud de Planck:

M ~ Mpianck = XCompton ~ Ry ~ Iplanck- (12.12)

Objetos con una masa mayor que la de Planck tienen una longitud de onda Compton menor que su radio
de Schwarzschild y se comportan como agujeros negros bien descritos por la Relatividad General (RG),
mientras que si su masa es menor, no estaran localizados dentro de su radio de Schwarzschild y no se
comportardn como agujeros negros. Ademds a distancias menores que la longitud de Planck, los efectos
cuanticos empiezan a ser importantes y la RG debe de ser reemplazada por una teoria de gravitacién cudntica.
Como veremos, en la Teoria de Cuerdas no hay una tnica constante que juega los papeles de constante de
acoplo y escala de longitud, como en la RG, sino que hay dos constantes: la constante de acoplo de la cuerda
g vy la longitud de la cuerda ¢, que se combinan en la constante de Newton de acuerdo con Ec. (14.28), y
debemos comparar el radio de Schwarzschild de los objetos con /4, la escala a la que la Teoria de Cuerdas
como teoria de gravitacién cudntica sustituye a la RG.

12.2 El agujero negro de Schwarzschild

Es una creencia firmemente establecida entre nuestra comunidad que los agujeros negros macroscopicos
(objeto de estudio de la Astrofisica) son el punto final del colapso gravitacional y que, tras un periodo de
tiempo mds o menos largo, el colapso gravitacional de una estrella neutra y sin momento angular, produce
un agujero negro de Schwarzschild estético y esféricamente simétrico. Nosotros vamos a estar interesados
en agujeros negros de diversos tamaiios, sin hacer referencia a su posible origen (primordial, cuéntico...).
La métrica del agujero negro de Schwarzschild es una solucién clésica de las ecuaciones de Einstein en el
vacio

Ry — 39uwR=0.= R, = 0. (12.13)

Como es bien sabido, para resolver estas ecuaciones es necesario hacer un Ansatz para la métrica que
las simplifique. En este caso queremos la métrica que describe el espacio-tiempo alrededor de un objeto
esféricamente simétrico y en reposo (en cierto sistema de coordenadas) y podemos suponer que la métrica

es estdtica® y esféricamente simétrica. Una métrica asf, siempre puede escribirse de esta forma*:

ds®> = W(r)(dct)? = W=(r)dr? — R2(T)dQ%2),
(12.14)

dQ%Q) = db? +sin® Ody?,
donde W (r) y R(r) son dos funciones de la coordenada radial  a determinar y donde df2 %2) es la métrica de

la 2-esfera unidad S? (véase el Apéndice A.4). Substituyendo este Ansatz en las ecuaciones de Einstein, se

3Es decir: admite una vector de Killing temporal y el espacio-tiempo se puede foliar por hipersuperficies de cardcter espacial
que son ortogonales a las 6rbitas del vector de Killing de forma que las hipersuperficies se pueden etiquetar por el pardmetro de
estas Orbitas.

“En esta seccién trabajamos en d = 4.
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encuentra inmediatemente una tnica solucién de W'y R con dos constantes de integracién. Una de ellas se

fija imponiendo que el espacio-tiempo sea asintdticamente plano, es decir, que la métrica se aproxime cuanto

queramos a la de Minkowski para valores suficientemente altos de la coordenada radial. Esto es lo mismo

que imponer que nuestra solucién describa un sistema aislado en el que la fuente del campo esta confinada

en una region finita. La otra constante de integracion tiene dimensiones de longitud y la denotamos por w.

El resultado es la solucién de Schwarzschild [23] en el sistema de coordenadas de Schwarzschild {t,r,0, ¢}

ds? = W (det)? — W~ldr? — 120, wn=1+§. (12.15)

Veamos ahora algunas de las propiedades de esta solucion.

12.2.1 Propiedades generales

i.

1i.

iii.

iv.

La solucion de Schwarzschild es la tinica solucion esféricamente simétrica (estdtica o no) de la
ecuacion R, = 0. Este es el Teorema de Birkhoff [24]. Demostraciones simples de este teorema
se pueden encontrar en [25, 26].

La solucién de Schwarzschild es estable frente a pequefias perturbaciones gravitacionales y de otros
campos externos [27]: las perturbaciones desaparecen con el tiempo, siendo transportadas por ondas
(gravitacionales o de otro tipo) haciael r — cc o7 — 0.

La constante de integracidn w es, en principio, arbitraria. Su significado es el siguiente: para valores
de » muy grandes, donde el campo gravitacional es débil, las trayectorias de las particulas de prueba
(geodésicas de este espacio-tiempo) son aproximadamente las Orbitas keplerianas que describirian esas
mismas particulas si estuviesen sometidas al campo gravitacional newtoniano producido por un objeto
(puntual o esféricamente simétrico) de masa

WCZ

M=-—r5 =w=-Rs, (12.16)

situado en el origen de coordenadas. Por lo tanto, M se puede interpretar como la masa del objeto
descrito por la solucién de Schwarzschild. A veces recibe el nombre de masa ADM, porque en la
formulacién canénica de Arnowitt, Deser y Misner [28] de la RG, aparece como la energia total, y se
puede calcular usando la férmula (¢ = 1)

1
—= | d*Si (059i5 — Digy5) » (12.17)
W /s

M —
81

donde la integral se hace sobre la 2-esfera en el infinito definida por ¢ = constante, r = oo y los
indices ¢, j = 1,2, 3 corresponden a las tres coordenadas espaciales.

Como conclusién de lo anterior, podemos decir que la solucién de Schwarzschild describe el campo
gravitacional creado por un objeto masivo, esféricamente simétrico tal y como es visto por un obser-
vador alejado de tal objeto (pues estd en la regién de vacio) y estatico con respecto a tal objeto. A este
observador estan ligadas las coordenadas de Schwarzschild {¢,r, 6, p}.
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v. Normalmente la métrica de Schwarzschild se usa desde » = oo hasta un determinado valor de r = r,

Vi.

y alli se continda (“pega’”) con otras métricas estdticas y esféricamente simétricas que son soluciones
de las ecuaciones de Einstein en presencia de materia

sra@
uT‘materiayu- (1218)

4

Ruz/ - %g;wR =

(soluciones de Schwarzschild interiores) que describen el espacio-tiempo en el interior de diversas
estrellas de radio r. mientras que la solucion de Schwarzschild describe el exterior de todas ellas (por
el Teorema de Birkhoff)’

La métrica es singular (es decir det g, = 0 o ciertos componentes de la métrica divergen) en r =
0, Rg. La solucién de Schwarzschild es fisicamente aceptable para valores grandes de r, pero no
podemos tomarla en serio mas alla de la mas externa de estas singularidades » = Rg.

Estas singularidades pueden ser fisicas o debidas a una eleccién inapropiada de coordenadas (como
es el caso de la singularidad en el origen de la métrica euclidiana en coordenadas esféricas). Para
determinar la naturaleza de estas singularidades, es necesario hacer un anélisis de los invariantes de
curvatura y de las geodésicas de la métricaen r = 0, Rg.

e Obviamente, R = 0 por doquier (pues la métrica es solucién de R, = 0) excepto, quizd, en
r = 0, donde algunas funciones no son derivables. Examinando invariantes de orden superior,
que no son cero, se concluye que hay una singularidad de curvaturaenr = 0, peronoenr = Rg.

o Si estudiamos el movimiento de observadores en caida libre en la direccién radial, el resultado
es que los observadores alcanzan el radio de Schwarzschild en un tiempo propio finito, aunque,
en tiempo de Schwarzschild ¢ (el tiempo propio de un observador en reposo) tarde un tiempo

infinito. Esto, junto a la finitud de las fuerzas de marea®

enr = Rg sugiere que si utilizdsemos el
tiempo propio del observador en caida libre como coordenada, la métrica resultante seria regular

ahi.

Esta es esencialmente la idea en que se basan las coordenadas de Eddington y Finkelstein [31, 32]
{v,r,0, ¢} enlas que la métrica de Schwarzschild toma la forma
2 Ry 2 2 1092
ds” = (1 — —> dv* — 2dvdr — r dQ(z), (12.19)

r

donde la coordenada v viene dada en términos de las ¢ y  de Schwarzschild por

v:ct+r+Rglog|1—&|, (12.20)
T

y es constante para geodésicas radiales tipo luz (las trayectorias de fotones). La métrica es regular en
la region » > Rg, pero también en 0 < r < 0 (la singularidad en r = 0 permanece) y extienden
analiticamente la solucion de Schwarzschild a esta region, permitiéndonos estudiar lo que pasa en
r = Rg.

5 Aunque esto es lo que uno esperaria siempre, es notoria la ausencia de soluciones interiores de Kerr.
8 Ademis de ser finitas, son pequefias para espacios-tiempos de Schwarzschild con M grande. Sin embargo, éste puede no ser
un comportamiento universal [29, 30].
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Nosotros vamos a hacerlo usando las coordenadas de Kruskal y Szekeres [33, 34] {7, X, 0, ¢} que
proporcionan la méxima extension analitica del espacio-tiempo de Schwarzschild (cuadrante I la Figu-
ra 12.1), incluyendo nuevas regiones (cuadrantes II, II y IV). La métrica de Schwarzschild en estas

coordenadas es

2 _ 4R3§e*’"/R5

ds [(deT)? — dX?] — r2dQy), (12.21)

donde 7 es una funcién de 7'y X dada implicitamente por las transformaciones de coordenadas entre
el par (¢t,7) yel (T, X):

<RL _ 1) o/Rs —  x2_ A2,
S

(12.22)

X 4T
};_t:ln <L> —  2arcth (¢T/X). (12.23)
S

X —cT

r=2M, t=

t=constant

<y

r=constant
N R /

Figura 12.1: El espacio-tiempo de Schwarzschild en coordenadas de Kruskal y Szekeres. Cada punto representa una 2-esfera de
radio 7.

En la Figura 12.1) estd representado el espacio-tiempo de Schwarzschild en el plano 7', X. Cada punto
corresponde a una esfera de radio (7', X). El tiempo de Schwarzschild ¢ es una coordenada angular
en este diagrama y las lineas de radio constante se asemejan a hipérbolas que se unen asintéticamente
a las rectas X = £7T. En este diagrama, los conos de luz son exactamente como en el espacio de
Minkowski, con las geodésicas tipo luz formando un dngulo de /4 con los ejes de coordenadas.

Hay tres puntos de particular interés para nosotros:
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(a) Enr = 0 (que en este diagrama es una hipersuperficie tridimensional de tipo espacio) seguimos
encontrando la singularidad, como era de esperar.

(b) La hipersuperficie t = 400, = Rg llamada horizonte de eventos, que es de tipo luz, solo se
puede atravesar en un sentido (hacia el cuadrante II) y divide al espacio-tiempo de Schwarzschild
en un interior en el que estd la singularidad y del que no puede llegar ninguna sefial al exterior.
Por eso se le da al objeto descrito por la solucién completa de Schwarzschild (sin solucion interior
que corresponda a una estrella) el nombre de agujero negro. Obsérvese que la existencia del
horizonte que nos separa de la singularidad depende de que la masa M sea positiva.

(c) La hipersuperficie t = —oo, 7 = Rg sélo se puede atravesar en desde el cuadrante III al I. Un
observador en ese cuadrante puede ver todo tipo de objetos provenientes de ese cuadrante y por
ello se dice que esta parte del espacio-tiempo es un agujero blanco.

vii. Sabemos que en el Universo hay muchos objetos cuyo campo gravitacional externo esté bien descrito
por la parte r > Rg de la métrica de Schwarzschild, pero ;qué tipo de objeto da lugar a la métrica
incluyendo la region r < Rg, es decir, la métrica del agujero negro?

Para responder a esta pregunta nos vemos forzados a inventar un nuevo objeto: el agujero negro que
es, por definicion el objeto cuya métrica posee como caracteristica principal un horizonte de eventos.

(Coémo se originan los agujeros negros (si es que los hay) en el Universo? En el libro de Thorne [35] se
narra como en un proceso que durd casi cincuenta afios, la comunidad cientifica llegd a la conclusién
de que los agujeros negros podian originarse en el colapso gravitacional de estrellas muy masivas y
que, ademads, este colapso es inevitable si la estrella tiene una masa varias veces la del Sol. Ademas se
ha considerado la posibilidad de que se formen en fenémenos violentos como el Big Bang (agujeros
negros primordiales).

Evidentemente este espacio-tiempo completo no puede surgir del colapso gravitacional de ningin
objeto. Se dice que representa un agujero negro eterno. La Figura 12.2 describe la formacién de un
agujero negro de Schwarzschild por colapso gravitacional en coordenadas de tipo Kruskal-Szekeres.
No hay agujero blanco ni las regiones III y I'V. El agujero negro aparece cuando la estrella se contrae
por debajo de su radio gravitacional.

viii. Para estudiar las relaciones de causalidad en este espacio-tiempo sélo se necesita la estructura de los
conos de luz. Esta estructura es preservada por transformaciones conformes de la métrica. Se puede
hacer una transformacién conforme que “traiga el infinito a una distancia finita” en la métrica trans-
formada. El diagrama resultante (Figura 12.3) es un diagrama de Penrose y en él es facil identificar
horizontes y ver qué pasa cuando prolongamos infinitamente las geodésicas. Por ejemplo, vemos que
cualquier geodésica que atraviese el horizonte de eventos desde el cuadrante I cae inevitablemente en
la singularidad.

ix. Cuando M es negativa, no hay horizonte que impida que la singularidad en » = 0 sea “vista” por
observadores externos (la singularidad esta desnuda). El diagrama de Penrose correspondiente esté en
la Figura 12.4).

Esto plantea numerosos problemas y para evitarlos podemos aducir que esta situacién nunca se va a
originar en el colapso gravitacional de una estrella ordinaria (o de materia con propiedades de posi-
tividad de su tensor energia-momento fisicamente aceptables). Esta es la esencia de la hipotesis del
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r=0 —_
‘ II \

r=2M

Figura 12.2: Espacio-tiempo del colapso gravitacional de una estrella.

I

Figura 12.3: Diagrama de Penrose del espacio-tiempo de Schwarzschild.
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censor cosmico de Penrose. Esta hipétesis esta fuertemente relacionada con la positividad de la en-
ergia: dado que la energia de ligadura gravitatoria es negativa, cuando una nube de materia empieza
a comprimirse bajo el efecto de su propia gravitacién, su energia total disminuye y podria llegar a ser
negativa. Antes de que esto ocurra, ha de formarse un horizonte de eventos.

r=

Figura 12.4: El diagrama de Penrose del espacio-tiempo tipico de una singularidad desnuda. Obsérvese que la singularidad es de
tipo tiempo.

x. Ademds del agujero negro de Schwarzschild, debe de haber otros tipos de agujeros negros: aquellos
correspondientes a estadios intermedios del colapso gravitacional de una estrella, o aquellos que resul-
tan de perturbar un agujero negro de Schwarzschild. Ademads, dado que hay muchos posibles estados
de una estrella, parece 16gico pensar que su colapso gravitacional debe de dar lugar a agujeros negros
distintos.

El andlisis de las perturbaciones del agujero negro de Schwarzschild [36, 37] demuestra, al contrario,
que, tras un tiempo suficientemente largo, el agujero negro acaba siendo el de Schwarzschild’, descrito
unicamente por la masa M, independientemente del estado inicial del colapso gravitacional o de la
perturbacién a que haya sido sometido. Todos los momentos multipolares del campo gravitacional®
o del campo electromagnético’ son radiados al infinito de forma que el agujero negro resultante es
siempre un agujero negro de Schwarzschild (M # 0, @, J = 0), Kerr (M, J # 0, Q = 0) o de Kerr y
Newmann (M, J, Q) # 0). En el caso de un campo escalar, todos su momentos son radiados.

Sin embargo, podria haber soluciones de tipo agujero negro con estos momentos 0 con un campo
escalar, aunque no se pudieran generar por colapso gravitacional. Pero se puede demostrar que no

70 el de Kerr, descrito tinicamente por la masa M y el momento angular .J. Por simplicidad, vamos a ignorar en la mayor parte
de nuestra discusion el momento angular.

8Cuadrupolar y superiores. El monopolar es la masa M y el dipolar el momento angular .J.

Dipolar y superiores, El monopolar es la carga eléctrica Q.
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existen (teoremas de unicidad: dos referencias generales son [38, 39]), y que el tnico agujero negro
sin momento angular u otros campos externos es el de Schwarzschild [40], sin momento angular pero
con carga eléctrica es el de Reissner y Nordstrom [41] y con masa y momento angular es el de Kerr
[42,43]. Ademds, no hay agujeros negros con un campo escalar que no sea constante \° [44, 45, 46, 47].

Esto no quiere decir que no haya soluciones con momentos superiores de los campos gravitacionales
o electromagnéticos o que no haya soluciones con campos escalares no-triviales. Las hay, pero no son
agujeros negros y tienen singularidades desnudas. Un ejemplo de familia de soluciones estaticas y
esféricamente simétricas con un campo escalar no-trivial es [48, 49] (c = Ggé) =1):

2M

ds? = WT”mMﬁ—WP%[WAW%w%Wﬂ,
¢ = @o+ =W, (12.24)

W= 1+% w=+2/M21 32
T

Las soluciones de esta familia vienen dadas por tres pardmetros completamente independientes: la
masa M, la carga escalar X y el valor del escalar en el infinito . Este tltimo no es un pardmetro
dindmico y no esta excluido por los resultados anteriores, pero X si. Sin embargo, la tnica solucién
de esta familia que es un agujero negro es la que tiene ¥ = 0 (Schwarzschild)'!.

La conclusion es que no puede haber agujeros negros que tengan otras caracteristicas (“pelos”) distin-
tas de M, J, Q (y, en general, cargas conservadas localmente). Aunque esto no ha sido completamente
demostrado para todos los casos [50, 51], hay un consenso general sobre que los agujeros negros
estacionarios no tienen pelos [52]. Nos gustaria hacer dos comentarios a esta afirmacion:

(a) Dado que la presencia de pelos estd asociada a la ausencia de un horizonte de eventos, esta
conjetura de que los agujeros negros no tiene pelos, estd intimamente ligada a la del censor
cOsmico: en el colapso gravitacional, para que se forme un horizonte, han de desaparecer por
radiacion todos los momentos superiores de los campos presentes. La censura cosmica estd
ligada a la positividad de la energia y, de hecho, hay agujeros negros con pelo escalar si se
permite que el campo escalar tenga energia negativa. Agujeros negros no estacionarios con pelo
escalar de energia positiva existen [53], pero las conjeturas sobre censura césmica y calvicie nos
dicen que deben de evolucionar de forma que el pelo desaparezca por radiacion antes de llegar
a un estado estacionario. Esto es posible porque la “carga escalar” no estd sujeta a una ley de
conservacion.

(b) Dado que a través del colapso gravitacional de muchos sistemas distintos se llega siempre a los
mismos agujeros negros caracterizados por muy pocos parametros, cabe preguntarse qué ha pasa-
do con toda la informacién sobre el estado original del sistema (el problema de la informacion)
y cabe atribuir a los agujeros negros una entropia muy grande que deberiamos poder calcular

10Esta afirmacién serd matizada y precisada més adelante.
" Aqui tenemos también un primer ejemplo de un fenémeno que os encontraremos a menudo: la familia de soluciones depende
de parametros continuos, pero las propiedades fisicas no son funciones continuas de esos parametros.
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X1.

Xii.

Xiii.

si conociésemos los estados del agujero negro (el problema de la entropia). Para resolver estos
problemas necesitamos una teoria cuéntica de la gravitacion.

El horizonte de eventos es una hipersuperficie de tipo luz cuyas secciones de ¢ constante tienen la
topologia de una 2-esfera. Esta es la Unica topologia permitida por los teoremas de censura topologica
Refs.[54, 55] que, como siempre, utilizan como hipétesis condiciones de positividad de la energia.
No es, por lo tanto, sorprendente que en presencia de una constante cosmoldgica negativa se posible
encontrar agujeros negros topologicos cuyos horizontes pueden tener la topologia de una superficie de
Riemann compacta cualquiera [56].

El area de las secciones de ¢ constante del horizonte de eventos es

A= / dfdy r* = AT R%. (12.25)
r=Rg

Hawking demostré en Ref. [57] que las ecuaciones de Einstein implican que A nunca disminuye con
el tiempo. Ademads, si dos agujeros negros se unen, el drea del agujero negro resultante es mayor que
la suma de los de los dos iniciales.

Hay una clara analogia entre A y la entropia de un sistema termodindmico [61, 62, 63, 64, 65], aunque,
de momento, esto podria ser s6lo una coincidencia.

La gravedad superficial x del horizonte es una cantidad que es constante sobre todo él (también en
casos mds generales [58, 59, 60]). En esto es similar a la temperatura de un sistema en equilibrio
termodinamico. Fisicamente es la fuerza que hace falta ejercer en el infinito para mantener una unidad
de masa en reposo cuando 7 — Rg y tiene dimensiones de aceleracién LT 2. Se puede calcular
usando la férmula

K2 = —1 (VFEY)(V k) (12.26)

|horizonte ’

donde k* es el vector de Killing temporal que es normal al horizonte (o, mejor, a sus secciones ¢
constante). En el caso de métricas esféricamente simétricas, que se pueden escribir de esta forma

ds® = gy (r)dt® + g (r)dr?® — erQ%Q), (12.27)

k= gity

o— 1 Or gt

e (12.28)
2 vV —9GttGrr
que, para Schwarzschild vale

C4

P —— (12.29)
1GYM

12.2.2 Termodinamica

En la seccidén anterior hemos visto que, de acuerdo con las ecuaciones de Einstein, hay dos magnitudes, el

area A y la gravedad superficial  del horizonte de un agujero negro que se comportan en ciertos aspectos

como la entropia Sy la temperatura 7" de un sistema termodindmico. Desde este punto de vista, los teoremas

de Hawking sobre el [57] se pueden interpretar como partes de la segunda ley de la Termodindmica de los

agujeros negros.
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En un sistema termodindmico S, 7'y la energia E estan relacionadas por la primera ley de la Termodindmica:
dE =TdS. (12.30)

Si hemos de tomar completamente en serio la analogia termodindmica es necesario demostrar que x y A
estdn relacionados con el analogo de la energia F (que en un agujero negro es, evidentemente M c?) de la
misma forma:
1
dM ~ W/{dA. (12.31)
N

Sorprendentemente, esta relacion es correcta. El coeficiente de proporcionalidad se puede calcular [61, 62,
60] y la primera ley de la Termodindmica de los agujeros negros toma la forma

dM = —__kdA. (12.32)
87rG53)

Una version integral de esta relacion de puede comprobar inmediatamente para Schwarzschild: la férmula
de Smarr [66]

1
= peec) KA. (12.33)

Estas dos relaciones, convenientemente generalizadas para tener en cuenta otras cantidades conservadas
(momento angular y carga eléctrica), siguen siendo ciertas bajo condiciones muy generales [60] (véanse
también [67, 68, 69]).

Este sorprendente conjunto de analogias sugiere la identificacion de A y x con la entropia y la temperatura del
agujero negro. Estimulados por estas ideas, los autores de Ref. [60] aventuraron, dando algunos argumentos,
que también hay una fercera ley de la Termodindmica de los agujeros negros: “‘es imposible reducir « a cero
a través de una secuencia finita de operaciones”. Varios ejemplos especificos fueron estudiados por Wald en
Ref. [70] Discutiremos esta ley mas a fondo cuando estudiemos el agujero negro de Reissner y Nordstrom.
Sin embargo, estas analogias no son suficiente para establecer una identificacién completa. Los propios
autores de Ref. [60] dicen

It can be seen that g- is analogous to the temperature in the same way that A is analogous to
the entropy. It should however be emphasized that g~ and A are distinct from the temperature
and entropy of the BH.

In fact the effective temperature of a BHs is absolute zero. One way of seeing this is to note that
a BH cannot be in equilibrium with black body radiation at any non-zero temperature, because
no radiation could be emitted from the hole whereas some radiation would always cross the
horizon into the BH.

Por otro lado, en las identificaciones A ~ S,k ~ T hay que determinar el valor de las constantes de
proporcionalidad.

El descubrimiento de Hawking [71] de que, la existencia de un horizonte de eventos en un espacio-tiempo
en el que hay campos cuanticos '2, hace que los agujeros negros irradien cuantos de estos campos con el
espectro de energfas de un agujero negro con temperatura'>
hk

o2mc’

(12.34)

12E] célculo original de Hawking es semicldsico: la métrica es cldsica y s6lo los otros campos son cuantizados. El horizonte (la
métrica) da lugar a la radiacidn, pero no se tiene en cuenta la reaccién de la métrica frente a la radiacién. Por otro lado, es vélido
para todos los agujeros de la familia de Kerr y Newmann con M, J, Q.

3En nuestras unidades, la constante de Boltzmann kg = 1y adimensional, con lo que 7 tiene dimensiones de energia y S es
adimensional.
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cambi6 radicalmente esta situacién pues desaparece el obstdculo mencionado en [60] y la constante de pro-
porcionalidad entre x y T' queda completamente determinada y, por lo tanto

A 3
5= % (12.35)
4hG
que se puede reescribir asi:
_ ! A (12.36)
3272 g%lanck ’ '

esto es: esencialmente el 4drea del horizonte medido en unidades planquianas. Obsérvese que la presencia
de h en T pone de manifiesto su origen mecano-cudntico. Este es un nimero enorme para agujeros negros
astrofisicos, como cabia esperar de los argumentos que dimos cuando discutimos la pilosidad de los agujeros
negros.

En particular, para el agujero de Schwarzschild tenemos (véanse las Figuras 12.5 y 12.6)

)

Figura 12.5: T como funcién de M para el agujero negro de Schwarzschild.

Figura 12.6: S frente a M para el agujero negro de Schwarzschild.
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h 3 4 G(4) M2
T = % §= TN (12.37)
srGy M he
y la primera ley de la termodindmica de los agujeros negros y la férmula de Smarr toman la forma
dMc* = TdS, Me? =2TS. (12.38)

La termodindmica de los agujeros negros presenta varios problemas o peculiaridades:

i. La temperatura del agujero negro de Schwarzschild BH (y de todos los agujeros negros conocidos,
lejos del limite extremo, si lo hay) disminuye cuando la mas aumenta (Figura 12.5) y, por o tanto tiene
un calor especifico negativo (Figura 12.7):

C

Y

Figura 12.7: El calor especifico C como funcién de M para un agujero negro de Schwarzschild.

_or —he3
S OM g

ct <0, (12.39)
y se enfrian al absorber masa. Por esto, un agujero negro no puede ponerse en equilibrio con una
fuente de calor infinita.

ii. La temperatura crece cuando la masa decrece (en la evaporacion por radiacién de Hawking, por ejem-
plo, lo que aumenta la radiacién) y diverge cuando la masa tiende a cero'. Las etapas finales de la
evaporacién de Hawking de un agujero negro aislado serian explosivas. Al mismo tiempo, cuando el
Rg se acerca a su longitud de Compton (su masa es del orden de Mpj.nck), los efectos de gravedad
cudntica empiezan a ser muy importantes y determinan (no sabemos c6mo) el destino final del agujero
negro.

"Justo cuando el espacio-tiempo es el de Minkowski. Este es un segundo ejemplo del fenémeno que comentamos en la nota 11.
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iii.

iv.

Si un agujero negro puede radiar, su entropia puede disminuir. Sin embargo la entropia total (agu-
jero mds radiacion) siempre crece. Este resultado se conoce a veces como la segunda ley de la ter-
modindmica de los agujeros negros generalizada.

Volviendo al problema de la informacién en los agujeros negros, la radiaciéon de Hawking parece
no tener mas informacion que los datos M, J, () (como el agujero negro) pero cabe preguntarse si la
contendria en el caso de que fuésemos capaces de hacer el calculo cuantico completo del colapso grav-
itacional y la evaporacion. Esta es la creencia de "t Hooft, Susskind y otros que consideran un agujero
negro es un sistema fisico (cudntico) mas y que si entra informacién en el colapso gravitacional, ésta
vuelve a salir con la radiacién de Hawking, como en cualquier experimento de dispersion de los que se
llevan a cabo en los aceleradores de particulas y que la teorfa cudntica de la gravitacién es una teoria
unitaria.

Si la radiaciéon de Hawking no contiene ninguna informacién, entonces, si el agujero negro se evap-
ora indefinidamente, la informacién sobre el estado inicial que dio origen al agujero negro se pierde
totalmente y la teorfa cudntica de la gravitacion es necesariamente no-unitaria, a diferencia de todas
las demds teorias de 1 Fisica. Este es el punto de vista de Hawking. Hay un tercer grupo minoritario
que propone que la informacién permanece dentro del agujero negro y que la evaporacion deja un

remanente que contiene esta informacion'>.

No hay ningtn resultado concluyente sobre el problema de la informacién en los agujeros negros.
En los modelos basados en la Teoria de Cuerdas que vamos a explicar aqui, los agujeros negros son
sistemas mecano-cudnticos normales y la informacién se recupera (aunque sea tras un tiempo muy
largo).

También debemos de mencionar una cuarta posibilidad poco explorada pero que, hasta cierto punto,
concuerda con los resultados cldsicos sobre la estabilidad de los agujeros negros: la informacién nunca
entra en el agujero negro.

En cuanto al problema de la entropia de los agujeros negros, en el conjunto microcanénico, la entropia
de un sistema es

S(E) = log p(E), (12.40)

donde p(F) es la densidad de estados cuya energia es F. Si un agujero negro es un sistema cudntico
mds con F = M, una buena teoria cudntica de la gravitacion deberia de permitirnos calcular p(M),
(y, por lo tanto, S) con el conocimiento de los grados de libertad fundamentales de la teoria. Para el
agujero negro de Schwarzschild en particular S ~ M? y

p(M) ~ M7, (12.41)

. . 78
que es un niimero enorme de estados para un agujero negro de una masa solar: 101"

Como vamos a ver, la Teoria de Cuerdas nos va a permitir calcular la entropia y la radiacion de Hawking de

ciertos agujeros negros a partir del conocimiento de sus microestados asociados, resolviendo (hasta cierto

punto) los problemas de la informacién y de la entropia. Estos agujeros negros son tratados como sistemas

cudnticos ordinarios, unitarios, lo que apoya las tesis de 't Hooft.

'SEn ciertos modelos el remanente sale de nuestro universo creando un universo bebé.
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Gravitacion euclidiana

Es posible calcular la temperatura y la entropia de un agujero negro por el método de la integral de Feynman
euclidiana propuesto por Gibbons y Hawking [13, 72].

Para estudiar un sistema termodindmico, primero se calcula un potencial termodinamico. Si el sistema posee
varias cargas conservadas C; (cuyos potenciales asociados son fi;), en conveniente trabajar en el conjunto
canodnico grande, cuyo objeto fundamental es la gran funcion de particion Z

Z = Tre H-mC)/T (12.42)
El potencial termodindmico W
W=FE-T5— uiCi, (12.43)
estd relacionado con Z por
e W = z. (12.44)

Todas las propiedades termodindmicas del sistema se pueden obtener de Z. En particular, la entropia

1

=7

(E — 1;,C;) +log Z. (12.45)

Ahora queremos calcular la gran funcién de particion térmica de la gravitacion, calculando la integral de
Feynman de la accién de Einstein y Hilbert euclidiana S rg dada en Ec. (12.1)

zZ= / Dg eSen/h, (12.46)

donde hay que sumar sobre todas las métricas euclidianas periddicas en una direccién (que interpretamos
como el tiempo euclidiano) con periodo 3 = (heT') ~!. La tinica modificacién que hay que hacer a la accién
de Einstein y Hilbert clasica Ec. (12.1) es la adicién de un término de frontera que sirve para normalizar la
accion: la hace cero cuando se sustituye la solucién de vacio (el espacio euclidiano). La accién completa es,
pues [13]

63 63
SeEH[g) = — / d*z\/|g| R+ ——+ (K —Ko), 12.47
167G Jm Gl Jom (1247

donde Ky se calcula sustituyendo la métrica de vacio en la expresién de K.
La integral de Feynman se calcula ahora semicldsicamente utilizando la aproximacién de “punto de silla de

montar” (a partir de este momento tomamos i = ¢ = G%) = 1 por simplicidad)

z efs’EH(onfshell). (12.48)

Pasamos ahora a discutir la solucién euclidiano cldsica con una direccién peridédica que debemos sustituir en
la accién.

La solucion de Schwarzschild euclidiana

La solucion de Schwarzschild euclidiana (signatura (—, —, —, —) en nuestro caso) que se obtiene haciendo
una rotacién de Wick 7 = it en la solucién lorenciana es real y resuelve las ecuaciones de Einstein. Si
utilizamos las coordenadas de Kruskal y Szekeres (KS) {7, X, 0, ¢}, tenemos que definir el tiempo KS
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euclidiano 7 = 4¢7". La rotacion de Wick tiene importantes efectos: la relacion entre la coordenada radial de
Schwarzschild r y T', X es
(i - 1) er/Bs — x2 _ T2, (12.49)
Rgs
EL lado izquierdo es mayo que —1 y es por ello que las coordenadas X, T" también cubren el interior del
horizonte. Sin embargo, en términos de 7

<L — 1) e"fs = X247 >0, (12.50)
Rs

y el interior r < Rg no esta cubierto por las coordenadas KS euclidianas. Por otro lado, la relacién entre el
tiempo de Schwarzschild ¢ (que, recordemos, aparecia en el diagrama de la Figura 12.1 como una coordenada

angular) y X, 7T
X+T

X-T

= ¢t/fs (12.51)

se transforma en .
X —iT — 2 Arg(X+iT)
X+T

Dado que Arg(X + ¢7) € [0, 2] (que debe ser tomado como un circulo), por consistencia, para evitar

= ¢ iT/Rs, (12.52)

singularidades coénicas, 7 debe de ser una coordenada periddica con periodo 8wM. Este periodo puede
interpretarse como el inverso de la temperatura /3, y coincide con el valor de la temperatura de Hawking.
Por esta razén, podemos utilizar la solucién de Schwarzschild euclidiana para calcular la funcién de particion
térmica. Esta métrica cubre sdlo el exterior del agujero negro (la region I de la Figura 12.1). La parte X, 7
de la métrica describe un “cigarro” semi-infinito (veces una 2-esfera) que va del horizonte al infinito. La
topologia de la solucién es R? x S?

En la practica no necesitamos usar realmente la métrica euclidiana, sino tan sélo la informacién sobre la
periodicidad del tiempo euclidiano y sobre la regién de integracion, de forma que sustituimos de nuevo
—Spr(on — shell) por +iSgp(on — shell) puesto que dan el mismo resultado una vez tenidos en cuenta
los datos anteriores.

Los términos de frontera

Como la solucién de Schwarzschild euclidiana es una solucion de vacio, tiene R = 0 y tinicamente con-
tribuyen a la accién los términos de frontera.

La tnica frontera de esta solucién es »r — 0o, que vamos a describir como la hipersuperficie r = r¢ cuando
la constante g tiende a infinito. El vector normal a las hipersuperficies r = 7 es n, ~ 0,(r —r9) = dpur, s
normalizado (n,n* = —1)y dotado del signo correcto para que apunte hacia r creciente es, para cualquier
métrica estdtica y esféricamente simétrica Ec. (12.27)

Sy
My = e = Gt (12.53)

y la métrica inducida sobre las hipersuperficies » = rg es para métricas estdticas y esféricamente simétricas
generales Ec. (12.27)

dsty) = hydatds” = gudt® — r2d0%,) e (12.54)
La derivada covariante de n, es
vuny ==V —Grr {5,urézzrar log v/ —grr — Fuur} > (12.55)
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y la traza de la curvatura extrinseca de las hipersuperficies r = g es

1 2
K = hMVvlunl, = _7g {%87- loggtt + ;} (1256)
Ll r=rQ
El regulador Ky es
2
Ko = - (12.57)
r=ro

Por otro lado, para cualquier métrica estatica, esféricamente simétrica y asintéticamente plana, para r grande

2M 2M
gt ~1—— G~ — <1 + —> ; (12.58)

r r

de forma que el integrando sobre la frontera

M
(K =Ko)ly=py ~ ——3- (12.59)
7o
Finalmente, tenemos
i 3 _
o /mﬁood /TR (K = Ko)
—iB
= lim —/ dt/ A2/ g (ro) (K — Ko)
ro—o0 8T g2
= lim ér% (IC—ICO):—ﬂTM. (12.60)
70—00

Este resultado es vdlido para cualquier agujero negro estdtico, esféricamente simétrico y asintéticamente
plano. Para Schwarzschild 5 = 8w M y, usando las ecuaciones (12.45) y (12.48) encontramos para la
entropia, como antes

S =BM +log Z = g = A M>. (12.61)

12.3 El agujero negro de Reissner y Nordstrom

12.3.1 El sistema de Einstein y Maxwell

La accion que describe a la gravedad acoplada a un campo vectorial abeliano A, es la de Einstein y Maxwell
(EM)'6:

Sewmlg, Al = Senlgl + %/dda: gl [-3F?], (12.63)

1%En esta seccién utilizamos el sistema de Heaviside en el que la fuerza entre dos cargas es

199z (12.62)

47 2
T2

En el sistema de Gauss (que es un sistema racionalizado) se reemplaza el prefactor 1/4c por 1/16mc y el factor 47 desaparece de
la ley de Coulomb. Después introduciremos otro sistema en el que trabajaremos usualmente, con ¢ = 1, reemplazando 1/4c por

1/647GY).
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donde
F = 28[HA,,], (12.64)

es el tensor intensidad de campo, invariante bajo las transformaciones gauge
AL = A, + 0N, (12.65)

y donde F? = F,, F'*¥. Obsérvese que no hay materia cargada en este sistema y por ello no hay constante
de acoplo ni unidad de carga definidas.

Las ecuaciones de movimiento son

e
Ry — SR — %TM _— (12.66)
V., F* =0, (Ley de Gauss) (12.67)

donde T}, es el tensor energia-momento del campo vector (sin traza en d = 4)

—2¢ 6Su[A]

T —
Vgl 09

Las ecuaciones estdn escritas en términos de F', pero la variable fundamental es A y tenemos que asegurarnos

= F,, B — 1 F2. (12.68)

de que, dado F', existe el A del que procede a través de Ec. (12.64). La condicion para que esto ocurra es la
identidad de Bianchi'’

V,F* =0. (Identidad de Bianchi) (12.70)
En d = 4, el par de ecuaciones (12.67) y (12.70) es invariante bajo el intercambio de F' por *F' (**F =

—F"), que también deja invariante 7},,. Esta es una transformacion de dualidad eléctrico-magnético que
estudiaremos m4s tarde en Sec. 12.3.5.

Para finalizar, en el lenguaje de formas diferenciales, los campos se definen
A= Aydat, F = 1F,da" N dz” = dA, (12.71)
y la Ley de Gauss y la identidad de Bianchi se escriben

d'F=0, dF=0. (9F3,=0). (12.72)

y la invariancia de F bajo las transformaciones gauge 6 A = dA es consecuencia de d ? = 0.

"Dado un F que satisface la identidad de Bianchi, un potencial A se puede encontrar usando la férmula
1
Au(z) = 7/ A" F,, (Az). (12.69)
0

Obsérvese que la relacion entre F'y A no es local.
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La carga eléctrica

Para definir la carga eléctrica, acoplamos el campo de Maxwell a una fuente, descrita por la corriente elec-
tromagnética j*. Su acoplo al vector A, en la accién es

1 ,

5 [ d'avldl -4, (12.73)
término que rompe la invariancia gauge salvo que j* tenga divergencia nula (o sea “conservada”), es decir,
satisfaga

V" =0, (d*j =0), (12.74)
que implica la ecuacion de continuidad
Oyt =0, (12.75)

para la densidad j* = \/|g| 7#. La ecuacién de continuidad implica la conservacién local de la carga eléctrica
que asi aparece como una consecuencia de la simetria gauge.
En presencia de fuentes, la Ley de Gauss es

V=15, (d*F = 1%j). (12.76)

Antes de definir carga eléctrica, consideremos un ejemplo: la corriente asociada a una particula con carga
q y linea del Universo v parametrizada por X* (&), escrita en forma manifiestamente covariante es, por
definicion

7*(y) :qc/dX“ §W(y — X(9)), (12.77)
Y

1
Vgl

donde dX* = dédX*/d¢. Tomando ¢ = X e integrado sobre X, encontramos

PO = e [ XV Ko - X
®) (7 — (40
_ g0 X ), (12.78)

Vgl

y, si la particula estd en reposo en el origen (V* = c6+0)

(3)
5“05 ( ) (12.79)

i*(y°,9) = qe
V9l

Para la corriente (12.77), el término de interaccion (12.73) es simplemente la integral; de la 1-forma A sobre

gl
—Q/ Ayitde = —Q/A. (12.80)
€ J(e) ¢ Jy

La accién que rige el movimiento de una particula con masa M y carga g en campos gravitatorios y electro-
magnéticos, incorpora este término de interaccién y es

Sm gl XH(&)] = —MC/dS\/gW(X)XMXV - % /AMX#, (12.81)
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Este tipo de término (“topoldgico”, pues no depende de la métrica) se llama término de Wess y Zumino
(WZ).
Pasemos ahora a definir la carga eléctrica a través de la ecuacion de continuidad d*j = 0, integrandola sobre

la regién de espacio d— dimensional V' limitada por dos hipersuperficies de tiempo constante 2° = x(i?

0:/ i (12.82)
v

La frontera de V' consta de las dos hipersuperficies con orientaciones opuestas. Utilizando el teorema de

Stokes
/ d*j= / *j —/ i =0. (12.83)
% z0=x9 20=20

1

Definiendo la carga eléctrica por

q= %/ *34, (12.84)
20=constant

vemos que la ecuacidn anterior nos dice que es conservada. Podemos introducir en esta expresion la corriente
de una particula puntual cargada Ec. (12.77) y ver que obtenemos el mismo resultado.

Usando ahora Ec. (12.76) podemos reescribir esta definicién en términos de F'y usar de nuevo el teorema
de Stokes. Si la frontera de la hipersuperficie tiene la topologia de una (d — 2)-esfera en el infinito, tenemos
la definicidn alternativa

q:/ U (12.85)
s,

que es facilmente generalizable y que tiene la ventaja de que no necesita del conocimiento explicito de la
fuente'.

Como veremos, en estas unidades M aparece multiplicada por Ggé) (como en la solucion de Schwarzschild)
pero ¢ no. Algunas expresiones se simplifican haciendo ¢ = 1 y reescribiendo la accién de Einstein y
Maxwell en la forma

Semlg, A = Fle)/ddm 9] [R—1F?]. (12.86)
N

)

Si no ponemos ningtin factor de normalizacién en el término de WZ, la carga eléctrica es ahora

En estas unidades A y g son adimensionales. El factor 167G E\C/I desaparece de las ecuaciones de movimiento.

_ 1 *
1= 167GP /5502 E, (12.87)

y tiene dimensiones de masa. Finalmente, para cuna carga puntual, para r grande, esperamos

4G§3)q

Er:FOTN 2
T

(12.88)

'8Esta férmula no es sino una generalizacién de la Ley de Gauss de la electrostatica.
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12.3.2 La solucion eléctrica de Reissner y Nordstrom

Estamos listos para buscar soluciones de tipo agujero negro de las ecuaciones (12.86) y (12.87), (12.88).
Como en la seccidn anterior, hacemos el Ansatz Ec. (12.14) para la métrica y, para el campo electromagnético

1
Fyp ~ft—— 12.89
tr R2 (T) ) ( )
que es apropiado para un objeto de simetria esférica con carga eléctrica y en reposo. La solucién que se
obtiene es la de Reissner y Nordstrom [73, 75], que depende de 3 constantes de integracién que fijamos

imponiendo que la solucién sea asintéticamente plana e identificando la masa M y la carga q:

ds®> = f(r)dt®> — f~1(r)dr? — rde%Q),

7 4G53)q
tr — 5
r? (12.90)

fr) = r2(r—ry)(r—ro),

Ty = G%)M + 70, Ty = Ggé) (M2 — 4q2)1/2.

Vamos a ver ahora algunas de las propiedades de esta solucion:

i. El campo vector asociado es

—4G§3)q

Ay = b (12.91)

ii. Se puede demostrar el andlogo del teorema de Birkhoff para los agujeros negros de RN (ejercicio 32.1
de Ref. [25]).

iii. Esta métrica describe el campo gravitacional de un objeto esféricamente simétrico de masa M y carga
aq visto desde lejos por un observador en reposo. La solucién de Schwarzschild es el caso especial
q=0.

iv. La solucién de RN es vdlida para cualquier valor de M y ¢, por ello, de 71, que pueden ser complejos.

v. La métrica es singular en » = 0,7+ (si r+ son reales). De nuevo debemos analizar la naturaleza de
estas singularidades. Como 7, = 0 R = 0, pero otros invariantes de curvatura nos dicen (como
nos dice F') que hay una singularidad de curvatura en » = 0, pero no en r1. Si los 1 son reales
(M? > 4¢?), entonces r, > r_ y un andlisis similar al que hicimos para la solucién de Schwarzschild
nos dice que si 7y > 0 (M > 0) entonces hay un horizonte de eventos en 7, cuyo area es

A=dmri, (12.92)

mientras que r_ es un horizonte de Cauchy '°. Ambos horizontes existen si M > 2|q| y entonces
podemos decir que la solucién de RN describe un agujero negro no-extremo (la Figura 12.8 es su
diagrama de Penrose). El caso M = 2|g| lo discutiremos mas adelante.

19Este horizonte parece ser inestable bajo pequeiias perturbaciones [74] que, se conjetura, deben transformarle en una singularidad
de tipo espacio.
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Figura 12.8: Diagrama de Penrose de una agujero negro de Reissner y Nordstrém con M > 2|q|.

vi. Si M < —2|g| no hay horizonte y tenemos una singularidad desnuda con diagrama de Penrose
Fig. 12.4. Este caso debe de ser excluido invocando al censor césmico. Lo mismo ocurre en el
intervalo —2|q| < M < 2|g|, que incluye el caso M = 0, un objeto cargado y sin masa, en reposo,
bastante exdtico. Si la energia del campo electromagnético creado por la masa es positiva, entonces,
debe de haber, intuitivamente, alguna densidad de energia negativa que haga M = 0, y por esto es
razonable que sea cOsmicamente censurado. Asi pues, la censura césmica restringe M al intervalo
M > 2|q|.

vii. El caso limite entre la singularidad desnuda y el agujero de RN regular M = 2|q| (agujero de RN
extremo (ERN)) es muy especial. Cuando M = 2|g| los dos horizontes coinciden r = r_ = G,/ M
y tienen un drea

2
Aextreme = 471—7"_2;,_ =4 (G%)M> . (12.93)

Este objeto va a jugar un papel muy importante. Algunas de sus propiedades son:

(a) La distancia propia radial al horizonte a tiempo constante diverge’
(b) El diagrama de Penrose estd representado en la Figura 12.9.

(c) Sitenemos dos ERNs con My = 2|q1|, M2 = 2|q2| y, si ambas cargas tienen el mismo signo'y
r12 es la distancia entre ambos, tenemos que la fuerza no-relativista entre ambos

M, M.
Fio = -G =52 1 agPDEE _ o, (12.94)
T12 T12

y ambos objetos podrian estar en equilibrio. Esto sugiere que podria haber soluciones estéticas
que describan dos 0 mis ERNs en equilibrio.

2Esto no pasa en direcciones temporales o tipo luz.
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Figura 12.9: Diagrama de Penrose de una agujero negro de Reissner y Nordstrém extremo.

(d) Si desplazamos la coordenada radial » = p + G%)M , Y pasamos a coordenadas cartesianas

T3 = (21,22,23), con |F3| = py d¥? = dp?® + deQ%Q), tenemos una nueva forma de la

solucion

ds> = H72dt* — H*d72,

A, = —2si H1-1)6
" sign(q) ( ) St 12.95)
(4)
M
H = 1+G]i .
| 73]

En estas coordenadas isotropas el horizonte estd en p = 0, donde son singulares pues todo el
horizonte (que tiene drea distinta de cero) aparece representado por un punto.

H es una funcién arménica en el espacio euclidiana tridimensional:

8;0,H = 0. (12.96)

Este hecho puede parecer una mera coincidencia, pero, usando Ec. (12.95) como Ansatz con
H arbitrario, se ve que las ecuaciones de movimiento se resuelven con un H cualquiera que
satisfaga la ecuacion anterior. Asi hemos obtenido la gran familia de soluciones de Majumdar
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(e

y Papapetrou (MP) [76, 77]:

ds* = H72dt* — H*d73,
Ay = dpa(HP-1), a==2 (12.97)

00 H = 0.

Si queremos encontrar soluciones describiendo varios agujeros negros ERN en equilibrio estético,
dado que en coordenadas is6tropas el horizonte es una singularidad puntual, podemos probar con
una funcién armoénica H que tenga varias (IV):

N

Z Wlail (12.98)

1 —1‘31‘

H estd normalizada para que la métrica sea asintéticamente plana y los coeficientes de cada polo
son positivos para que H no se anule y la métrica no sea singular.

Se puede demostrar [78] que cada polo de H es un horizonte. La carga de cada agujero se puede
calcular y el resultado es sign(—a)|q;|, es decir: todas las cargas tienen el mismo signo. Pero es
imposible calcular la masa de cada agujero porque s6lo la masa total M estd bien definida. Esta
resulta ser M = 2 Zf\; 1 lgi|. Sin embargo, el equilibrio de fuerzas que hay entre los agujeros
negros sugiere que las densidades de energia de interaccidn electrostiticas y gravitatorias se
cancelan mutuamente por doquier (una de las sefales de que hay supersimetria, como veremos).
Asi, las masas y cargas estarian localizadas en las singularidades y podriamos asignarlas masas
M; = 2|q;|. Esta es una idea muy atractiva, pero no una prueba rigurosa. Sin embargo, veremos
que para los ERNs (a diferencia de Schwarzschild) es posible encontrar fuentes localizadas, lo
que apoya esta idea.

Si tomamos alguno de los coeficientes negativo, habra alguna masa negativa que serd la causa de
las singularidades desnudas. La censura c6smica deberia de prohibir estas situaciones.

En el limite de cercania al horizonte p — 0 en la métrica Ecs. (12.95), la constante 1 se puede
ignorar y encontramos otra soluciéon de MP con H = R 445/p (Rads = QG%) lq)):

p dp*
AdS p?
(12.99)
2p 2
A, = - p,-__*
! Rpas ot Raas

Esta es la solucién de Robinson y Bertotti (RB) [79, 80]. No es asintéticamente plana: es el pro-
ducto de dos espacios bidimensionales de curvatura constante anti-de Sitter (Ad.S3) con “radio”
Rugs = 2G |q\ y curvatura R®@ = —2 / R?qu y una 2-esfera S de radio R4 y curvatura
R® = 42 /R 2 05
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AdSs es invariante bajo SO(1,2) y S? bajo SO(3). El grupo de isometria de RB es mucho
mayor que el de ERN (SO(1,1) x SO(3)). En la préxima leccion veremos que también hay
un incremento de supersimetria, que es méxima, por lo que se podria considerar a RB como un
vacio de l;a teoria alternativo al de Minkowski. Asi podemos imaginar que ERN interpola entre
el vacio de Minkowski (en el infinito) y el de RB (en el horizonte) y podemos interpretar ERN
como un solitén gravitacional [81].

viii. Si desplazamos la coordenada radial de la solucién de RN r» = p + r_, podemos reescribirla de esta
forma genérica:
ds? = H-2Wdt? — H? [W*ldfﬂ + 202
Ay = dpa(HT—1),
, (12.100)
H = 1+-, W=1+2,
p , P
!
- -]
o= )]
donde las constantes h, w, « estan relacionadas con las fisicas por
4G
a=——N9 oy = 4o, (12.101)
r4
En esta forma la métrica parece la de un agujero de Schwarzschild de masa r(/ G%) “vestido” con
ciertos factores (de H) relacionados con el potencial gauge, o como la solucién de ERN “vestida” con
factores tipo Schwarzschild (1W'). W desaparece en el limite extremo y H cuando la carga es cero.
Esta forma de la solucién se puede generalizar a p-branas cargadas, como veremos.
ix. Consideremos, finalmente la accién

= 2
Slg, A = —L /d4x o [R- 320 (7)) (12.102)
N

Esta accién es invariante bajo rotaciones O(N) de los N vectores abelianos. Este es un ejemplo muy
simple de simetria de dualidad?'. Cualquier solucién de EM es una solucién de ésta con todos los
vectores salvo uno igual a cero, y, haciendo una rotacién O(NN) podemos generar soluciones nuevas
en las que los IV vectores sean no-nulos. Si la solucién original tenia q;, las nuevas soluciones tendran
q; con Zf\; 1 ¢ = ¢}. Esta dualidad no actda sobre la métrica y, por lo tanto, sélo tenemos que

2'En general, efectos cudnticos como la cuantizacién de la carga rompen el grupo de dualidad O(NV) al subgrupo discreto
O(N, 7).
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r2

sustituir g7 por EZ]\; 1 q;° enella. Asi, partiendo de la solucion Ec. (12.100) se obtiene

ds? = H-2Wdi2 — H? [W—ldp2+p2d9§2) ,

Al = Suai (H'—1),

(12.103)
h
H = 142, W=1+2,
p p
NI
w —fl1—2;¥<—>],
2
con
) 4G(4) 7
o = —ZNT = 4, (12.104)
T+
donde, ahora
ry =GYMxro,  ro=GY (12.105)

Este es el primer y mds simple ejemplo de uso de simetrias de dualidad para generar nuevas soluciones
(el segundo lo encontraremos en la Seccién 12.3.5). El resultado es una familia que, como tal, es
invariante bajo cualquier transformacién de dualidad adicional .Estas familias reflejan muchas de las
simetrias de la teoria y dependen de combinaciones de cargas y mddulos (que definiremos luego) que
son invariantes bajo dualidad. Sus propiedades fisicas (temperatura, entropia...) también lo son.

12.3.3 Las fuentes del agujero negro ERN

La solucién de Schwarzschild satisface las ecuaciones de Einstein en el “vacio” excepto en » = 0. El
campo A, ~ Q/r6,, también satisface las ecuaciones de Maxwell en el vacio excepto en r = 0. En este
ultimo caso, sabemos que hay un término de fuente correspondiente a una carga puntual situadaen r = 0
GH ~ QOB (#3)6Mt tal que el campo anterior es solucién de las ecuaciones de Maxwell con esa fuente por
doquier. En el primer caso, tal fuente no existe (0 no se conoce) y, en cualquier caso no corresponde a una
particula puntual por el problema de la localizacion de la energia del campo gravitacional.

En el caso general de RN no esperamos nada mejor, pero en el extremo, de acuerdo con los argumentos que
dimos, podria haber una localizacién de la densidad de energia (igual que de la densidad de carga eléctrica).
Con mas precision, queremos ver si ERN es parte de una solucion completa de las ecuaciones de movimiento
sistema S[g, A, X| = Sewmlg, Al+Snrq[X*], definidas en Ecs. (12.86) y (12.81) que describe a una particula
puntual de masa M, carga ¢ y linea del Universo X# (). En la Seccién 15.3 vamos a ver una generalizacién
de este sistema a dimensiones arbitrarias, con potenciales que son k-formas y con un escalar que se acopla al
potencial de forma arbitraria. Entre las soluciones, est4 justamente el ERN, lo que corrobora nuestras ideas.
Observemos que, si eliminamos la gravitacién del problema, no tenemos una solucién de todas las ecua-
ciones: la ecuacién de Maxwell con fuentes se resuelve como antes hemos indicado, pero la ecuacién de
movimiento de la particula no por el problema de la fuerza infinita (o indefinida) que el campo creado por
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la particula ejerce sobre la propia particula (el problema de la electrodindmica clasica). La gravitacién cura
este problema pues las fuerzas gravitatorias y electrostéticas se cancelan sobre la particula.
Esta sorprendente propiedad es una manifestaciéon mds de la supersimetria del agujero negro ERN.

12.3.4 La termodinamica de RN

En esta seccion vamos a usar unidades naturales 7 = ¢ = 1 (ademas de kg = 1).

Como ya dijimos, muchas de las propiedades termodindmicas se aplican a todos los agujeros negros conoci-
dos, y, en particular, a los de RN. Vamos repasar estas propiedades para un agujero de RN genérico y mas
tarde veremos qué pasa en el caso de un ERN.

Para empezar, las leyes de la termodindmica de los agujeros negros se generalizan y aplican inmediatamente
a los RN. La ley “cero” se cumple en todos los agujeros estacionarios. La primera ley incluye un término
adicional que tiene en cuenta posibles variaciones de la energia debidas a variaciones de la carga:

dkfzzgfxgndA4—¢d% (12.106)
TGN

donde ® = 2¢/r es el potencial electrostatico en el horizonte y « ahora vale

)= h) VM - 4g° . (12.107)
Gy (M—i— v/ M? —4q2>

La segunda ley es universal. El drea del horizonte de un RN estd dado en Ec. (12.92). Y la tercera ley se

aplica, como dijimos, a este tipo de agujeros que tienen un limite “extremo” M = 2|q| en el que x = 0y nos
dice que a este limite no se puede llegar en un tiempo finito. Vamos a ver que, en cualquier caso este limite
es muy especial y cerca de él la descripcion termodindmica del agujero negro deja de ser valida.

La relacién entre la temperatura de la radiacion de Hawking 7" y la gravedad superficial, es la misma que
en el caso de Schwarzschild Ec. (12.34), lo que implica la misma relacién entre el drea del horizonte y la
entropia Ec. (12.35)

T = 1 V M?2—4q?

(4) 2
27 G (M+ M2—4q2) (12.108)

S = WGS\?) (M+ v/ M? —4q2>2.

Las graficas que representan a 7' y .S como funciones de la masa para un valor de la carga ¢ fija estan
representadas en las Figuras 12.10y 12.11.

Observemos que la entropia no tiende a cero cuando la M — 2|q| y 7' — 0. También es interesante
observar la grafica del calor especifico Figura 12.12. Como vemos, hay dos regiones bien diferenciadas en
la termodindmica de RN: para valores de M mucho mas grandes que la carga, el comportamiento es como el
de Schwarzschild, con un calor especifico negativo y .S que aumenta con M mientras que 7' disminuye. Para
M cercana a 2|q

, sin embargo, la termodindmica es como la de un sistema ordinario, con calor especifico
positivo, lo que nos hace esperar que haya una descripcion estadistica estdndar de su entropia. La tnica
diferencia es que cuando la temperatura tiende a cero, la entropia tiende a un valor distinto de cero, lo que
no tendria por qué contradecir ninguna ley fundamental de la termodindmica de acuerdo con Wald [82].

Sin embargo, este es un punto conflictivo: ya hemos advertido varias veces que las propiedades fisicas de
una familia de soluciones que depende de varios pardmetros continuos no tienen por qué ser ellas mismas
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M

Figura 12.10: La temperatura T’ como funcién de la masa M para un agujero RN de carga ) = 2q.

TtGQ2 *******

Q M

Figura 12.11: La entropia S como funcién de la masa M para un agujero RN de carga Q = 2q.

\

Figura 12.12: El calor especifico C' como funcién de la masa M para un agujero RN de carga Q = 2q.
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funciones continuas de los pardmetros (ver las notas a pie de pagina 11 y 14). En el limite extremo no
tenemos realmente control sobre lo que ocurre? y es necesario rehacer los célculos utilizando directamente
la solucién ERN, en vez de tomando el limite sobre resultados obtenidos utilizando la RN general.

El célculo de la temperatura directamente sobre la solucién ERN no da lugar a sorpresas: la temperatura es
cero (mejor dicho: no tiene sentido definirla, como en el espacio-tiempo de Minkowski).

El célculo de la entropia es mds sutil: si la identificamos ciegamente con el area del horizonte, su valor es
el del limite de la entropia del RN genérico. Pero esta identificacién, en un sistema de temperatura cero,
es dudosa. Como alternativa, se puede calcular por el método euclidiano explicado en la seccién anterior.
El resultado es que la entropia es idénticamente cero [84, 86], resultado confirmado por otro método en
Ref. [85].

Este resultado es notable y debemos recordarlo porque la entropia que vamos a calcular utilizando un modelo
microscépico basado en la Teoria de Cuerdas es la de un agujero negro extremo, y obtendremos justamente
como resultado un cuarto del area del horizonte, distinto de cero, el resultado euclidiana semiclasico. Siem-
pre es posible pensar que la Teoria de Cuerdas funciona ahi donde la gravedad euclidiana falla. Se pueden
encontrar argumentos a favor de esta interpretacion en Ref. [4].

Si esto fuese asi, el agujero negro ERN seria un buen candidato a “remanente” en el que la informacion
estd acumulada sin que pueda salir (ni cldsicamente ni cuinticamente, pues no hay radiacién de Hawking),
aunque es dudoso que todos los agujeros negros acaben asi.

Entre las dos regiones de calor especifico positivo y negativo que hemos descrito hay un punto en el que éste
diverge, lo cual podria ser interpretado como sefal de un posible cambio de fase. Esto seria un problema
afiadido a la hora de extrapolar los resultados obtenidos en el limite extremo o cuasi-extremo.

12.3.5 Dualidad eléctrico-magnético

Como dijimos en la Seccién 12.3.1 el conjunto de las ecuaciones de Maxwell sin fuentes (incluyendo la iden-
tidad de Bianchi)?? es invariante bajo la sustitucién de F' por F' = *F'. En el espacio-tiempo de Minkowski
esta transformacién corresponde a un intercambio de los campos eléctrico y magnético

—

F=B  B=-FE (12.109)

por lo que esta simetria Zo de las ecuaciones de Maxwell se conoce como dualidad electromagnética. Este
Zs se extiende a un grupo continuo®* G'L(2) de transformaciones:

F=aF +bF, =*F=—bF +a'F, a>+b>+#0. (12.110)
Es conveniente definir el vector de dualidad F
= ([ F . 0 1\ =
FZ(*F)’ F—<_1 O>F’ (12.111)
puesto que con €l las ecuaciones de Maxwell se escriben en forma compacta

V. F' = 0. (12.112)

2De hecho, la descripcién termodindmica del agujero negro deja de ser vélida en su entorno [83].
De momento ignoramos el acoplo a la gravedad y simplemente consideramos la accién de Maxwell en un espacio-tiempo curvo.
**Como en el caso de N vectores la simetria O(N), la cuantizacién de la carga romperd esta simetria a un subgrupo discreto.
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F se transforma en la representacién vectorial del grupo de dualidad GL(2)

= ~ a b
F=MF, M(_b a). (12.113)

Si integramos el dual de Hodge del vector de dualidad *F sobre una 2-esfera en el infinito, obtenemos
un vector cuya primer componente es 167rG§3)q, con nuestros convenios. La segunda componente es, por

definicion, la carga magnética p:

= 167TG(4)(] 4) - . q
P = N = 167G = . 12.114
/sgo < p N p/167GY ( .

Estas transformaciones son no-locales en términos del potencial A: usando Ec. (12.69) obtenemos la sigu-
iente relacion entre Ay A:

1
Ay(x) = /0 d\\x”

g
€’

VIl

Esta no-localidad es, a la vez, lo que hace interesante esta dualidad y el origen de muchos problemas. Para

9,As(Az). (12.115)

empezar, la accién de Maxwell no es invariante bajo la simple sustitucién de F' por *F' ( (*F )2 = —F?). El
procedimiento adecuado para reescribir la accién en términos de las variables duales se llama dualizacion de
Poincaré y consiste en reescribir primero la accién como un funcional de F' en vez de A.
Veamos ahora qué modificaciones produce el acoplo a la gravitacién. Ahora hay una ecuacién més: la de
Einstein, que podemos reescribir asi

G — FIPF,, =0, (12.116)

lo que pone de manifiesto que sé6lo el subgrupo O(2) la deja invariante y SO(2) es el grupo de dualidad
eléctrico-magnético del sistema de Einstein-Maxwell.

Como hemos hecho notar antes, ésta es una teorfa abeliana sin materia y no hay constante de acoplo, pero
podemos pensar que la simetria gauge U(1) es parte de un grupo no-abeliano que estd roto y entonces
podemos introducir una constante de acoplo e que aparece como un factor 1/e? en frente del 2 de la
accion. El vector de dualidad y la ecuacién de Einstein son ahora

N —2 L \T o
F= ( e*FF ) . Gt <F”p> < _(1) é )F,,p —0, (12.117)

y es invariante bajo Sp(2,R) ~ SI(2,R). Sin embargo, de todo este grupo sélo estas transformaciones
son consistentes con la ligadura del vector de dualidad?® (permitiendo cambios de escala de la constante de

. a 0 ;1
M_<01/a>’ e =a ‘e,

_ 0 1 , 1
M—(_10>, e—e.

Esta tltima transformacién es el intercambio de F por * F'y como vemos invierte la constante de acoplo. Esta

acoplo)

(12.118)

es la propiedad que hace a la dualidad eléctrico-magnético (o dualidad S) tan interesante pues en las variables

Si hubiésemos generalizado la teorfa incluyendo un dngulo 9, todo el grupo SI(2,R) dejarfa invariante la teorfa. Este es el
arquetipo de grupo de dualidad S o eléctrico-magnético.

VII Escuela “ La Hechicera ” Relatividad, Campos y Astrofisica



156 Tomas Ortin

duales es perturbativo lo que en las originales es no-perturbativo y proporcionan una mejor descripcion de la
teorfa.

Dualidades perturbativas como la rotacion O(N) entre los N campos vectoriales que vimos en la Sec-
cion 12.3.2 se llaman dualidades T, al menos en el contexto de Teoria de Cuerdas. En las Teorias de Cuerdas
tipo II, ambos tipos de dualidades son parte de un grupo de dualidad mucho mayor (que no es simplemente
su producto directo) y que se conoce como el grupo de dualidad U [87].

Agujeros negros RN magnéticos y dionicos

Como hicimos en el caso de dualidad O(N), podemos usar la invariancia de la teorfa de Einstein y Maxwell
bajo
— 3 *
{ F = coséF +siné*F, (12.119)

*F = —sinéF + cos&*F,

para generar soluciones nuevas, partiendo de RN o de las MP. Tomemos la solucion eléctrica de RN Ec. (12.90).
Inmediatamente obtenemos una solucién con la misma métrica®® y con el campo electromagnético

~ —4G§3‘) cos&q
P = —— 5 (12.120)
}3’9@ = 4G§3) sinégsin 6.

Ahora hay que expresar la nueva solucidn en términos de los nuevos pardmetros fisicos ¢, p que estdn rela-
cionados con los antiguos por

G = cos&q, p= —16G§3) sinéq, = q2 + L@) = q27 (12.121)
16wG

eliminando el pardametro de dualidad &, que no lo es. La ultima ecuacion se debe a que SO(2) deja invariante
|q]. Suprimiendo las tildes, el resultado es un agujero negro RN con carga eléctrica y magnética (didnico)

ds®> = f(r)dt?> — f~1(r)dr?® — r2dQ%2),
Fy, = —4Cj§f)q, Fng—%sine,
fr) = 2 —r)(r—ro), (12.122)
ry = G%)M:tro,
57y 1/2
ro = GY{M2—4 q2+<ﬁ;%)>

Todas las propiedades que dependen de la métrica (entre ellas temperatura y entropia) son idénticas a las
del agujero negro RN puramente eléctrico (con ¢? reemplazado por el invariante |q]), pero hay sutilezas con

2Mis adelante veremos dualidades que generan métricas distintas a la original.
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las propiedades cudnticas y con la version euclidiana de la solucién y el célculo euclidiano de la entropia
Refs. [88, 89, 90].

El hecho de que las propiedades fisicas dependan de las cargas a través de invariantes bajo dualidad (aqui
|q]) es un hecho muy importante que se repetird en casos mds complicados.
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Capitulo

13

Agujeros negros en Supergravedad

13.1 Introduccion

Uno de los avances mads interesantes que se han producido en las dltimas décadas ha sido la invencién de la
supersimetria y su aplicacion en la teoria de las particulas e interacciones fundamentales. Esta simetria que
relaciona bosones y fermiones se puede entender como una generalizacién del grupo de Poincaré que es la
simetria del espacio de Minkowski a un supergrupo que lo contiene y que es la simetria de un superespacio
que estd descrito por coordenadas bosénicas x# y fermidnicas #* (anticonmutantes)'. Las transformaciones
de supersimetria relacionan estas coordenadas.

Dado que se puede entender en cierto sentido la RG como la teorfa gauge del grupo de Poincaré” , es
natural estudiar su generalizacién basada en el supergrupo correspondiente. Esta generalizacion llamada
Supergravedad (SUGRA) no es tinica porque dado un espacio-tiempo bosénico podemos extenderlo a un
superespacio afiadiendo uno o N conjuntos de coordenadas fermidnicas #°“ i = 1,..., N. Las SUGRAs
basadas en estos superespacios extendidos tienen N supersimetrias y se las llama Supergravedades Extendi-
das (SUEGRAs). Sin embargo, no hay un ndmero infinito d¢ SUEGRASs porque para gaugear supergrupos
con N > 8ocon N = 1end > 11 hacen falta o varios gravitones o particulas de espin superior que no
sabemos como tratar consistentemente.

En esta leccion vamos a estudiar muy someramente las SUEGRAs mas sencillas en d = 4 y sus soluciones de
tipo agujero negro. Definiremos el concepto de supersimetria residual, caracterizdndola en el superélgebra
y a través de los espinores de Killing y veremos qué relacidon hay entre esta propiedad y las propiedades
termodinamicas de las soluciones.

Hay muchas referencias generales excelentes sobre Supersimetria y Supergravedad. Algunas de ellas son
el articulo de van Nieuwenhuizen [92], los libros de Wess y Bagger [93], de West [94] y de Freund [95]
y los articulos més recientes de van Proeyen [96] y Bilal [97]. En el libro de Salam y Sezgin [98] estdn
reproducidos muchos de los articulos originales sobre Supergravedad y contiene una extensa bibliografia.

13.2 Supersimetria y Supergravedad

13.2.1 El superalgebra de Poincaré N = 1,d =4

El supergrupo de Poincaré N = 1, d = 4 se puede construir por exponenciacion del superalgebra de Poincaré
N = 1,d = 4, que es una extensioén del dlgebra de Poincaré con generadores bosénicos Py, M, con
generadores fermidnicos Q (los generadores o cargas de supersimetria) que se transforman como espinores
de Majorana bajo transformaciones de Lorentz, por lo que tienen 4 componentes reales y

[Q%, Myp) = T's (Map)® 5Q°, (13.1)

"Aqui o, 3, . . . son indices de una representacién espinorial del grupo de Lorentz en la dimensién de que se trate.
?Una referencia muy pedagdgica sobre éste y otros temas es [91]
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donde I'; (M,p) es el generador del grupo de Lorentz M, en la representacion espinorial, mientras que el
conmutador con los F,s es cero. El superalgebra se completa con el anticonmutador de las Q%s

{Q*,Q%) =i (V“C’l)aﬁ P,, (13.2)

de forma que las relaciones de conmutacién no-nulas completas del superdlgebra de Poincaré N = 1,d = 4

son
[Mab7 Mcd] = - ebFU (Mcd)e a — MaeFv (Mcd)e b
[Pm Mbc] = _Perv (Mbc)e as
(13.3)
Q% Map] = T (Map)™ 5Q°,

{Q*.Q% = i(vc )P

Para construir la teoria de SUGRA N = 1,d = 4, se “gaugea” este dlgebra: introducimos el potencial gauge
A
Ay = e, Py + 3w, " Moy + 9,,.Q%, (13.4)

donde e, es la tétrada (que va a representar gravitones) w M“b es la conexién de espin (que serd una funcién
de los otros campos) y v, es el campo de Rarita-Schwinger (que va a representar gravitinos, particulas de
espin 3/2, relacionadas con los gravitones por supersimetria), y los pardmetros infinitesimales de transfor-
macién

A= 0Py + $0° My + €,Q%, (13.5)

donde o genera translaciones locales, o rotaciones de Lorentz locales y e transformaciones de super-
simetria locales cuya accion en el potencial gauge es, por definicién

§A, = 0uA+ A, A, =D,A, (13.6)

la derivada supercovariante.

A partir de aqui los pasos son los habituales: definicién de curvatura y construccién de una accién que
dependa de la curvatura y que tenga las simetrias apropiadas (ver, por ejemplo, [95]). El resultado es la
accion de SUGRA N =1,d =4

S[ea#,wu“b,wu] = /d4:re [R(e,w) + 26*16“”’)"1;#7571,Vp1/10] , (13.7)

donde
R(e,w) = ea" ey’ Ry (w), (13.8)

y Rm,ab(w) es la curvatura asociada a la conexion de espin wuab por Ec. (A.5).
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En esta accién se sobreentiende que se ha resuelto la ecuacién de movimiento de la conexion de espin en

términos de e?,, y v, y se ha sustituido en ella la solucién?

Wabe = —abe + Qvca — Qeabs
Quua = Quya<e) + %Tuuaa (139)
Q,ul/a(e) = a[uea,,}, Tuya = il/;u")/alﬂ,/.

La accion Ec. (13.7) es invariante bajo

Transformaciones generales de coordenadas

et = &M,
ey = —€Y0,e%, — D Lle, (13.10)
5{¢u = _g’ay%_ ugl/wua

Transformaciones de Lorentz locales

0o, = aabebu
’ 13.11
{ dop = %Uab'Yabd},ua ( )

Transformaciones de supersimetria locales N = 1

dee?y, = —i€yYy,
{ Sl = Ve (13.12)

De acuerdo con este resultado, SUGRA N = 1 no es més que RG acoplada a un tipo especial de materia.
Esto es cierto en todas las SUGRAs. Sélo los campos bosénicos tienen un limite clasico y, si buscamos
soluciones cldsicas, s6lo hace falta considerarles a ellos*. En este caso, el sector bosénico es RG en el vacio
y todas las soluciones de las ecuaciones de Einstein en el vacio (vgr. Schwarzschild) son automadticamente
soluciones de SUGRA N = 1.

13.2.2 Supersimetria extendida y cargas centrales

Si nuestro superespacio tiene /N conjuntos de coordenadas fermidnicas, el superdlgebra (extendida) corre-
spondiente tendrd IV conjuntos de generadores de supersimetria que denotamos coni = 1,... N, Q*®. Estas
superalgebras no son muy diferentes de las N = 1, salvo en el anticonmutador de dos supercargas, que ahora
puede incluir cargas centrales eléctricas Q¥ o magnéticas P% que, por definicién, conmutan con todos los
demds generadores®. En d = 4 el superalgebra tipo Poincaré mds general que da teorfas con invariancia

3Esto se conoce como formalismo de orden 1.5.

“Las soluciones de la accién que resulta de poner los fermiones a cero son siempre soluciones de la teorfa completa.

3Si utilizamos espinores de Weyl en vez de Majorana, las cargas eléctricas y magnéticas se combinan en una tnica matriz de
cargas centrales compleja.
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Poincaré, es, de acuerdo con el teorema de Haag-Lopuszanski-Sohnius [99]

[Mab7 Mcd] = - ebrv (]\4Cd)6 a Maerv (Mcd)e b
[Pm Mbc] - _Perv (]\41;0)6 a
[QaivMab] = Fs (Mab)a ,BQ’giy (1313)

{Qai7 Q,Bj} — sl (,yac—l)aﬂ P, —i (C—1)aﬂ Qi
s (C—l)aﬁ pii

La construccion de SUEGRASs a partir de superdlgebras extendidas es mas compleja y hay que utilizar otros
métodos como el reondmico [100], pero adn asi podemos aprender muchas cosas “leyendo” el superélgebra:

i. El superpotencial gauge seria®

Ay =€ Py + 3w, My, + LAY ,Q7 + 97, Q' (13.14)

de lo que deducimos que la SUEGRA correspondiente tendrda N gravitinos ademds de N(N — 1)/2
potenciales gauge abelianos.

ii. La teorfa serd invariante bajo rotaciones SO () de estos vectores y gravitinos (el superélgebra lo es).
iii. Los gravitinos no estin cargados con respecto a los potenciales gauge’.

iv. El superélgebra es invariante bajo transformaciones quirales-duales que intercambian las cargas eléctricas
y magnéticas. La SUEGRA correspondiente tendrd como simetria de las ecuaciones del movimien-
to transformaciones quirales-duales en las que los potenciales gauge son sustituidos por sus duales
eléctricos-magnéticos.

Como veremos los posibles estados de las SUEGRAS van a estar caracterizados tanto por sus propiedades de
transformacién con respecto a los generadores Poincaré (masa, momento, espin) como por sus propiedades
de transformacién con respecto a las cargas centrales (estardn cargados eléctrica o magnéticamente con
respecto a ciertos potenciales). Nosotros vamos a estar interesados en soluciones cldsicas que podamos
asociar a estos estados interpretdndolas como los campos de largo alcance generados por esos estados.

Extensiones cuasi-centrales

Cabe ahora preguntarse cudl es el superalgebra de tipo Poincaré mas general si no mantenemos la invariancia
Poincaré. El resultado [101] es que el superdlgebra anterior se puede generalizar incluyendo “cargas cen-
trales” con n indices Lorentz antisimétricos y dos indices SO (V) Zfljl ...a,, que aparecen en el anticonmutador
de dos supercargas genéricamente asi

1 (,yar--ancfl)@ﬁ Zé{---an- (13.15)

n!

®No se pueden gaugear simultaneamente las cargas centrales eléctricas y magnéticas.
"Pero se puede hacer que lo estén, gaugeando la simetria global SO(N). La teorfa contiene siempre el nimero preciso de
vectores.
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Estas cargas no son centrales en sentido estricto (de ahi el adjetivo de cuasi-centrales) pues no conmutan con
los generadores Lorentz, sino que

|28 s Man| = =T (M) 16, 2 . (13.16)

. s, . o . s, , . . . — «
Por otro lado, son simétricas o antisimétricas en los indices SO(N) dependiendo de si (y*nC™1) 7 es
simétrico o antisimétrico en los indices espinoriales 3. En d = 4 (y, de forma similar, en cualquier otra
dimension) es facil determinar la simetria de los posibles términos:

ChowCh 15%aCh Vel YabedC (13.17)

son antisimétricos, pero el primero y el quinto y el segundo y el cuarto estan relacionados por Ec. (A.42).
Por otro lado,

aCY Yl 5vaC T s YanC T (13.18)

son simétricas. La primera y la cuarta y la segunda y la tercera estédn relacionadas por Ec. (A.42).
Asi, el anticonmutador mas general de dos supercargas en d = 4 es

(QU,Q%) = 8 (39¢) P, 4 (€ 200

s (6—1)a6 Zlidl 4 (’y ac—l)aﬂ Zc(tij)
B B (13.19)
+i (757 acfl)aﬂ Zt[fj] +i(y (11)0*1)%j ZZ)J)

+ (757 abCfl)aﬁ ZC(L?).

(Qué tipo de estado puede portar estas cargas? Veremos que de forma natural son los objetos extensos
(no-puntuales, como cuerdas, membranas y sus generalizaciones con més dimensiones ) los que las portan.
Estos objetos rompen la invariancia Poincaré en las direcciones transversas a su volumen, y esa rotura esté
asociada a los indices Poincaré de las cargas.

13.2.3 Supersimetria residual

Antes de definir supersimetria residual, es oportuno hacer algunas observaciones de caricter general.

Las soluciones de una teoria dada normalmente rompen la mayoria (o todas) las simetrias de la misma. A
veces preservan alguna de éstas, que recibe el nombre de simetria residual. Las demas simetrias de la teoria
de pueden utilizar para generar nuevas soluciones. Veamos dos ejemplos:

Mecanica: El lagrangiano de una particula libre es invariante bajo todo el grupo de Poincaré, pero cualquier
solucién es una recta, invariante tan sélo bajo translaciones a lo largo de ella misma y rotaciones en
las que es tomada como eje. Estas son las simetrias residuales de las soluciones. Las otras transforma-
ciones de Poincaré mueven la recta y generan otras soluciones.

Teoria de Campos: Las ecuaciones de Einstein son invariantes bajo difeomorfismos arbitrarios, pero las
transformaciones que dejan invariante una solucién determinada forman su grupo de isometrias, que
es de dimension finita. Los generadores de estas transformaciones se hallan resolviendo la ecuacion
de Killing

0guw = —2V (k) = 0. (13.20)
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Las demads transformaciones generan métricas que son equivalentes (si las transformaciones dejan
invariantes las condiciones de contorno) o no (si no lo hacen).

El segundo ejemplo es evidentemente el més interesante. En €l la existencia de simetrias residuales tiene
consecuencias mds transcendentales: las particulas que se mueven en un espacio-tiempo con isometrias
tienen cantidades conservadas asociadas a éstas (vgr. en Minkowski, cuyo grupo de isometrias es el de
Poincaré, el momento y el momento angular de las particulas estdn conservados). Si hacemos Teoria de
Campos es ese espacio-tiempo el grupo de isometria serd el grupo de simetria de esa Teoria de Campos.

En este contexto, los vacios de las teorias de campos se suelen identificar con las soluciones cldsicas que
tienen un grupo de simetrias residuales maximo. Asi el espacio-tiempo de Minkowski es el vacio de la RG
sin constante cosmoldgica porque tiene un grupo de isometrias maximo (10— dimensional) y el espacio de
Sitter (anti-de Sitter) es el vacio de la RG con constante cosmoldgica positiva (negativa) porque su grupo de
isometria es también maximo: SO(1,4) (SO(2, 3)).

El concepto de supersimetria residual (conservada o preservada) no es mds que la aplicacién directa del con-
cepto general de simetria residual a las soluciones clasicas (es decir: puramente bosénicas) de las SUGRAs:
una solucién tiene supersimetrias residuales (o es supersimétrica o BPS) si es invariante bajo alguna trans-
formacién de supersimetria local. Si denotamos por B a los bosones y F' a los fermiones, buscamos entonces

soluciones tales que
6B ~ €F =0,

Oe + Be B
0ck" ~ { O0Be + Be }_0'

(13.21)

Las primeras ecuaciones se cumplen siempre (F' = 0). Las segundas sélo en ciertos casos y se llaman
ecuaciones de los espinores de Killing.
Por ejemplo, en SUGRA N = 1, d = 4 la ecuacioén del espinor de Killing es, de acuerdo con Ecs. (13.12)

Sethy = Ve = 0, (13.22)

y s6lo admite soluciones en dos casos: Minkowski, con e constante (4 supersimetrias residuales, una por
cada componente arbitraria de €) que es maximamente supersimétrica y las ondas planas para las que € ha de
satisfacer la ligadura algebraica

(1—~"He=0, (13.23)

que sélo deja dos componentes (1/2 del total) arbitrarias, por lo que s6lo preserva 1/2 de las supersimetrias.
En ésta y las proximas lecciones vamos a ver muchos més ejemplos de ecuaciones de espinores de Killing y
de espacio-tiempos en los que tienen soluciones.

Las soluciones supersimétricas tienen interesantes propiedades:

i. La existencia de supersimetrias residuales implica la de isometrias puesto que el anticonmutador de
dos transformaciones de supersimetria es esencialmente un difeomorfismo. El vector de Killing k*
estd dado por una expresion de este tipo:

kH ~ eyte, (13.24)
donde € es un espinor de Killing.

ii. Las supersimetrias residuales y las isometrias forman un supergrupo.
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iii. Si hacemos Teoria de Campos en una solucién supersimétrica, tal teoria tendrd el anterior supergrupo
como grupo supersimetria global.

iv. Las soluciones supersimétricas en general no tienen correcciones cudnticas (o éstas son limitadas,
depende de la cantidad de supersimetria preservada). También son estables frente a perturbaciones
cléasicas. Las razones para esto se pueden explicar mejor en el lenguaje del superdlgebra.

Supersimetrias residuales en el superalgebra

Hemos dicho que estamos particularmente interesados en soluciones que se pueden interpretar como config-
uraciones de campos debidas a ciertos estados de nuestra teoria. Hay pues una relacion entre la accién de
las transformaciones de simetria sobre las soluciones y la accién de los elementos del superalgebra sobre los
estados asociados. Si la solucién es invariante bajo cierta transformacion, entonces el estado correspondi-
ente serd aniquilado por cierto elemento del superalgebra. Si hay supersimetrias residuales, esperamos que
la carga
de|s >~ €,Q"%s >=0. (13.25)
El anticonmutador de esta supercarga consigo misma nos da una expresion del tipo (en d = 4)
eMe = 0,
gy oy Sl ij 13.26
M = i6iinaP, +izli) 4 s 200 4 4o zli) (13.26)
. ij) ij = (ij
+irsy9 2 + iyt 25D + 25,

donde hemos sustituido los generadores por su valor sobre el estado |s >. Esta ecuacién tiene soluciones si
el determinante de la matriz 9 es cero. Resolverla completamente es un problema muy complicado, pero
afortunadamente hay soluciones simples con interpretacion fisica simple. Consideremos, por ejemplo, el
estado correspondiente a una particula puntual sin carga y sin masa, cuyo momento es de tipo luz P? = 0.
En el sistema de referencia en el que se mueve en la direccion 1, (P*) = (p, £p, 0, ...,0) y (por simplicidad,
en el caso NV = 1) la matriz M es

M =ipy? (1 £4%9"). (13.27)

Es ficil ver que M es singular porque la mitad de los autovalores de v’y' son 41 y la otra mitad —1,
con lo que la mitad de los autovalores de 9 son 0. Las supersimetrias que dejan invariantes el estado
de esa particula son generadas por es que satisfacen e = 0, que coincide precisamente con la ligadura
Ec. (13.23). De esto concluimos que podemos asociar las soluciones que describen ondas gravitacionales
planas con estado de particulas sin masa moviéndose a la velocidad de la luz y que ambos preservan la mitad
de las supersimetrias. Soluciones de este tipo hay en todas las SUEGRAS.
El siguiente caso en simplicidad es el de una particula de masa M y carga eléctrica () en SUEGRA N =
2,d = 4(QY = QeV). En el sistema de referencia en el que la particula estd en reposo (P*) = (M, , 0, ...,0)
y

M ="M (5” + %706”') : (13.28)

Esta matriz 8 x 8 es singular s6lo cuando () = + M, en cuyo caso habria supersimetrias residuales generadas
por cargas de supersimetria €'Q’ donde & satisface la ligadura

(69 40y — 0. (13.29)
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Esta ecuacion tiene 4 soluciones independientes de las 8 posibles y asi el estado de que hablamos preserva
la mitad de las supersimetrias. ;A qué solucién de la SUEGRA N = 2,d = 4 corresponde este estado?
Ha de corresponder a un objeto esféricamente simétrico (o mds parecido a un objeto puntual), estdtico, de
carga M = |Q| = 2|q| con la normalizacién correcta: jun agujero ERN con carga eléctrica®! Esto debemos
demostrarlo encontrando los espinores de Killing. Veremos que efectivamente esto es asi en la siguiente
seccion.

(Qué pasa en el caso general? Centrémonos primero en d = 4 con cargas estrictamente centrales. Para
atacar el problema general es conveniente usar una base de Weyl en vez de una base Majorana, de forma
que las matrices de cargas eléctricas y magnéticas se combinan en una sola matriz antisimétrica ay compleja
de cargas centrales Z*, que tiene [N/2] autovalores Z;. De acuerdo con los autores de la Ref. [102], en el
sistema de referencia en el que la particula masiva esta en reposo, la matriz 21 es singular cuando el médulo
de uno o varios de estos autovalores es igual a la masa M = |Z;|. La cantidad de supersimetria preservada
depende del nimero de mddulos de autovalores que sean iguales. Si todos son iguales e igual a M, entonces
se preservan la mitad de las supersimetrias y en los demds casos, menos. Veamos qué pasa en los casos que
nos interesan N = 1,2,4,8,d = 4:

N=1 No hay estados masivos supersimétricos.

N=2 1/2 de la supersimetria se preserva cuando’

M = |Z’7

N=4 1/2 de las supersimetrias se preserva si
M = |Z,| = | Z2],

y 1/4si
M = |Z1| # | Z3].

N=8 1/2 de las supersimetrias se preserva si
M = |Z\| = |Z2| = | Z3| = | Z4l,

1/4 si
M = |Z1| = |Za| # | Z3.4l,
y 1/8si
M = |Z1| # | Z23,4]-
En todos los casos, los proyectores sobre los espinores son de la forma
(69 +~%a"), (13.30)

donde o/ es una matriz que depende de la SUEGRA concreta con que estemos trabajando. Estos proyectores
deben de asociarse, pues a estados de particulas puntuales masivas. Hay un proyector por cada factor de 1/2
de supersimetria y deben conmutar entre si para que haya supersimetria.

8C01_1_ carga magnética P = =M tendrfamos el proyector (6" 4 457°€¥) y en el caso diénico P2 + Q* = M? el proyector
serfa [69 4 (cos & + isin &y5)y0€7] = [69 4 eP1540¢].
%En N = 2 el tnico autovalor es Z = Q + i P.
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(A qué tipo de soluciones van a estar asociados estos estados? Claramente, a generalizaciones de ERN
(soluciones esféricamente simétricas, estdticas, cargadas) que dependerdn de los campos que haya en la
SUEGRA. Las mas estudiadas y conocidas son las de N = 4,d = 4 que veremos en la Seccion 13.4.2.
Sobre N = 8, d = 4 diremos algo en las lecciones siguientes.

Pasemos ahora a estudiar la situaciéon cuando hay una carga cuasi-central (real) Zc(ff)

.ap- Utilizando identi-
dades de las matrices gamma y el sistema de referencia apropiado, siempre es posible escribir

A (D) y
Mm = i "M ‘WJFW Oyl qPali | (13.31)

que es singular si M = Z®). Aqui el proyector no puede ser interpretado como el de una particula puntual.
De hecho, las cargas con p indices Lorentz estdn asociadas en la SUEGRA a potenciales que son (p + 1)-
formas diferenciales A®+1) 11y 41 que, al igual que una 1-forma (potencial vector) se acopla a la linea del
universo de una particula a través de un término de Wess-Zumino, se acopla al volumen del Universo de un
objeto de p dimensiones espaciales o p-brana. Asi éste es el proyector asociado a una p-brana supersimétrica
que preserva 1/2 de las supersimetrias.

En la Seccién 16.3 estudiaremos el caso en que hay varias cargas de este tipo distintas de cero a un tiempo,
que interpretaremos como intersecciones de p-branas. En estos casos, el espinor € ha de satisfacer varias
ligaduras simultdneamente. Esto sugiere la interpretacion de los agujeros negros con varias cargas como
superposiciones de agujeros negros mds simples. Veremos en la Seccion 13.4.4 que esta interpretacion es
posible en ciertos casos.

Estabilidad y cotas BPS

La matriz 901 tiene otra propiedad importante: es esencialmente el cuadrado de las supercargas y sus auto-
valores deben de tener propiedades de positividad. De hecho, se puede demostrar que el jamiltoniano de
las teorfas supersimétricas es siempre no-negativo [103] o, lo que es lo mismo, que M > 0. Atin maés:
en teorias con supersimetria extendida, la masa estd acotada por debajo por los autovalores de la matriz de
cargas centrales 7 1104, 102]

M > |Z;], i=1,...,[N/2], (13.32)

lo que se conoce como cotas de Bogomol’nyi o cotas BPS. Es cuando alguna de estas cotas se satura, cuando
el estado tiene supersimetrias residuales (es “BPS”).

Estas cotas juegan un papel crucial en la estabilidad de los estados y de las teorias. Los estados BPS tienen
los valores minimos de la energia para valores dados de las cargas centrales. Estos dltimos no pueden variar
porque en las teorfas no hay campos cargados con respecto a ellas (por eso a veces se las califica como cargas
topoldgicas) y por lo tanto los estados BPS son estables.

Después de ver el lado algebraico/cuéntico' de las cotas, veamos el lado “supergravitatorio”. Como hemos
visto, SUGRA N = 1 no es mas que RG acoplada a un campo fermiénico. Esto implica que la energia
(masa) en RG también ha de ser no-negativa [105]. La demostracion rigurosa de este teorema fue hecha por
Schoen y Yau en Ref. [106] con técnicas distintas, pero esta demostracion fue seguida inmediatamente por
otra version de Witten [107] basada de nuevo en SUGRA. Esta técnica fue perfeccionada por Nester e Israel

0Todo el razonamiento y los resultados anteriores se aplican s6lo a teorias cudnticas en las que los estados han de estar en
representaciones unitarias de los grupos de simetria (T. de Wigner). En teorias cldsicas de campos, estos resultados no tienen
aplicacion directa y se necesitan condiciones adicionales: comportamiento asintético y condiciones sobre la energia. A estos
resultados nos vamos a referir ahora.
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Refs. [108, 109] y generalizada por Gibbons, Hull y otros [110, 111]. Los resultados de la técnica de Witten,
Israel y Nester (WIN) son la versiéon en SUEGRA de las cotas BPS. La relacion estd explicada en el caso
N = 1enRef. [112].

Las estados BPS de SUEGRA tienen cargas y masas que saturan cotas BPS y admiten espinores de Killing.
Dentro de la teoria de SUEGRA concreta de que se trate, gozan de estabilidad. En el caso concreto de ERN,
esta estabilidad se manifiesta en la ausencia de radiacién de Hawking (7' = 0). Aqui aparece un nexo entre
las propiedades termodindmicas y la supersimetria del que vamos a encontrar mas ejemplos.

Pasamos ahora a ver ejemplos concretos de todos estos resultados generales.

13.3 Agujeros negros en Supergravedad N =2, d =4

13.3.1 SUEGRA N =2,d=4

SUEGRA N = 2,d = 4 fue construida originalmente por Ferrara y van Nieuwenhuizen [113] acoplando un
supermultiplete vectorial (compuesto por un vector y un gravitino) a SUGRA N = 1,d = 4 y observando
que la teorfa resultante era invariante bajo una transformacién de supersimetria adicional'!. Asi, el super-
multiplete de SUEGRA N = 2,d = 4 consta de una tétrada, una pareja de gravitinos reales y un campo
vectorial

1
e,y = ( :ﬁg ) ALY (13.33)

Los indices SO(2) ¢ = 1, 2 no los escribiremos excepto cuando sea completamente necesario. La accién en
el formalismo de orden 1.5 es

S = /d4xe {R(e,w) + 2e 1" P71, v57, V ptby (13.34)
—F2 + T (T + Timyu) }

donde _
Far = Fot T
Fo = Fu+Jews (13.35)
Fu, = 20,A,,
g 52
Toyw = W0y,
n 13.36
{ Ty = _Tleeﬂypawﬂ5‘72¢0- ( )

La ecuacién de w#“b es la misma que en el caso NV = 1 y la solucién es también Ec. (13.9) pero con la
torsion dada por

T = iy "y (= ity ). (13.37)
Esta accidn es invariante bajo 1. difeomorfismos, 2. transformaciones Lorentz locales, 3. transformaciones
gauge del potencial vector, 4. rotaciones globales SO(2) de los gravitinos y 5. transformaciones locales de
supersimetria N = 2

deety = —iey™y,
0eAy = —i€o?y, (13.38)
Oty = Ve,

""Esto es similar a la construccién de SUGRA N = 1,d = 4 a partir de N = 0 (RG) acoplando un gravitino.
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donde
Vu=V,+31 Fyo?, (13.39)
es la derivada supercovariante sobre €.

Las ecuaciones de movimiento, pero no la accién, son invariantes bajo un grupo global SO(2) de transfor-
maciones quirales-duales

{ F, = cosfF,, +sin0*F,, (13.40)

i
=0
17/)’24 = €2 75’9[)“.

La correspondencia de todas estas simetrias con propiedades del superdlgebra correspondiente es obvia.

13.3.2 Soluciones

Para nuestros propésitos, lo més interesante de la SUEGRA N = 2,d = 4 es que su sector bos6nico no es
mads que la teoria de Einstein y Maxwell que ya vimos y todas las soluciones de ésta lo son de la primera, en
particular RN y MP.

Si RN describe un estado (posiblemente soliténico, pues no hay materia cargada en esta SUEGRA) de masa
M ycarga |Z| = |Q + iP
es sorprendente, dada la relacién en la que hemos insistido varias veces entre censura césmica y positividad

, cudnticamente M > |Z

, justamente la condicién de censura césmica. Esto no

de la energia. Clasicamente se puede probar [110] que bajo condiciones energéticas usuales y en espacios
asintéticamente planos, esa relacion se tiene que cumplir siempre.

La saturacion de la cota BPS coincide con el limite de extremalidad de RN, la desaparicién de la radiacion
de Hawking y la aparicion de soluciones estéticas con varios ERNs en equilibrio (MP). Todas las soluciones
de la familia MP admiten espinores de Killing [110], pero hay ain mas soluciones que los admiten como
demostré Tod en Ref. [114]: la familia de soluciones de Israel, Wilson y Perjés (IWP) [115, 116] y una
generalizacién de las ondas gravitatorias planas que incluyen campos electromagnéticos. Vamos a describir
la familia IWP en la siguiente seccién. Aqui basta decir que en ella hay soluciones con momento angular
y carga NUT, pero que las dnicas soluciones regulares sin curvas cerradas de tipo tiempo son las de la
subfamilia de MP [78]. En particular, no hay agujeros negros supersimétricos regulares con momento angular
en SUGRA N = 2, d = 4. Este resultado es valido para N = 4, 8, d = 4 también, peronoen d = 5.

En cuanto al nimero de supersimetrias residuales, genéricamente las soluciones de IWP tiene 1/2. Las dos
excepciones conocidas son Minkowski y RB que tienen el mdximo nimero de supersimetrias preservadas y
se pueden considerar vacios de la teorfa.

13.4 Agujeros negros en Supergravedad N =4,d =4
1341 SUEGRA N =4,d=4

El supermultiplete de SUEGRA N = 4,d = 4 [117] consta de la tétrada, seis vectores abelianos, un escalar
(dilaton) un pseudoescalar (axidn) cuatro gravitinos reales y cuatro dilatinos reales (espin 1/2)

{ea“,A(n)u7¢’ a, fu)\i}v (1341)
respectivamente. La accién de los campos bosénicos es

S = [d'z\/]g] {R+ 2(09)% + Le1®(9a)2 — =20 56 _ P ()

(13.42)
+a X F® Fe L
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Ademads de la invariancia bajo difeomorfismos, transformaciones de Lorentz locales, transformaciones gauge
de los seis vectores y transformaciones de supersimetria local N = 4, rotaciones globales SO(4) de vectores
y fermiones y rotaciones quirales-duales, el sector bosénico de esta teorfa es invariante bajo rotaciones
globales SO(6) de los seis vectores'? y (s6lo las ecuaciones del movimiento) bajo transformaciones de
dualidad SL(2,Z) que actian sobre los escalares y los vectores. Para describir esta simetria es conveniente
combinar los escalares en un escalar complejo que a veces es llamado axidilaton

T=a+ie ?, (13.43)
y definir los duales SL(2,7Z) de los vectores
F =9,A0 —9,A. (13.44)
Si A es una matriz SL(2,R)
A:(“ b), ad — be = 1, (13.45)
c d
entonces los vectores y sus duales se transforman en dobletes (lo que antes llamamos vector de dualidad)
F(n)w )
A m 13.4
< Fo, ) A pm, ) (13.46)
y 7 se transforma no-linealmente
at+b
. 13.47
T +d ( )

Aqui e? juega el mismo papel que la constante de acoplo e en la dualidad eléctrico-magnético y a juega el
papel de un angulo 6 local. De hecho, desde el punto de vista de la Teoria de Cuerdas e? es realmente la
constante de acoplo.

El grupo de dualidad de esta teoria es, pues el producto directo de la dualidad 7" (SO(6)) y 1a S (SL(2,R)).
En N = 4 hay dos cotas BPS M? — |Z1 2 |2 > 0. Ninguna de ellas es separadamente invariante bajo dualidad,
que las intercambia. Para escribir una cota invariante (cota BPS generalizada) tomamos el producto de ambas

cotas y dividimos por M?

2 212
M~ + e

que es la que debe de aparecer en la métrica, que es invariante bajo dualidad. El término |Z1Z5|>2M 2 se

— 21> = | 22> > 0, (13.48)

puede interpretar con las cargas de los escalares en los agujeros negros regulares. Como esperamos por el
teorema de “no-pelo”, no son independientes de las otras cargas.

13.4.2 Soluciones

Las soluciones de tipo agujero negro mas generales de esta teoria se conocen desde hace poco Ref. [127].
Su construccién ha sido la culminacién del esfuerzo de muchos autores: las primeras soluciones fueron
obtenidas por Gibbons en la Ref. [118] y la supersimetria de las extremas fue demostrada en la Ref. [121].
En la Ref. [120] se utiliz6 por primera la dualidad S para generar soluciones didnicas, posteriormente gener-
alizadas en la Ref. [122], donde se observ6 por primera vez que las transformaciones de dualidad S preservan
las propiedades de supersimetria de las soluciones originales. Las soluciones més generales sin momento

12Esta simetria esté relacionada con la de rotaciones SO(4) que esperamos a partir del superdlgebra que se ve aumentada hasta
SU (4) por las rotaciones quirales-duales.
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angular ni carga NUT, fueron obtenidas en la Ref. [123] y la adicién de carga NUT fue estudiada en la
Ref. [124]. La soluciones supersimétricas mds generales, incluyendo momento angular y carga NUT fueron
halladas por Tod en la Ref. [125] y poco después, independientemente en la Ref. [126].

Por simplicidad vamos a presentar inicamente las soluciones supersimétricas, llamadas SWIP en la Ref. [126].
Todas las funciones que aparecen en los distintos campos de las solucién se pueden expresar en términos de
dos funciones armoénicas complejas completamente arbitrarias H1 ()

8;0/H1 = 0;0;Hy = 0, (13.49)

y un conjunto de constante complejas k(™) que satisfacen las relaciones

N

Z(k(n)>2 — 0, Z ‘k(n)‘2 - %, (13.50)
n=1

en el caso general ',

Las funciones arménicas aparecen en la métrica a través de las siguientes combinaciones:

e 2V = 29m (H Hay), (13.51)

Ouwj = ek IRe (H10Ha — H20pH1) - (13.52)

Los campos de la solucién son

ds? = e2V(dt? + widat)? — eV di?, (13.53)
Hy

P 13.54

Hy' ( )

A = 2:2U [Re (k:(")Hg), (13.55)

AW = 9eU[Re (k(")Hl). (13.56)

Estas soluciones generales se reducen a las métricas IWP de las que hablamos en la Seccién anterior cuando

Hy = iHs = %V*l, (13.57)

donde V! es una funcién arménica compleja. Todas las soluciones de esta subfamilia tienen 1/2 de las
supersimetrias preservadas.

Propiedades de dualidad

La familia de soluciones es invariante, como familia, bajo todas las dualidades de la teoria, que no sirven ya
para generar ninguna solucion nueva. En particular, H 2 se transforman como un doblete (linealmente) bajo
SL(2,R) mientras que las k(™s son invariantes y éstas se transforman como un vector de SO(6) mientras
que las H1 2s son invariantes.

13Si una de las funciones armoénicas es constante, entonces sélo hace falta la segunda relacion.
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Estas propiedades de transformacién de los componentes funcionales de la solucién tiene una interesante
interpretacién desde el punto de vista de la geometria especial de las SUGRAS N = 2,d = 4 (con materia
en general) [128]. Esta interpretacion ha sido usada para construir soluciones de tipo agujero negro extremos
en SUGRAS N = 2,d = 4 [129] lo que tiene gran importancia porque las SUEGRAS N = 4,8,d = 4
se pueden interpretar como SUEGRA N = 2,d = 4 con una materia supersimétrica de tipo particular.
Sin embargo, esta direccién de trabajo no ha sido capaz de proporcionar soluciones tan completas como las
SWIP en esos casos [130, 131], sino que en general s6lo ha dado como resultado “soluciones generatrices”
con las que se podria (pero nadie lo ha hecho de forma explicita) generar la solucién mds general con
transformaciones de dualidad.

Propiedades de supersimetria

Si elegimos adecuadamente las funciones armdnicas, las soluciones describen objetos puntuales con masa
M, cargas eléctricas, magnéticas I'(") escalares T que son funcién de las anteriores

—2
T'(n)

13.58
W ( )
y momento angular J. Estas cargas siempre satisfacen la identidad
M2 4T[> =4 TP =0, (13.59)
n

que tiene la forma exacta de la cota BPS generalizada. De hecho, podemos identificar los autovalores de las
cargas centrales

1

3

2
3Ziol? => TP £ (Z\FW\?) — [y ormzE (13.60)

El area del horizonte es

A=Ar(|M?* = |T?) = 4n||Z1 > — | Z2)?), (13.61)
que se hace cero cuando las dos cargas son iguales. Este es el caso en el que las dos cotas BPS se saturan
simultdneamente y tenemos 1/2 de las supersimetrias preservadas. El resultado es que sdlo con dos cargas
centrales distintas y 1/4 de las supersimetrias preservadas los agujeros negros de SUEGRA N = 4,d = 4
tienen un drea finita.
Si se buscan los espinores de Killing se encuentra que siempre hay 1/4 de las supersimetrias preservadas,
como indica el hecho de que la cota BPS generalizada esté automdaticamente saturada en estas soluciones.
En el caso |Z1| = | Z2|, como esperamos, 1/2 de las supersimetrias estan preservadas [126].
Finalmente, observamos que si reescribimos la férmula del drea del horizonte en términos de las cargas
eléctricas y magnéticas normalizadas de forma que al ser cuantizadas tomen valores enteros, ™, 5("), obten-
emos una expresion que es independiente de todos los mddulos de la solucién, como los valores asintéticos

=t
A=8r det[( jt)
q

donde la accién del grupo de dualidad en el vector de carga ( ]—1 > es
q

(1) -res()
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donde R € SO(6)y S € SL(2,R).
Esta es una propiedad fundamental de la entropia de los agujeros negros extremos, que vamos a utilizar en
la dltima leccién.

13.4.3 SUEGRA N =8,d =4
13.4.4 Soluciones: agujeros negros compuestos

Como hemos dicho, no existen soluciones similares a las SWIP de N = 4,d = 4 parael caso N = 8,d =
4 que es bastante complicado de describir. Nos interesa mds en este momento describir las propiedades
generales de las soluciones supersimétricas.

Primeramente, es posible ver que sélo si las cuatro cargas centrales son distintas entre si y la solucidn tiene
1/8 de las supersimetrias preservadas, las soluciones tienen un horizonte regular. El drea del horizonte
se puede expresar también de forma manifiestamente invariante bajo dualidad (aqui llamada dualidad U,
correspondiente al grupo £ 7) [132]. La soluciones mas simples estdn descritas en [133].

En N = 8,d = 4 aparecen dos fenémenos nuevos: hay combinaciones de las cargas que nos permiten
tener agujeros negros “‘sin masa’” supersimétricos [134, 135]. Por otro lado, hay agujeros negros extremos
supersimétricos que pierden la supersimetria cuando se cambia el signo de una carga (lo que deja invariante
la métrica y los escalares). Este es un hecho de dificil interpretacién [136].
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Capitulo

14

Teorias efectivas de cuerdas: acciones

14.1 Introduccion

En esta leccion vamos a iniciar el estudio de los agujeros negros desde el punto de vista de la Teoria de
Cuerdas. Nuestro punto de vista serd el de las acciones efectivas que describen la dindmica de los campos
sin masa de la Teoria de Cuerdas a bajas energias. Estas acciones efectivas son en general acciones de
SUEGRAS en diversas dimensiones, al menos cuando el espectro de la teoria de cuerdas correspondiente
es supersimétrico y contiene un gravitén. De ahi nuestro interés en SUEGRAS en la leccién anterior. Las
referencias esenciales de introduccién a la Teoria de Cuerdas son los libros de Green, Schwarz y Witten
[151], Liist y Theysen [152] y el de Polchinski [153], mds reciente. Menos extensas, pero igualmente
interesantes son [154, 155, 156].

En este momento los tedricos de cuerdas creen que existe la denominada Teoria M que se manifiesta en
diversos limites y contextos como lo que antes se crefa eran diferentes teorias de cuerdas y supergravedad.
Estas diferentes teorfas estdn conectadas por una red de dualidades que las relacionan y que, se supone,
ponen de manifiesto la relacién de todas ellas con la Teoria M. En un cierto limite del que para nosotros es
conveniente partir, la Teoria M se manifiesta como una teoria que a bajas energias es SUGRA N = 1,d = 11.
Cuando esta teoria es compactificada en un circulo se obtiene una teoria que a bajas energias no es sino
SUGRA N = 2A,d = 10. Esta teoria era conocida como el limite a bajas energias de la Teoria de Cuerdas
tipo IIA y, de hecho, cuando incluimos en ella todos los modos masivos de Kaluza-Klein que aparecen en la
compactificacion desde d = 11, se obtiene todo el espectro de esta teoria de cuerdas. Atin mds interesante,
el dilatén de la Teoria de Cuerdas tipo IIA (que es su “constante” de acoplo) es el radio de la dimension
compactificada, lo que permite visualizar SUGRA N = 1,d = 11 como el limite de acoplo fuerte de la
dicha teorfa de cuerdas [137]. Esta y otras relaciones que vamos a ver estan representadas en la Figura 14.1.
En d = 10 hay otra SUEGRA conocida: N = 2B,d = 10, que es quiral, y es el limite de baja energia de
la Teoria de Cuerdas tipo IIB. Resulta que cuando esta teoria de cuerdas y la tipo IIA son compactificadas
en circulos de radios inversos, tienen exactamente el mismo espectro y las mismas interacciones [138, 139].
Esta dualidad T entre ambas teorfas se manifiesta en sus limites de baja energia en que las SUEGRAS N =
2A,d =10y N = 2B,d = 10 son idénticas cuando se las somete a compactificaciones duales [140, 141].
Esta dualidad T que relaciona radios grandes y pequefios es una de las propiedades mds interesantes y
especiales de la Teoria de Cuerdas' que se aplica no sélo a vacios simples con una dimensién compacta
como el producto directo de Minkowski por un circulo sino a variedades mas generales con el resultado de
que geometrias muy diferentes son indistinguibles desde el punto de vista de la Teoria de Cuerdas [143].

Si el limite de acoplo fuerte de la Teoria de Cuerdas tipo IIA es SUGRA N = 1,d = 11, ;Cudl es del de
la tipo IIB? Esto es muy dificil de decir desde el punto de vista de la teoria de cuerdas, que esta definida
perturbativamente (es decir: para constante de acoplo pequefia), pero su teoria efectiva de bajas energias

"Una monograffa interesante sobre este tema es [142], aunque no contiene algunos de los resultados mds interesantes sobre
dualidad en cuerdas abiertas y D-branas.
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nos da una pista: las ecuaciones del movimiento de la SUEGRA N = 2B,d = 10 son invariantes baso
una dualidad S que relaciona acoplos fuertes y débiles. Asi, cuando el acoplo es fuerte, la teoria se puede
reescribir en términos de otra Teoria de Cuerdas tipo IIB con constante de acoplo pequeiia.

Conforme vamos compactificando mas dimensiones de estas teorias de cuerdas, aparecen otras dualidades
que se manifiestan (no siempre) como simetrias globales de las SUEGRAS correspondientes. El grupo de
todas estas dualidades de las teorias tipo II compactificadas en toros es el grupo de dualidad U [87].

Hasta este momento sélo hemos hablado de teorias con dos supersimetriasen d = 10 (N = lend = 11
N = 8 end = 4), pero una de las teorias de cuerdas mds interesantes, la heterdtica, tiene la mitad. Para
hablar de ésta y otras teorias de cuerdas con N = 1,d = 10 tenemos que mencionar la segunda idea que ha
modificado nuestra forma de entender la Teoria de Cuerdas: que ésta describe no sélo objetos unidimension-
ales (cuerdas) sino objetos de més dimensiones p-branas y p-orientiplanos y que se pueden construir nuevos
vacios de la teoria no sélo por el procedimiento de compactificar en ciertas variedades, sino poniendo p-
branas o p-orientiplanos, cuyo efecto es el de romper parcialmente las supersimetrias, hacer que aparezcan
nuevos estados sin masa (en particular campos de Yang-Mills con grupos gauge no-Abelianos) y truncar las
teorias. Existen varios tipos de estos objetos, algunos de ellos no muy bien conocidos, y todos ellos estan
relacionados con las cargas cuasi-centrales de los superdlgebras de las SUEGRAS correspondientes.

Asi, si para SUGRA N = 1,d = 10 elegimos un vacio de la forma S'/Zs y ponemos dos 9-branas (“M9-
branas”) en los puntos fijos, en vez de obtener la Teoria de Cuerdas tipo IIA obtenemos la Teoria Heterdtica
Fs x FEg [144] cuyo limite de baja energia estd descrito por SUGRA N = 1,d = 10 acoplado a los
correspondientes supermultipletes vectoriales. Y si en el vacio de la Teoria de Cuerdas tipo IIB colocamos
el nimero adecuado de 9-branas de tipo Dirichlet (“D9-branas”) y 9-orientiplanos (“O9-planos’) obtenemos
la Teoria de Cuerdas tipo I SO(32) [145] cuyo limite de baja energia estd también descrito por SUGRA
N = 1,d = 10 acoplado a los correspondientes supermultipletes vectoriales. En el limite de acoplo fuerte
esta teorfa es S dual a la Teorfa Heterética SO(32) [146, 147, 148].

Para interpretar esta tltima teoria hay que introducir un importante aspecto de las p-branas y p-orientiplanos:
que también se transforman bajo las dualidades T y S. En particular, bajo dualidad S, las D9-branas se
transforman en S9-branas (también llamadas NSNS9-branas) y los O9-planos en otros objetos de forma que
la Teoria Heterdtica SO(32) se puede considerar como la Teoria de Cuerdas tipo IIB en acoplamiento fuerte
(por la dualidad S) con S9-branas y los duales S de los O9-planos [149, 150].

Hora que conocemos las reglas fundamentales de este juego, podemos empezar a hacernos preguntas como
(cudl es el T dual de la Teoria de Cuerdas tipo I SO(32)? (Es decir: si la compactificamos en un circulo,
hay otra teoria de cuerdas compactificada en un circulo de radio inverso que sea equivalente? De acuerdo
con lo que sabemos, esta teoria ha de ser el resultado de poner en la Teoria de Cuerdas tipo IIA los T duales
de lIas D9s y los O9s (D8s y O8s) con la dimension que no estd dentro de éstas compactificada en un circulo
de radio inverso, que recibe el nombre de Teoria de Cuerdas tipo I’.

Asi se pueden generar muchas nuevas teorfas. En esta leccion vamos a estudiar las teorias efectivas a bajas
energias de las teorias de cuerdas mas relevantes para nosotros: N = 1,d = 11, N = 2A,d = 10y
N = 2B,d = 10, cémo se relacionan los campos y constantes que aparecen en sus acciones con los de
las teorias de cuerdas y cdmo se reflejan en sus relaciones mutuas las dualidades entre las correspondientes
teorias de cuerdas.
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Figura 14.1: Directorio de SUGRAs. La relacién entre distintas teorfas compactificadas en circulos (lineas con dos puntas de
flecha) y truncacidn (lineas con una tnica punta de flecha) estd representada aqui esquemdticamente
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14.2 Acciones basicas y dualidades
1421 SUGRA N =1,d=11
El superalgebra

El superdlgebra N = 1,d = 11 con todas las posibles extensiones cuasi-centrales posibles tiene el siguiente
anticonmutador de supercargas es

(00} = e o)z,
(s,
+6l (P“l"'éﬁé—l) 6530 (14.1)
i
+LO (Fal “10C )aﬁzt(zlf)am

No todas las cargas cuasi-centrales pueden ser asociadas a potenciales de una SUGRA. Este es el caso de

£(10) cuyo potencial asociado (una 11-forma) no es campos dindmico y no describe ningin grado de libertad
continuo. Otras cargas cuasi-centrales simplemente no aparecen (y los potenciales asociados tampoco). Este

es el caso de Z ©)yz 29 Las dos cargas centrales que quedan A Z 2(5)estan asociadas a una 3-forma y una

6-forma, que son duales de Hodge una de la otra. As{ esperamos que SUGRA N = 1,d = 11 tenga métrica,

gravitino (representado por un vector-espinor de Majorana con 32 componentes reales) y una 3-forma?:

D>

{ 24 CWP xpu} . (14.2)

Los estados/soluciones asociados a los campos bosénicos y a las cargas del superdlgebra son la onda gravi-
tatoria (MW), la membrana (M2-brana) y la 5-brana (M5-brana).
Cuando la teoria estd compactificada en un circulo, aparecen nuevos estados en la teoria: el monopolo de

Kaluza-Klein (KK7) y la 9-brana (KK9 o M9-brana para otros autores) y las dos cargas cuasi-centrales 2(6)
y Z 2 (9) aparecen. En la teorfa en d = 10 que se obtiene por reduccion d1mens10nal si se puede definir un

potencial 7-forma asociado a la Z( ) y un potencial 9-forma asociado a la Z ) (uno de sus indices tiene que
ser siempre la direccion compacta y sélo los 8 restantes juegan algin papel).

La accion

La accién para los campos bosénicos de SUGRA N = 1,d = 11 es [157]

donde . .
G =49C, (14.4)

%0 una 6-forma, pero no se sabe cémo formular la teoria tinicamente en funcién de la 6-forma.
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es la intensidad de campo de la 3-forma y es invariante bajo las transformaciones gauge
5,C = 30%. (14.5)

La accién es invariante bajo las transformaciones de supersimetria locales

56,0 = —ielig,
A _ A 21728 27:31 2\ 4 A
5;1/1;1 = 2v/§6+ ﬁﬂ (Faﬂ'y i R el ?7;10‘) €G&é§3’ (14.6)
s = BT .0
0Chp = 2600 V-

Esta teoria sdlo tiene una constante de acoplo: G 5&1) 0, equivalentemente, la longitud de Planck ﬁgé)nck.

Es interesante también observar la presencia de un término de Chern-Simons éGGC' en la accién. Este

A A A

término topoldgico (no depende de la métrica) modifica la ecuaciéon del movimiento de C pero no la de
Einstein, y, de acuerdo con Townsend [200] rige las posibles intersecciones de M 2- y M 5-branas, como
veremos en la Seccién 16.3.

El potencial magnético

La ecuacion de movimiento de la 3-forma se puede escribir asi:

0 (*é n %OG) —0, (14.7)

como una identidad de Bianchi. Asi podemos identificar la expresidon que esta entre paréntesis con 786’
dondg é’ es, por definicidn, el potencial 6-forma dual. Esto implica que la intensidad de campo de la 6-forma
dual C es [158, 159, 160]: ) )

"G =7 <85 - 10685) =G. (14.8)

G es evidentemente invariante bajo las transformaciones gauge

Q2>>
<0

= 60, (14.9)

>0

donde  es una 5-forma. Sin embargo, contiene explicitamente la 3-forma y, para que sea invariante bajo las

transformaciones gauge de ésta (14.5) C tiene que transformarse asi:

5:C = —300%C. (14.10)

X

Este procedimiento para definir el dual de Cenel que C noes completamente eliminado recibe el nombre
de dualizacion “on-shell”.
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14.2.2 Reduccion a d = 10: la teoria tipo IIA
El superalgebra

Como hemos dicho, al deﬁnjr supe{simetrl’a en el espacio de Minkowski 10— dimensiononal veces un
circulo, aparecen las cargas Z(6) y Z0) y hay que tenerlas en cuenta para hallar todas las cargas del su-
peralgebra 10— dimensiononal.

La reduccién dimensional del superélgebra es sencilla: los espinores? (y las supercargas) en d = 10 son los
mismos que en d = 11, de forma que s6lo hace falta quitar una de las tildeg, las matrices gammaen d = 11
y d = 10 se relacionan entre si de acuerdo con Ec. (A.32) de forma que c=C y las cargas bosdnicas se
descomponen

2% = (29,219, (14.11)

mientras que
76 _ (70 500 _ 58
anmée = (Za;"a60 "), Zal...ég = (25, a5) (14.12)

con lo que se obtiene el superdlgebra N = 2A4,d = 10

+ Zn:0,174,8 o (fal'“d"fn@_l) a8 A(n.). (14.13)

+D =56 o (fdl"'&"fll(?*l) aB Ain)an

Las cargas estdn asociadas a un gravitino, una métrica y potenciales que son (p + 1)-formas con p =
0,1,2,4,5,6,8. De éstos los p = 0,6 y p = 2,4 estén relacionados por dualidad de Hodge y s6lo uno
de ellos (el de rango menor) aparece en la SUGRA. En vez de la 9-forma lo que aparece en la supergravedad
es un parametro constante con dimensiones de masa (SUGRA masiva de Romans [161]), pero aqui vamos a
ignorar esta complicacién de forma que sélo consideraremos los campos®

{gﬂfu Bﬂl?a ¢27 é(g)ﬂﬁﬁa é(l)ﬂa } . (1414)

Los estados/soluciones asociados son la onda plana gravitacional, las Dp-branas con p = 0,2,4,6,8, la
cuerda fundamental (F1A o 1-brana NSNS) y la 5-brana soliténica (S5A).

De forma general, es posible introducir més cargas cuasi-centrales en este superdlgebra. En particular,
podemos introducir una de 5 indices distinta (aunque relacionada por dualidad) y una de 9:

G (Dol e ) 020, + g (Pome ) 9028 (14.15)

1--+a5 1--+09”

3 Aunque los espinores son los mismos, en d = 10 son reducibles en dos espinores de Majorana-Weyl con quiralidades opuestas.
De ahi que pasemosde N =1a N = 2.
4 Ademads de los campos asociados a las cargas que aparecen en el dlgebra, hay un dilatén y un dilatino.
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que hemos de interpretar de nuevo que sélo aparecen cuando la teoria estd compactificada en un circulo.
Los estados/soluciones asociados son el monopolo de Kaluza-Klein (KK6A) y la 9-brana NSNS (KK9A)
[150]. Ademas hay que incluir una segunda carga de 8 indices uno de los cuales estd siempre en la direccion
compacta [162].

La accion bosonica

Para obtener la accion para los modos sin masa que se obtienen al compactificar SUGRA N = 1,d =11 en
un circulo seguimos el procedimiento general de Scherk y Schwarz [163]. Suponemos que todos los campos
son independientes de la coordenada espacial z = 210 € [0, 27712‘{;1aLn o ¥ reescribimos la teorfa en forma 10—
dimensiononal. La reduccién de la métrica 11— d1mens1on0nal da lugar a la métrica 10— dimensiononal,
un vector y un escalar (el dilatén) mientras que la 3-forma da lugar a una 3- y una 2-forma. La métrica,
la 2-forma y el dilatén son campos del sector Neveu-Schwarz-Neveu-Schwarz (NSNS) en el espectro de la
Teoria de Cuerdas tipo IIA y la 3-forma y el vector pertenecen al sector Ramond-Ramond (RR).

Los campos 11— dimensiononales se descomponen en campos 10— dimensiononales asi:

§;1;> = G%éﬁw— estC), 2CW;, Casp = C®psp,
Ga, = —es0CW, Cors = DB, (14.16)
éﬁ = —C%é

(14.17)

~~
>>
>
=
N——
Il

La accién para estos campos es la de la parte bosénica de SUEGRA N = 2A,d = 10 [164] pero escrita en
el sistema de referencia conforme de la cuerda’

& — 2#73@1??51;/d10ip |§|{ —2¢ [R 4(8¢

167G

\_/
(3]
.w|H
)
[\v]
_

(14.18)
N 2 ~ 2 o ~ .
- [i (62)" + & (¢) ] RERE eac<3>ac<3>3}.

Como vemos, los campos del sector NSNS vienen afectados por un prefactor comtin e~2?, mientras que los
del sector RR no llevan ningtin prefactor.

SPor definicidn, el sistema de referencia conforme de la cuerda es aquél en el que la métrica es la métrica que aparece en el
modelo sigma de la cuerda. El sistema de referencia conforme de Einstein es aquél en el que no hay ningutn factor extra multiplicando
al escalar de Ricci en la accion de Einstein-Hilbert. En el sistema de referencia conforme de la cuerda, siempre aparece el prefactor

e~2?. Ambos sistemas de referencia conforme estdn relacionados por una transformacién conforme de la métrica, como veremos.
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Esta accion tiene un problema: la métrica no puede ser asintdticamente planaen d = 10y d = 11 si-
multdneamente, puesto que, al ser z compacta ézz (el dilaton) no tiene por qué ser —1 en el infinito en las
direcciones no-compactas, sino que, esencialmente, da la dimensién asintética de la direccién compacta,
que es un nuevo parametro que hemos introducido implicitamente con la compactificacién. Si la métrica
11— dimensiononal es asintéticamente plana y denotamos por qgg el valor asintético del dilaton, entonces la
métrica que hemos definido se comporta en el infinito asi:

G — €395, (14.19)

Para obtener la métrica de la cuerda “correcta” hemos de multiplicar ésta, y todos los campos, por un factor
numérico, de acuerdo con

g — eééogﬂp, é(l)ﬂ - 6%&0@(1)/17
(14.20)
Eﬂg — eéa’oﬁw, é(g)ﬂl)p — 6‘7;0@(3),mﬁ,
de forma que la accién queda asi
S = 16%\%%/&% \g|{62<?s [R—4(a¢)2+2¢3,ﬁ2]
(14.21)

Aqui hemos hecho las siguientes identificaciones de constantes. Primero, hemos identificado la constante
de acoplo de la cuerda g4, que cuenta los lazos en las amplitudes de cuerdas con el exponencial del valor
asintético del dilaton

ga = e, (14.22)

y, seguidamente, hemos identificado la constante de Newton 10— dimensiononal asi®:

1) 84,
g R B (14.23)
167GV 167G
Esto implica la relacién
(10) Gy
T planck9A

Es util introducir el radio de la direccién compacta R1; (que no es I?ghll?ﬂ )
] 11 2/3
Rll — 5 hm / ’gzz dZ = gl(:’la)ncke3(z>0 g%la)nck A/ ’ (1425)

con el que la relacién entre las constantes de Newton en d = 10y d = 11 se escribe

PG UGN
) _ Gy’ _ Gy (14.26)

G =
NA™ 9rRy1 Vip

®El factor g2 absorbe el valor asintético del dilatén en la accién.
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como esperamos en teorias de Kaluza-Klein (117 es el volumen del espacio compacto).
Utilizando la definicién de la longitud de Planck Ec. (12.6) tenemos

11
) (gl(:’la)nck)g

. (14.27)
32%29124/3

Este resultado ha de ser comparado con el valor de G 5\1,0) que se obtiene, con argumentos puramente cuerdisticos

en términos de las variables £, g4

G0 = 8nSg2 8, (14.28)

donde /5 = v/« es la longitud de la cuerda. Ambos resultados son consistentes si

(11) o 1/3
EPlanck - 27TESQA ’

(14.29)
Rii = Ylsga,

que son las relaciones entre constantes 11- y 10— dimensiononales mas importantes.

Es facil ver que el limite de acoplo fuerte de la teoria tipo IIA (g4 — ©0) coincide con el limite de descom-
pactificacion (R1; — o0) en el que una nueva dimensién se vuelve macroscopica.

Esta teoria hereda de la 11— dimensiononal un término de Chern-Simons que determina las intersecciones
posibles de los objetos extensos de la misma [200] como veremos en la Seccién 16.3.

Potenciales magnéticos

Los potenciales duales de la SUEGRA N = 2A, d = 10 sélo se pueden introducir por dualizacion on-shell.
Es posible relacionar las intensidades de campo ‘“eléctricas” y “magnéticas” de acuerdo con la relacion
general

GUO=R) — ()R 2+ Gk, (14.30)

de forma que todas las intensidades de campo RR se escriben asi’

G=dC-HAC, (14.31)
y las identidades de Bianchi y las ecuaciones de movimiento asi:
dG—HANG=0, dG+HA*G=0. (14.32)
Para la 2-forma NSNS, la definicion de la intensidad de campo dual es
HD = 20+ f (14.33)
y la identidad de Bianchi de la 3-forma se vuelve la ecuacién de movimiento de la 7-forma dual

dH =0, d (e2¢ *ﬁ(7)) —0, (14.34)

"Estamos utilizando el lenguaje de formas diferenciales y la notacién en la que cada letra representa la suma formal de las formas
diferenciales de todos los rangos C' = C© + CM + C@ 4 | ete.
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y viceversa

(e f)+3GrG=0, AT +1GrG=0. (14.35)
Una definicién posible es
n=4
D =dB® — 1N »G@n+2)  6Cn-1), (14.36)
n=1

Fermiones y reglas de supersimetria

Los espinores 11— dimensiononales se expresan en términos de los 10— dimensiononales (gravitino v y
dilatino A y el pardmetro de transformacion de supersimetria €) asi:

Il
®|
@l
—
?)
©-
S
N
>

é
b, = eb@=d0) (21;,& — 1P, ;) : (14.37)
@[,Z — %eg(aﬁ—%)fnj\'
Obsérvese que con estas definiciones el gravitino 1[1,1 es real pero el dilatino Aes imaginario puro.

Las reglas de transformacién de supersimetria (al orden méas bajo en fermiones y s6lo con los potenciales
NSNS y RR “eléctricos”) son:

~a 2Ha T,
(5ge,1 = —iel ’lbﬂ,

Sethy = {3,1 —1 (% + 3 Hu) } €
‘I’%eézn:lzﬁ GeT, (-fn)n €,

0eBap = —2iel Ty,
5:CN, = —ePelyy (TZJ# - %fﬂj\> 7 (14.38)
5@0(3)[wﬁ = 3€¢Erﬂp <T/Jﬁ] — %Fﬁ})\) + 30(1)[115@Bﬂ5],

14.2.3 La teoria tipo IIB. Dualidad S
El superalgebra

Las dos supercargas del superalgebra N = 23, d = 10 tienen la misma quiralidad (positiva, por simplicidad)
y no es posible combinarlas en una sola, como en el caso anterior. Por ello hemos de introducir indices

Noviembre, 2001



Teorias efectivas de cuerdas: acciones 185

i,j = 1,2 de SO(2) para distinguirlas. De acuerdo con los principios generales, el anticonmutador mas
general posible de las supercargas es

a

(o9 — i (150) 65, 4 (FoC) O
_|_3L'! f‘fblszdséfl d@Z(i”) [i5]

a1a2a3
4y (Dan-asg 1) ah 2 ) (14.39)
_1_% fai-az -1 aﬁzc(;)[gj

+91! far--ag -1 a@Zgg) (7)

ai---ag .
Las cargas simétricas en el par de indices 75 se descomponen en las 3 posibilidades independientes:

>(1) (i) _ 7 ()05 5(1)1 1, ~(1)3 3
Z; =2, 07, o+ 2, 0", (14.40)
etc. El primer término es un singlete de SO(2) y los otros dos forman un doblete. En el caso de ZW no
existe un singlete independiente del momento y en los de AR y Z) tampoco existe un singlete si no se
compactifica en un circulo.
Las cargas asimétricas son singletes de SO(2). Por ejemplo:

>(3)lig] _ 5(3) . 2

2 anis = Layinast0” (14.41)
Todas estas cargas estdn asociadas a dos gravitinos, una métrica y potenciales que son (p + 1)-formas con
p=1,3,5,7,9. Los casos p = 1, 5 estdn relacionados por dualidad de Hodge y sé6lo los de p = 1 aparecen
en la accién, formando un doblete de dualidad S (un potencial NSNS y uno RR, como veremos) que esta
relacionada con la simetria SO(2) del superélgebra. En el caso p = 3 s6lo hay un potencial que es autodual
(de hecho su intensidad de campo es una 5-forma autodual). En el caso p = 7 sélo hay un potencial: un
escalar que de hecho es el dual de la 8-forma correspondiente. Este potencial no es invariante bajo dualidad S,
pero no parece formar un doblete con ningun otro campo. Argumentos de dualidad T entre las teorias IIA

y IIB parecen sugerir que se debe de introducir una segunda carga Z(' . Asi los campos bosénicos son®

{30 Bass &}, (14.42)

en el sector NSNS y

~ ~

{C0), 02 5, CW 4555}, (14.43)

en el sector RR.

Los estados/soluciones asociados son la onda gravitacional, las Dp-branas conp =1, 3,5,7,9y, en el sector
NSNS, la cuerda fundamental F'1 B, la 5-brana soliténica S5B y la 9-brana soliténica S9B (a veces llamada
NSNS9). Dada la no-invariancia de la D7-brana bajo dualidad S, es tentador introducir un objeto dual: la
S7-brana que ademds parece ser requerida por dualidad T [168, 165], pero el status de este objeto no estd
completamente claro.

Al compactificar la teorfa en un circulo hay que considerar una carga con 5 indices singlete asociada al
monopolo de Kaluza-Klein (KK6B).

8Como en el caso IIA, hay dilatén y dilatino que no aparecen asociados directamente a ninguna carga del dlgebra.
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La accion de la teoria tipo IIB

Las intensidades de campo de los potenciales RR de esta teoria se pueden escribir exactamente igual que en
el caso IIA, de acuerdo con las Ecs. (14.31),(14.32). Asi tenemos

H 308,

GO = 90O

B — 3 36(2)_330(0))7 (14.44)
GO = 5 aé<4>—6al§é<2>).

Una de las ecuaciones de esta teoria es la condicion de auto-dualidad de la 5-forma RR [166]
GO = G0, (14.45)

Es imposible escribir una accioén covariante que dé esta ecuacion del movimiento, al menos sin introducir
campos auxiliares, basicamente porque la autodualidad implica

e 2 e 2 e 2
(G(5)) - (*G(5>) _ (G(5>) —=0. (14.46)
Si prescindimos de esta condicion, si que podemos escribir una accioén (accion NSD) [167] de la cual deriva-

mos ecuaciones de movimiento que simplemente debemos de complementar con la condicién de autoduali-
dad. Esta accién es en el sistema de referencia conforme de la cuerda

gl
)
|

W
S
>
o
+

2 N
Sxsp = —& /dl% |J] {6_2“0[

167G

+1(60) 1 2y (60) 4 iy (6@) (14.47)

17

_1 eaé<4>aé<2>z§},

Obsérvese que el término cinético de la 4-forma tiene un factor extra de 1/2 que, en cierto sentido, tiene
en cuenta que la 4-forma no-autodual describe el doble de grados de libertad de los que debe. Obsérvese
también que hemos introducido, como en el caso IIA un prefactor gZB para absorber el valor asintéicos del
dilatén, usando la definicién

gp = €. (14.48)

Potenciales magnéticos

Los potenciales magnéticos se introducen también usando la misma relacion que en el caso IIA Ec. (14.30),
consistentemente con las Ecs. (14.31), (14.32).

Noviembre, 2001



Teorias efectivas de cuerdas: acciones 187

Las reglas de transformacion bajo supersimetria

0cCi = Vié — § Paosé ) )
_|_%e<ﬂ D =123 ﬁ GEEn=UT . Pg,
(Sgéﬂf, = _21503f[ﬂéﬁ]7
55“0(2”_2)[!1"#2%72 = i(Zn—2)6_¢§Pnf‘[ﬂl...ﬂ2n73

. A . 14.49
(Cbn_z] - 2(27172) Fﬂm—z]X) ( :
+3(2n —2)(2n - 3)
C(2n_4)[ﬂl"'ﬂ2n—45éBﬂ2n73/l2n747

deX = (@95 — % 777(03) é
+%e¢ D on=123 (grlb—j))' fier=UPye,

5é¢ = _%gf(a
donde )
o', n even,
Pu = { io?, n odd. (14.50)

Dualidad S en la teoria tipo IIB

Hemos mencionado que la teoria tipo IIB es invariante bajo una dualidad S. Como la mayor parte de las
dualidades, ésta s6lo es manifiesta en el sistema de referencia conforme de Einstein. La raz6n es que si las
dualidades involucran a los escalares y éstos aparecen como prefactores de la accidn, sélo transformando la
métrica vamos a ver la dualidad, lo cual puede ser muy complicado.

Por lo tanto, para empezar, reescalemos la métrica con el dilatén para reescribir la accidn en el sistema de
referencia conforme de Einstein

jE,uu = 6—4,0/2]!“}. (14.51)

Esto no es suficiente para hacer la simetria manifiesta. Hemos de redefinir los potenciales, puesto que los
que estamos utilizando son adecuados para describir dualidad T, pero no dualidad S. Los nuevos potenciales
son

5, (2)
B = CA ,
B (14.52)
D = CW 3500,
y sus intensidades de campo son
308,
= GO = +:*F A (14.53)
= 5(815—ng7—?),

T T
\
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donde 7 es la matriz 2 x 2
n=io’= ( _(1) (1) ) =—nt=—nT, (14.54)
que, dado el isomorfismo SL(2,R) ~ Sp(2,R), puede ser identificada con una métrica invariante
ApAT =9, = pAnT = (A7HT, A e SL(2,R). (14.55)

Finalmente, definimos la matriz de escalares 2 x 2 Mij

172 CO 1 —CO
M =¢? . O MTl=¢? , (14.56)
cO 1 —CO |72
donde 7 es el escalar complejo
+=CO e 9. (14.57)
Bajo A € SL(2,R) los diferentes campos que hemos definido se transforman asi:
M = AMAT,
X R (14.58)
B = AB,

mientras que la 4-forma y la métrica de Einstein son invariantes. La regla de transformacién de M implica,

para 7

., at+b
= . 14.59
T T +d (14.59)
En términos de los nuevos campos, la accion NSD es manifiestamente invariante bajo dualidad S:

5 _ 95 d04 /5 b5 1y (ONINL-1 2
Snsp = L & +/ljel { R(E) + 1 Tr (OMM
TN
(14.60)
L T A1 12 1 1 A T 1
92 . . . .
Obsérvese que el factor " (’;(10) es invariante bajo dualidad S porque no depende de g (véase la Ec. (14.28)).
TN

Sélo en este sistema de referencia conforme la métrica es invariante bajo dualidad S. Sin embargo, éste no
es en realidad el sistema de referencia conforme de Einstein porque, si la métrica de la que partimos era
asintSticamente plana, ésta no lo es’. Hay que volver a reescalearla con el valor asintético del dilatén para
llegar a la auténtica métrica de Einstein (métrica de Einstein modificada)que, por lo tanto, no es invari-
ante bajo dualidad S. Tampoco lo seran las masas medidas en este sistema. Este es un dato importante que
utilizaremos en la siguiente leccidn.

Es costumbre llamar transformacién de dualidad S a la producida por la matriz de SL(2,R) A = 7. Esta
transformacion intercambia las 2-formas NSNS y RR e invierte el escalar complejo 7/ = —1/7. En ausencia
de O-forma RR, esta transformacioén invierte el dilaton y, por lo tanto la constante de acoplo de la cuerda

g5 =1/9B. (14.61)

%En la literatura, sin embargo, se le denomina sistema de referencia de Einstein y, al que deberia denominarse de Einstein se le
llama sistema de referencia conforme de Einstein modificado [2].
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La métrica de la cuerda se transforma bajo SL(2,R) asi:
7 = leA +d|j, (14.62)
y, bajo la transformacién de dualidad S anterior, en ausencia de 0-forma RR
j =e%), (14.63)
lo que implica para los radios de las dimensiones compactas medidos en este sistema de referencia

R =R/gp (14.64)

14.2.4 Dualidad T entre las teorias tipo I1

En la introduccién hemos dicho que las Teorias de Cuerdas tipo IIA y IIB son equivalentes cuando se las
compactifica en circulos de radios reciprocamente inversos (son duales T). Esto permite relacionar todos los
grados de libertad de las teorias. Hay dos relaciones principales:

1. Larelacion entre modos de momento (Kaluza-Klein) y modos de enrollamiento (winding): los estados
que en una teoria corresponden a cuerdas (cerradas) moviéndose en la dimensién compacta, en la otra
corresponden a cuerdas que estdn enrolladas en la dimension compacta dual, de radio dual. En los
espectros respectivos, ambos tipos de modos aparecen con la misma masa.

ii. La relacién entre Dp-branas de una teoria con una de sus dimensiones enrollada en la dimensién
compacta del espacio-tiempo y D(p — 1)-branas de la otra teoria ortogonales a la dimension compacta
dual.

La dualidad T es la més interesante de las propiedades de la Teoria de Cuerdas. Una de sus implicaciones
es que no podemos hacer desaparecer una dimensién compactificindola en un circulo y haciendo su radio
tender a cero, porque (a diferencia de lo que pasa en las teorias de Kaluza-Klein) esta teoria es equivalente a
otra con un radio que tiende a infinito. Por otro lado sugiere que con las cuerdas (objetos de tamafio finito)
no se pueden medir distancias pequeiias, lo que implicaria una modificacion del Principio de Incertidumbre
de Heisenberg.

En las acciones efectivas la dualidad T se manifiesta relacién entre los campos 10— dimensiononales de
ambas teorias que permite transformar cualquier solucién de una de ellas que no dependa de la coordenada
compacta en una solucién de la otra que no depende de la otra coordenada compacta. Las reglas que per-
miten hacer esta transformacién son las reglas de Buscher. Para obtenerlas hay que realizar la reduccién
dimensional de las acciones de las SUEGRAS N = 2A,d =10y N = 2B,d = 10 de tal manera que den
la misma acciénen d = 9.

En esta Seccién vamos simplemente a contar cémo se reducen ambas teorias y dar las reglas de Buscher
resultantes, que necesitaremos en la préxima leccion para relacionar soluciones. También podemos aprender
de ellas la relacion entre los grados de libertad de las dos teorias tipo II, comprobando lo dicho més arriba.
Para empezar y como preparacién, vamos a reducir las superdlgebras de estas teorias. De esta reduccién
podemos aprender también como se relacionan los grados de libertad soliténicos de estas dos teorias a través
de las relaciones entre las cargas cuasi-centrales.
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Reduccion del superalgebra N = 24,d =10ad =9

Los espinores en d = 10 se descomponen en dos espinores en d = 9, que indicamos con un indice espinorial
y un indice de SO(2): & = (a, i), i = 1, 2. Las matrices gamma 10— dimensiononales se descomponen en
el producto tensorial de matrices gamma 9— dimensiononales y matrices de Pauli como viene indicado en el
Apéndice A.2.3. Incluyendo todas las cargas que aparecen cuando una de las dimensiones es compacta, se
obtiene el siguiente superdlgebra N = 2,d =9

{Qi*,QIF} = i (Fac_l)aﬁ <5ijPa +otiigMt 4 03“251)3)
+ (C‘l)aﬁ (5ijZ(o)o +oliigzO)1 4 USijz(O)Z%)
4 (T ) o2z,
1 (pmsg1) g20 70

4 (T )™ (o1 Z00, + a* i 20 )
(14.65)
gy (Toee )
(69280 + o119 2800, + 2300 )

1 g (Torasg 1) 521 (Z(S??..% + fof?.'-af,)
it (ral"mc—l)"‘ﬁ 521 (Zg?.m + Zé?/w)
g (ree )™ (o120 + o2 ).

La invariancia (o covariancia) SO(2) de este superélgebra es herencia de su origen 11— dimensiononal a
través de la compactificacién en un 2-toro. El superdlgebra N = 2B,d = 10 tiene la misma estructura
SO(2), pero no relacionada con compactificaciones, sino con la dualidad S. Esto sugiere una relacion entre
la dualidad S de la teorfa tipo IIB y la simetria del 2-toro!”.

Reduccion del superalgebra N = 2B, d =10ad =9

La reduccién de este superdlgebra es muy sencilla y da el mismo superdlgebra en d = 9. Esto nos permite
relacionar las componentes de las cargas de las dos superalgebras 10— dimensiononales, conformando las
dos reglas generales de T dualidad.

Reduccion de la tipoIIAad =9

Para establecer dualidad T entre las acciones efectivas de las SUEGRAS N = 2A4,d =10y N = 2B,d = 10
tenemos que hacer la reduccion dimensional de ambas acciones, utilizando variables duales. Por razones de
espacio, no podemos explicar en detalle todo el proceso y simplemente escribimos cémo los campos de

'9El grupo modular del toro es precisamente P.SL(2, Z).
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las dos teorias 10— dimensiononales se descomponen en términos de los campos de la tnica teoria 9—

dimensiononal.

Campos del sector NSNS:

Gw = gMV_kQA(l)MA(l)Vv G

B/w = B/W""A(D[MA(Q)V}’ B

= ¢+ Llogk, ¢
Jpz = _k2A(1)M7 A(l)u
fgw - _A(2)m A(2)“
gee = —K k

Campos del sector RR:

O(Qn—l) _ O(2n—1)

M1 H2n—1 -

é(2n+1) = C(Qn)ﬂl'"uznv

C(Qn—l) _ C«(2n—1)

M1 2n—1
+(2n — 1) AV cn-2)

M1 H2n—1

g,ul/ - guz@ug/gﬂa
By + diula) Buja/ Gz

¢ — 110g|Gusl,
(14.66)

guz/gﬂv

~

_B#£>

|G| V2.

2 ph2n—1]

(14.67)

—(2n — 1)§[m \QIé(Zn_l)uz---uzn_ﬂz/gﬂv

o = O s

Reduccion de la tipoIIBa d =9

Campos del sector NSNS:

Jw = G — k2AP AR, g
Biw = B+ A(l)[uA(Q)u]y By
7 = ¢— 3logk, &

Jwy = —KTPAR), AW,
Buy = AW, AR,
T k

j;w - jugjl/g/jﬂ’
Buw + ity Buly/ Juy»

@ — 1108 |jyyl,
(14.68)
By,

jug/jﬂa

|72,
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Campos del sector RR:

Cem = CO oy, — (20)A@, CCO=Y
COM Yy = O,
C(zn)m---uzn = é(%)m---uzn + (2”)j[u1Ig\é(%)uzmuzn}g/jﬂ’
C<2n_1)m~~u2n—1 = _é(%)ul"‘uzn—lg'

Reglas de Buscher tipo I1

(14.69)

Para hallar las reglas de Buscher no tenemos mas que utilizar las relaciones anteriores [140, 168]:

De ITA a IIB:

“2~~~N2n]
—2n(2n — 1) Biy, || Gus )

é(2n_1)u3..-uzn}g/gﬂ>

_é(Zn—l)

B1-p2n—1Y P1e-p2n—1

Juw = Guw— (@uzgug - BM£3V£> / Gz, Jny
B = B +2§peBus/dse, By
¢ = ¢—110gldual, Juy
CC™ o = é(2n+1)u1-~-u2(nx

Bug/ gz,

Iu/ Juz

1/ 9ze,

+(2n — 1)§[u1 \zlé(%_l)uz...uznfﬂg/gﬂ‘

(14.70)
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De IIB a ITA:
QW = jp,u - (j,u,gjyg - BugBug) /]Aﬂ, gug = Bug/jﬂa
Bﬂy = BW’ + 2j[u|gBV]g/jﬂ’ B;@ = jug/jﬂa
¢ = ¢—glogliyl, e = U,
é(2n+1)u1..-uzn+1 _ _(j(2n+2)MAWMMJrlg (14.71)
2
+(2n + 1)B[M1AIQIC( n)#2-~~u2n+1]
—2”(?” + 1)B[mlg|jﬂz\gl
C(gn)u's---,uznﬂ]g/j@’
C’(2n+1)ﬂlmﬂ2n§ — C(Qn)m..-uzp 2
+2nj[u1|g\c( N)Mznﬂzn}g/j%'
Comentarios

Podemos ahora ver como reflejan estas reglas de dualidad T las relaciones generales que anunciamos al
principio de esta seccion.

Para empezar, dado que las componentes de la métrica en la direccion compacta nos dan su medida (como
en la Ec. (14.25)), laregla

Jyy =122y Gzz = 1/Jyy, (14.72)

nos dice que los radios de estas dos teorias son reciprocamente inversos. Si las coordenadas que parametrizan
las dimensiones compactas toman valores entre 0 y 27/, entonces, asintéticamente

e — (Ra/ts)?, Gy — (Rp/Ls)? (14.73)

de donde deducimos
Rap=02/Rpa. (14.74)

Seguidamente vemos que el vector de Kaluza-Klein que viene de la métrica de una teoria y se acopla a sus
modos de Kaluza-Klein se intercambia con el vector que viene de la 2-forma NSNS, que se acopla a los
modos de enrollamiento de las cuerdas.

También vemos que las (p + 1)-formas RR de una teoria que tienen una componente en la dimensién com-
pacta (lo que asociamos a enrollamiento de la Dp-brana correspondiente) se transforman en p-formas RR de
la otra, asociadas a D(p — 1)-branas.

Finalmente observamos que los dilatones se transforman bajo dualidad T, lo que implica que las constantes
de acoplamiento de las teorias de cuerdas lo hacen. Utilizando Ec. (14.73) es inmediato obtener

94,B = 9B,A/RB A. (14.75)
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14.3 Consideraciones finales

El orden que hemos escogido para presentar las acciones efectivas de las teorias de cuerdas es quiza el
mads eficaz para entender las relaciones de dualidad que existen entre ellas, pero no para entender cémo se
obtienen estas acciones a partir de la definicién perturbativa de las teorias de cuerdas y cudles son sus limites
de validez.

La acciones efectivas aparecen de dos modos que en principio no tienen nada que ver. El primer modo es el
que corresponde a su definicién: se trata de una accién con la propiedad de reproducir, en un cierto limite, las
amplitudes de dispersion de los modos sin masa de las teorias de cuerdas. Las amplitudes de dispersion se
definen como expansiones perturbativas con el dilatén (la constante de acoplo de la cuerda) como pardmetro
pequefio. Estas amplitudes dependen de la longitud de la cuerda ¢, y en el limite /; — 0 (que podemos
entender como el limite en el que la cuerda se vuelve un punto) sélo los modos sin masa aparecen en ellas.
Este limite coincide con el limite de bajas energias. La teoria de campos efectiva que describe la dindmica
de estos modos sin masa se define como un doble desarrollo perturbativo en £ y en la constante de acoplo de
la cuerda g. Las acciones de SUEGRA N = 2A,2B,d = 10 son los términos mas bajos en el desarrollo en
{5 pero contienen contribuciones de dos tipos de diagramas de cuerdas distintos, y por ello una parte de las
mismas (el sector NSNS) tiene el factor global e~2? mientras que la otra (el sector RR) no contiene ningtin
factor con dilaton.

Asf, principio, estas acciones describen bien la teoria de cuerdas correspondiente si

g <<1, ly << 1. (14.76)

La primera condicion afecta a un pardmetro sin dimensiones,que es lo correcto. La segunda no: hay que
comparar £, con la escala de longitud relevante'! que no puede ser otra que el radio de curvatura del espacio-
tiempo R, de forma que debemos de reescribir la condicién asi

ls/Re << 1. (14.77)

Ambas condiciones son en realidad locales: la primera sobre el dilaton y la segunda sobre los invariantes de
curvatura del espacio-tiempo, y pueden satisfacerse en unas regiones del espacio-tiempo y violarse en otras.
Si el dilatén diverge, entonces la teoria perturbativa de cuerdas no seria vélida ahi. Si el radio de curvatura
es mas pequefio que /g, el limite de teoria de campos ¢; — 0 deja de ser vélido ahi y los efectos cuerdisticos
empiezan a ser importantes.

La segunda forma de llegar a las anteriores acciones efectivas es mds sutil. Uno de los principios fundamen-
tales de la Teorfa de Cuerdas es la invariancia conforme bidimensional, que es una propiedad de la accién
clasica de una cuerda propagandose en el espacio de Minkowski. Al cuantizar hay una anomalia que s6lo
se anula si el espacio tiene la dimension critica d = 10 para supercuerdas. En espacios mas generales, con
configuraciones no triviales de los campos sin masa de la cuerda (métrica, 2-forma NSNS, dilatén etc.) la in-
variancia conforme se mantiene cuanticamente si los campos obedecen ciertas ecuaciones. Estas ecuaciones
son precisamente las mismas que se derivan de las acciones efectivas. La cuantizacién de la cuerda se hace
perturbativamente en ¢ con ¢;/ R, como pardmetro adimensional perturbativo, lo que nos lleva a la segunda
condicidn para que las ecuaciones garanticen la invariancia cudntica conforme al orden mas bajo en /5. Las
condiciones sobre el dilatén estdn implicitas en la topologia del espacio bidimensional en el que definimos
la accién de la cuerda.

""De otra forma, podriamos satisfacer esa condicién con un simple cambio de unidades.
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Es realmente sorprendente que por caminos tan dispares se llegue a una misma accion efectiva, lo que nos
da confianza en la consistencia de la Teoria de Cuerdas. Hay, ademads, una tercera forma de llegar a la
misma accién en los casos supersimétricos (que son los que nos ocupan). Tiene que ver con la invariancia
de la accién bidimensional de la supercuerda en la formulacién de Green y Schwarz bajo la simetria k,
que s6lo se mantiene si los campos obedecen las ecuaciones de la teoria de supergravedad correspondiente.
Esta misteriosa simetria estd presente en las acciones de la mayor parte de los objetos extensos que vamos a
estudiar en la préxima leccion e implica siempre las ecuaciones de supergravedad (jlo que incluye la ecuacion
de Einstein!), mientras que la invariancia conforme no lo estd y no se sabe cdmo cuantizar estas acciones.
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Capitulo

15

Teorias efectivas de cuerdas: Soluciones

15.1 Introduccion

En la dltima leccién hemos visto las acciones efectivas de las teorias de cuerdas que mds nos interesan.
También hemos estudiado sus superalgebras y hemos anticipado qué estados/soluciones esperamos en estas
teorias. En esta leccién nos vamos a dedicar a buscar y estudiar estos estados/soluciones.

Primeramente vamos a estudiar de forma genérica los objetos extensos (p-branas etc.), las acciones efectivas
que dictan su dindmica, sus masas y sus cargas, lo que nos ayudara a hacer una clasificacién preliminar.
Seguidamente, y usando los resultados parciales de las lecciones anteriores, vamos a estudiar los objetos
extensos que de hecho aparecen en las teorias de cuerdas 10— dimensiononales (y en SUGRA N = 1,d =
11, a la que nos referiremos sin precisar demasiado como “Teoria M) que nos interesan, determinando sus
masas y cargas, relaciones de dualidad etc.

A continuacién vamos a elaborar modelos genéricos de los que sacar familias de soluciones de las que luego
extraeremos las que corresponden a los objetos que buscamos. Exhibiremos estas tltimas con todo lujo de
detalles y, cuando corresponda, daremos sus espinores de Killing.

Una vez que tengamos las soluciones “elementales” podremos combinarlas en soluciones mas complejas en
forma de intersecciones (estados ligados “en el umbral”) o estados ligados.

Algunas referencias generales sobre objetos extensos gravitantes en RG o en teorias de supergravedad y
supercuerdas son [169, 170, 171, 172, 173, 174, 175, 176, 205, 177, 178]

15.2 Objetos extensos: acciones, masas y cargas

Un objeto extenso con p dimensiones espaciales barre un volumen del universo que es un espacio-tiempo
(p + 1)— dimensional que se puede describir intrinsecamente con coordenadas ¢, i = 0,1,...,p. La
posicién de cada punto de este volumen en el espacio-tiempo ambiente d— dimensional de coordenadas x*
viene dada por las d funciones X* (). La accion bdsica para un objeto masivo de este tipo es la accidn de
Nambu y Goto [179, 180], que da el volumen del volumen del universo

SELIXHE)] = _T(p)/dp+1§\/’9ij‘7 (15.1)

donde
9ij = Gu(X)0i X"0; X", (15.2)

es la métrica inducida sobre la p-brana y |g;;| denota al valor absoluto de su determinante. T, es la tension
de la p-brana y tiene dimensiones de masa por unidad de volumen p— dimensional!, o sea, LP*!. La accién

'De hecho, si compactificamos p dimensiones espaciales del espacio-tiempo y enrollamos en ellas la p-brana, congelando los
grados de libertad que describen sus fluctuaciones, la accién de Nambu y Goto se transforma en la accién de una particula puntual
con masa T{,) V().
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anterior es una teoria de campos para d campos escalares, altamente no-lineal. A veces es mds conveniente
usar la accion de Polyakov [181] que contiene una métrica auxiliar ~;;(£) definida sobre el volumen del
mundo:

SP X ) = =T [ VAT [70.X00,X g + (1~ p)]. (153)
La ecuacién de ;;(£) tiene la solucion
Vij = Yij> (15.4)
que, sustituida en la accion de Polyakov, nos da la de Nambu y Goto. En el caso p = 1 (cuerda) hay muchas
soluciones, todas de la forma
Yij = Q)i (15.5)
debido a la invariancia conforme de la accién de Polyakov. En otros contextos, la accién de Polyakov es
también conocida como modelo sigma.
Estas dos acciones son invariantes bajo reparametrizaciones del volumen del mundo y covariantes (la métrica
del espacio-tiempo cambia) bajo reparametrizaciones del espacio-tiempo ambiente.
Estas dos acciones describen unicamente el acoplo de la p-brana a la gravitacion del espacio-tiempo am-
biente, pero hay dos tipos de campos més del espacio ambiente a los que una p-brana se puede acoplar:
escalares, que juegan el papel de constantes de acoplo locales (como el dilatén) y (p + 1)-formas diferen-
ciales, a través de términos de Wess-Zumino. Asi, la accién de una p-brana genérica con los acoplos mas
generales es

T
sweien@) = 52 [ aer ol

H IR
] T A 156
donde K (X) es un cierto escalar, a un cierto nimero real
A(p+1) Qi1 A(p+1) 1 1 (X)é?ilX’“ e 8ip+1X“p+1, (15.7)

y 11 la carga de la p-brana con respecto a este campo?, que suele ser igual a la tensién en los casos que nos
ocupan. Hemos introducido el factor K;“, donde K es el valor asintético del escalar K, de forma que 7},
sigue siendo la tension fisica de la p-brana. El término afadido tiene las anteriores invariancias y, ademds,
es invariante bajo transformaciones gauge de la (p + 1)-forma

(5A(p+1) =(p+ 1)8A(p). (15.8)

No hay mds acoplos posibles, pero si dos generalizaciones de esta accidn: la introduccidén de mds campos
que viven en el volumen del mundo, ademas de los escalares X*(§), y la eliminacién de ciertos grados de
libertad a través del “gaugeo” de simetrias globales de la accién asociadas a isometrias de la métrica del
espacio-ambiente. De esta tltima generalizacién no vamos a decir més. De la primera, hay que decir que el
campo de volumen del mundo que mas a menudo aparece es el campo vectorial de Born e Infeld (BI) V;, y
lo hace de una forma muy caracteristica (accion de Born e Infeld):

T
Sgpxe©) = -7 [ e ke @ flg+ Rl +

Fy = 204V (15.9)

2Cuando las intensidades de campo de los potenciales contienen términos de Chern-Simons, como es el caso en las SUGRAS
que nos ocupan, se pueden definir otros dos tipos de carga distintos de la carga de la brana que acabamos de definir [182]. La
conservacion ( o no conservacion) de estas tres cargas estd relacionada con la posibilidad de que las branas acaben en otras [200].
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Utilizando la métrica inducida g;; para subir y bajar indices, podemos expandir la accion de Born e Infeld
asf: T

SR =~ 7 [arerecoflania- 47+, (15.10)
en donde se ve un término cinético estdndar (cuadrético) para un vector abeliano con correcciones de orden
superior que le dan un cardcter no-lineal.
(Cudl es la accién de los campos del espacio-tiempo ambiente a los que se acopla la p-brana? Suele ser de

esta forma:
(=nr+t

5= 167r1(;§f}> /ddx 91 [R + 2(9log K)* + mKﬁng+2)]7 (15.11)

donde
F(p+2) = (p + 2)8A(p+1), (15.12)

es la intensidad de campo de A, 1), invariante gauge. Esta acci6n genérica suele corresponder a una trun-
cacion de una teoria de SUGRA como las que hemos visto en la leccién anterior. La consistencia del acoplo
de la p-brana a los campos de una teoria de SUGRA se consigue sélo si la accion de la p-brana es invariante
bajo la simetria x, que juega un papel crucial. Por otro lado, la simetria s exige que los campos satisfagan
las ecuaciones de movimiento de la SUGRA, cerrando el circulo de relaciones.

15.2.1 Los objetos extensos de las teorias de cuerdas tipo II: acciones efectivas y masas

El acoplo de la p-brana al escalar K depende evidentemente del sistema de referencia conforme en el que
estemos trabajando. Siempre hay un sistema de referencia conforme en el que o = 0: el sistema de referencia
conforme de la p-brana, en el que ésta es “fundamental” (explicaremos esto mas tarde). Fijado este sistema
de referencia conforme, podemos clasificar las demds p-branas con respecto a ésta por como se acoplan a
K. En Teoria de Cuerdas, el sistema de referencia candnico es el de la cuerda, y el escalar es el dilatén, la
“constante” de acoplo de la cuerda. En el sistema de referencia conforme de la cuerda, las cuerdas son los
objetos fundamentales, elementales, que dan lugar a los estados perturbativos de la teoria, y todos los objetos
cuyas acciones en este sistema de referencia no se acoplen al dilatén (con tensiones independientes de g),
son también p-branas fundamentales. Practicamente la tnica es la

Cuerda fundamental

Esta se acopla de forma natural a la 2-forma NSNS asi:

S = —T/d2§ v/ 1G] — g/d% €I By (15.13)

La tensién 7" de la cuerda es T = 1/a/, donde o/ = (2 es la pendiente de Regge y {4 es la longitud de la
cuerda.

Los objetos no-perturbativos de una teoria de campos estdndar tienen masas proporcionales a g 2. Por esta
razén, objetos con acciones de la forma

S — —T(p)ezd’o /d”“g e 20 \gij] + - (15.14)

son p-branas solitonicas. Las principales en las teorias tipo Il en d = 10 son las dos
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5-branas solitonicas

(S5A 'y S5B), que se acoplan a las 6-formas de NSNS B(®) que los las duales de Hodge de las 2-formas a
las que se acoplan las cuerdas fundamentales:

1116

S = —Tgse2® / ¢ €72, /|y, | — Lo / db¢ s g (15.15)

En las teorias de cuerdas tipo II, hay ademas otros objetos que estan a medio camino entre los perturbativos
y los no-perturbativos: las®

Dp-branas

(p par en la ITA, p impar en la IIB), con tensiones proporcionales a g !

RR y a la 2-forma NSNS:
S = —TDpquo /dp—Hf 6_(27\/ ’gz] + 27T0/f2‘j|

_ Topge™o / B¢ ¢irin (D) (15.16)

i eip1?

y que se acoplan a las (p+ 1)-formas

donde V; es el vector de Born e Infeld (BI) con intensidad de campo

Fij = Fij + gar Bijy  Fyj = 20,V (15.17)

La existencia de Dp-branas en la Teoria de Cuerdas y sus propiedades fundamentales fueron descubiertas
por Polchinski en Ref. [189]. Representan hipersuperficies sobre las que los extremos de las cuerdas abiertas
pueden moverse sin salir de ellas. Estos extremos parecen puntos (desde el punto de vista del volumen del
universo de la brana) eléctricamente cargados con respecto al vector de BI V.

La dindmica de las cuerdas abiertas ligadas a las Dp-branas estd, pues, descrita por el campo de BI, cuya
existencia es lo que las hace interesantes: si hay una unica Dp-brana, sélo puede haber cuerdas abiertas con
los dos extremos sobre la misma. En el espectro de la cuerda con estas condiciones de contorno, hay un
modo sin masa asociado que es precisamente el vector de BI. Si hay /N Dp-branas paralelas®, ademas de
los N vectores de BI asociados a cuerdas con los dos extremos en la misma brana, habra cuerdas abiertas
con extremos en branas distintas. En general, el modo més ligero de éstas tiene una masa proporcional a
la separacidn entre ambas Dp-branas y se hace cero si las branas se superponen. Asi, si las /N branas se
superponen, hay N? vectores de BI sin masa que corresponden a la representacion adjunta de U (N). Este
mecanismo nos permite tener teorias de (super-) Yang-Mills U (V) en las p + 1 dimensiones del volumen
del mundo de las Dp-branas.

No se conoce una accién que describa la dindmica de N Dp-branas superpuestas, aunque su expansion es, al
orden més bajo en «’, una teoria de super-Yang-Mills en p + 1 dimensiones. Una referencia reciente sobre
el status de la generalizacién no-abeliana de la accion de Born e Infeld es [196].

La presencia del vector de BI y su interpretacion sugieren la posible presencia de otros campos en los
volimenes del mundo de los objetos extensos y su asociacion a los extremos o fronteras que otros objetos
puedan tener en los primeros. Que esta interpretacion es correcta fue explicado por Townsend en [200]. En

3Hay bastantes referencias sobre las Dp-branas. Ademas del resumen de Johnson [156] son interesantes las lecciones de Bachas
[190, 191], muy pedagdgicas, Douglas [192], el propio Polchinski [193], Vancea [194] y Forste [195].

“Que esto es posible se debe a que son objetos supersimétricos que pueden estar en equilibrio como los agujeros negros de
Reissner y Nordstrom extremos [189].
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cuanto a la presencia de otros campos, los mas sencillos son los duales eléctrico-magnéticos de los Bl en las
Dp-branas: (p — 2)-formas diferenciales que viven en los volimenes del mundo de las Dp-branas y estan
asociadas, como veremos, a intersecciones (p —3)— dimensionales con otros objetos. A través de dualidades
es posible ver que el los volimenes del mundo de las 5-branas soliténicas hay otras formas diferenciales con
interpretaciones andlogas: un vector en la S5B, que representa la interseccion de D1-branas con la 5-brana
(por dualidad S con la interseccién de cuerdas fundamentales con la D5-brana) y una 2-forma cuya intensidad
de campo es autodual en la S5A. La autodualidad conlleva el problema de la ausencia de accion covariante
que se puede resolver por el método utilizado en el caso de SUEGRA N = 2B,d = 10 [183] o por el
método alternativo de introducir campos auxiliares [184].

15.2.2 Relaciones de dualidad y masas

Vamos ahora a explorar las relaciones de dualidad que hay entre estos objetos (y algin otro que aparecerd
por el camino) que ya hemos discutido anteriormente, representadas en el diagrama de la Figura 15.1.

Las relaciones de dualidad entre los objetos extensos se reflejan en sus acciones efectivas, aunque no es
sencillo verlo en el espacio y tiempo de que disponemos. Por ello, vamos a explorar las relaciones de
dualidad de las masas de estos objetos cuando estdn enrollados en p-toros. Las reglas fundamentales de este
juego vienen dadas por las Ecs. (14.74) y (14.75), que reescribimos aqui por comodidad

Rap = (2/Rp.a,

(15.18)
gas = gpls/RB a.
para dualidad T, y las Ecs. (14.61) y (14.64) que también reescribimos aqui por comodidad
g = 1/g,
(15.19)

R, = Ri/\/9,

para la dualidad S en la tipo IIB. Estas reglas han de ser complementadas por la reglas de transformacién de
las masas medidas en el sistema de referencia conforme de Einstein “modificado” (es decir, el correcto):

M' = g*/2M. (15.20)

El punto de partida, es la masa de una cuerda fundamental enrollada sobre una dimensién compacta ° de
radio Rg. Este dato hemos de tomarlo de la cuantizacion de la Teoria de Cuerdas:

Ry

Mp = —-.
F1 Eg

(15.21)
Si ésta es la cuerda fundamental de la teoria IIB, entonces estd relacionada por dualidad S con la D-cuerda
(D1-brana). Utilizando las reglas Ecs. (15.19) y (15.20), tenemos
Ry R
Al 1)2 _ 1289 A
Mpy = Mpy = g'/*Mp = g2 = 25 (15.22)
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KIK9
D9
KK8B

Reduccion dimensional directa
Reduccion dimensional doble

<@~ _* Soluciones identicas
PO

Dualidad T
Dualidad S 0 E-M

< =]
=i =i
L] Ll

— =

— —

1} 1}

= =

Figura 15.1: Relaciones de dualidad entre soluciones cldsicas de las SUGRAS en d = 10, 11: cuerdas fundamentales F'1,
5-branas soliténicas S5, Mp-branas, Dp-branas, ondas gravitacionales W y monopolo de Kaluza-Klein K K. Las lineas con dos
flechas sefalan dualidad T y las discontinuas, dualidad S. Las lineas con una sola flecha indican relaciones por compactificacién en
circulos: vertical (el objeto no estd enrollado en la dimensién compacta) o diagonal (si lo esta).
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9

Ahora podemos hacer una transformacién de dualidad T en la direccién z”, con lo que se obtiene una DO-

brana de la ITA de masa )
Ry 02/ R 1
Mpo= M}, = —2 = —5L-9 _ . 15.23
DO D1 gé% g/gS/nggg g/gs ( )

Si hacemos dualidad T en una direccién ortogonal a la D-cuerda (x®), tenemos la D-membrana (D2-brana)

de la teoria IIB: R N ReR
Mpo = My, = —2 — L 15.24
o =M= e = gt me = s o2
Repitiendo suficientes veces este procedimiento, obtenemos la masa de una Dp-brana enrollada en un p-toro
(quitando las primas):

_ RlO—p ... Ry

Mbpy, i (15.25)
La D5-brana esta relacionada por dualidad S con la 5-brana soliténica de la IIB:
Rs... Ry
Mss = g"*Mps = 91/2—936
S
1—1/2 R’5/9/1/2 .- Ré)/gll/2
! g
Rs... Ry
= — 15.26
i (15.26)

lo que confirma su cardcter soliténico. Los resultados para éstos y otros objetos extensos de las teorias tipo 11
estan reunidos en las Tablas 15.1 y 15.2.

Las tensiones que aparecen en las acciones de estos objetos se pueden calcular simplemente dividiendo las
masas por el volumen espacial en el que estan compactificadas (el producto de las longitudes de los circulos).

15.2.3 Los objetos extensos de SUGRA N =1,d =11

Hemos dicho repetidas veces que el limite de acoplo fuerte de la Teoria de Cuerdas tipo IIA es SUGRA
N = 1,d = 11 y que los objetos extensos de esa teoria de cuerdas provienen de objetos extensos 11—
dimensiononales. Ademads de la onda gravitacional, que no es propiamente un objeto extenso y que esta
igualmente presente en d = 10, los objetos extensos de SUGRA N = 1,d = 11 son la M2-brana y la

M5-brana, que se acoplan respectivamente a la 3-forma C y a su dual la 6-forma C. Cuando una de las
direcciones es compacta, se puede afiadir a esta lista el monopolo de Kaluza-Klein (KK7M), que es una
solucién puramente gravitacional y por lo tanto presente, como la onda gravitacional, en todas las dimen-
siones.

En SUGRA N = 1,d = 11 no hay ningtin campo escalar que pueda interpretarse como una constante de
acoplo y, asi, la M2 y la M5 tienen un caracter fundamental. La accién de la M2 es

S =T / d*¢ \/19:;1 — T4 / AP 1B, Ly, (15.27)

A
y no contiene ningtn otro campo en su volumen del mundo aparte de los escalares X . En la reduccién
~ 10
dimensional para obtener la D2-brana, el escalar del volumen del mundo X deja de tener significado

espacio-temporal y se puede dualizar en el vector de BI de la D2-brana [185].
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Objeto Masa en const. Masa en cons. Objeto
JIV:N d=10 d=11 dll
Flm Ry'
DO ga bt Ry, WM(+, —'7)
Flw Rol? RioRo (751 )72 M2(+, -5, +2)
D2 RgRSg.»;lZS—S R9R8(Zgli)nck)_3 M2(+7 _77 +2, _)
D4 || Ry...Reg;0;° | RioRo...Rs(t5}) )~° M5(+, =2, +°)
SS5A || Ro...Rsg;2(.° Ry...Rs(f01)  )~6 M5(+, =%, 45, —)

D6 || Ro...Rigy'0;7 | R3Ro... R0 )% || KKIM(+, -2, 45 —%)
KK6A ||RZRs...Rig;207%| RioRZ...Ra(Z01) )% [KKIM(+, =3, 4%+, 4)
D8 || Ry...Rogi'0.° | R3oRo.. Ra(Z81) )72 || KKOM(4,— +%, +%)
KK8A |[R3Rs...Rag;0s "|RioR3Rs. . .Ro(T5,1) )| KKOM(+, —, 47, +*, +)
KK9A (|R3Rs...Rig, s RioR3Rs. . . Ri(Z5) )7 KKOM(4, 45, 4%, —)

Tabla 15.1: En esta tabla estdn las masas de los objetos extensos de la Teorfa de Cuerdas tipo ITA en lenguaje 10— dimensiononal
(radios de compactificacién R;, constante de acoplo g4 y longitud de la cuerda £;) y en lenguaje 11— dimensiononal (de SUGRA
N = 1,d = 11) (radios de compactificacién R;, constante de Planck reducida 11— dimensiononal Iffr-,llilck = 11;11)“1( /2m). La
coordenada que se compactifica para relacionar las teorfas 10- y 11— dimensiononales es, por convenio,  ~ de forma que el “radio
11— dimensiononal” es Ri9p = gals = g2/ BZ(PIIiLCk Ademids, las configuraciones de los objetos 11— dimensiononales que dan
lugar a los 10— dimensiononales que dan lugar a los 10— dimensiononales se dan en la siguiente notacién: la lista de signos
representa las 11 coordenadas, de #° hasta 2'°. Un signo + significa que una de las dimensiones del volumen del mundo ocupa
esa direccion espacio-temporal. Una estrella significa que en esa direccién el objeto tiene una isometria especial y la direccién

correspondiente no se puede descompactificar.

Objeto Objeto
1IB Masa 1IB Masa
Flm Ry! KK6A || RZRs... Rugpt;®
Flw Ryl;2 D7 Ry...Rsgp (8
D1 Rogp' (.2 Q7 Ry...Rsggt;®
D3 | Ry. R7931€ 4 D9 Rg...Rigg'e; 10
D5 || Ry...Rsg95'¢;° Q9 Rg...Rigg e 10
S5B || Ry. R5g32£ 6

Tabla 15.2: En esta tabla estdn las masas de los objetos extensos de la Teoria de Cuerdas tipo IIB en términos de los radios de
compactificacion R;, la constante de acoplo de la cuerda gp y longitud de la cuerda ¢,. Cuando una masa depende de un radio con
una potencia superior a la unidad, el objeto (tipo monopolo de Kaluza-Klein) tiene una isometria especial en esa direccion.
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La accién de la M5, sin embargo, contiene otros campos: una 2-forma cuya intensidad de campo es una
3-forma autodual. Por reduccion dimensional, esta forma da lugar a la 2-forma con intensidad de campo
autodual de la S5A o a la 2-forma que es el dual del vector de BI de la D4-brana.

Para determinar las masas y las tensiones de la M2 y la M5, vamos a relacionarlas con las de los objetos
de la tipo IIA, utilizando las relaciones entre las constantes 10- y 11— dimensiononales Ecs. (14.29), que
reescribimos aqui invertidas por comodidad, llamando R;q a lo que alli llamamos R;:

b = lomal/ RIS

lanck

(15.28)
B 3/2 ,4(11)
ga = Ry Z(Planck’

Podemos empezar con la masa de la cuerda fundamental F1A, que no es sino la M2 compactificada en el
circulo 11— dimensiononal:

R R9R
Mg = Mpia = 4—29 = ﬁ (15.29)
s ( Planck)
Cuando la M2 no est4 enrollada en la undécima dimensién (sino, por ejemplo, en las %, %) tenemos la D2.
Comprobémoslo:
RsR RsR
Mo = fﬁf) 9 .= 8539' (15.30)
( Planck) gALs
La D4 no es mas que una M5 enrollada en la undécima dimension:
Rg...R Reg...R
Mpyss = Mpy = = 9 _ 0 0 (15.31)
Planck
y la S5A una M5 no enrollada ahi:
Rs...R Rs...R
Mys = —o-2=9 - 26719 (15.32)

= 2 6
(fgli)nck)ﬁ 9als

Para finalizar, podemos ver que la DO-brana no es més que un modo de Kaluza-Klein del graviton moviéndose

en la undécima dimension: 1 ]

gAgs - R—l()

Mpo = (15.33)

15.3 Soluciones genéricas y fuentes

El siguiente paso tras estudiar los estados correspondientes a objetos extensos en las teorias que nos ocupan,
es encontrar soluciones clasicas que se puedan asociar a ellos. Esto se hace en dos etapas:

i. Se buscan una solucién de las acciones de SUGRA correspondientes en las que los campos que se
acoplan al objeto en cuestion sean no-triviales (los demds deben de tener sus valores de vacio) y
tengan ademds la forma correcta para describir un objeto extendido del la dimensién correspondiente.

Esto lo vamos a hacer buscando una solucién de un modelo genérico, el modelo a que luego aplicare-
mos a distintos casos.
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Objeto Masa

WM 0

M2 RioRo(tpp) 4) >
M5 Rip. .. Rg( Pllala)nck)_G
KK7M | R2,Ry... Ry(t5)) )79
KKIM | R3,Ry... Ry(rbl) )12

Tabla 15.3: En esta tabla se encuentran las masas de los distintos objetos extensos de SUGRA N = 1, d = 11 en términos de los

radios de compactificacién R; y de la constante de Planck reducida 11— dimensiononal Z(F,ll?nck = zfﬁl?mk /27 Cuando un radio

aparece en una potencia superior a la unidad, el objeto tiene una dimensién isométrica especial en esa direccion.

ii. Se identifican las constantes de integracion de la solucién de forma que la tensién y carga calculadas
sobre la solucién correspondan a las calculadas en la seccién anterior.

Esto se puede hacer de dos formas: se puede “compactificar” la solucién sobre un p-toro en las direc-
ciones correspondientes a la p-brana y calcular en d — p dimensiones la masa ADM vy la carga eléctrica
correspondiente en funcién de las constantes de integracion y comparar con las de la seccién anterior.
Ademds, en todos los casos de la seccion anterior se puede buscar la fuente: una accién de p-brana
con tension y carga determinadas, relacionadas por las ecuaciones de movimiento con las constantes
de integracion.

Aqui vamos a utilizar el segundo método. En la pr6xima seccidn particularizaremos para cada tipo de
p-brana de la Teoria de Cuerdas.

15.3.1 El modelo a

En la Seccidén 15.2 hemos visto que las p-branas se acoplan genéricamente a la métrica, a un escalar y a una
(p + 1)-forma descritas por la accién Ec. (15.11). Es costumbre escribir el escalar K como el exponencial
de otro ¢, y sustituir la constante 3 que controla el acoplo a la forma diferencial por otra a para llegar a la
accion del modelo a [186, 118, 119]

—1ptl o,
5= 167rlc<d> /ddm 91 [RJFQ(W)Q + é-(zlo)fz)!e S AP (15.34)
N

donde F{;, ) es la intensidad de campo de la (p + 1)-forma A, )

F(P+2) = dA(p+l)7 F(p+2)u1~--,up+2 =(p+ 2)8[#1A(p+1)u2--~up+2]' (15.35)

Este modelo contiene muchos casos particulares interesantes: para a = 0 el modelo es equivalente al de
Einstein y Maxwell (el escalar estd desacoplado) y para otros valores, el acoplo del escalar reproduce el de
el escalar de Kaluza y Klein al vector de Kaluza y Klein (o a su forma dual) o el del dilat6n a formas NSNS
o RR. Es cierto que en las SUEGRAS que nos interesan aparecen también términos de Chern-Simons, pero
éstos no suelen jugar ningin papel cuando sélo hay una p-brana presente, aunque si lo hacen cuando hay
varias de tipos distintos [200] como veremos en la Seccién 16.3.
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De acuerdo con la regla general de que las (p + 1)-formas se acoplan a objetos p— dimensionales, las
soluciones estdticas naturales con la maxima simetria (distintas del vacio) para p = 0 son agujeros negros’
cargados y en general p-branas negras cargadas. Como siempre, empezamos haciendo un Ansatz adecuado
al sistema que la solucion pretende describir: un objeto con (p + 1) simetrias translacionales (a lo largo de
las direcciones del volumen del mundo de una p-brana plana) en las direcciones ¢, ¥/,:
ds? = [[Wdi? - dg?) - g7t [Wldp? - a2, , |
(15.36)

At — ()é(H_l—l)’

1

Yo oyP

donde f,g, W y H son funciones de p, la coordenada radial en las direcciones transversas a la p-brana y
donde

p=d—p-—4. (15.37)
Para reducir el niimero de funciones independiente hemos de hacer algunas hipdtesis mas: si no hay “pelo”
escalar, e® serd una potencia de /. Ademds sabemos que en el caso del agujero de Reissner y Nordstrom

(d=4,p=a = 0)también f y g son potencias de H y vamos a suponer que eso es también cierto aqui de
forma que s6lo H y W son funciones independientes, para las que vamos a suponer la forma

w

Sustituyendo el Ansatz en las ecuaciones de movimiento, es inmediato (pero asaz laborioso) encontrar la

He14-1" W=1+

piat (15.38)

solucidén general, que escribimos de esta forma:

ds? = H%;[vzdt?—dgg]

_H [W*ldp% p2dQ

?ﬁ+2)] ’

e = e2av0 [T App o = e¥0a (H_1 — 1) )
Ho= 140 w=14-2 (15.39)
o ppt1’ - ppt1”

2

w = h[l—i—xaﬂ,

[¥]

a

7 = P+
1+§c’ (p+1)(F+1)

Las constantes d, p, a que definen el modelo estdn combinadas en la constante x. La constante ¢g es el
valor del escalar en el infinito (estas soluciones son asintéticamente planas en las direcciones ortogonales al
volumen del mundo de la p-brana (direcciones transversas) p — o0) y las constantes de integracion h, w, «
estan relacionadas por una ecuacién. La solucion estd escrita de forma que es vélida para a = 0. Esté claro
también que en esta solucidn la carga escalar no es independiente de la carga “eléctrica” de la p-brana, como
queriamos.

5 Aqui usamos este término en el sentido de objeto masivo puntual.
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Como ocurria en la solucién de Reissner y Nordstrom, cuando el parametro de no-extremalidad w = 0
(limite extremo), el “factor de Schwarzschild” W = 1y H puede ser una funcién armdnica arbitraria en el
espacio transverso:

2 29 o0 =222 9
ds* = Hrt (dt - dyp) —H dx(ﬁ+3),
e 209 — e_QQ‘POHQx, Atgl.”gp = %0y (H_1 — 1) ,
(15.40)
OmOmH = 0,
2e (p1)+(+1)
_ _Z _ D 2 _ 4z
T g ST e YT
Las elecciones de funcién arménica H que mas nos interesan son, evidentemente, las de la forma
H=1+— . (15.41)
|Z (5gs) [P
para describir una sola p-brana extrema situada en el origen de coordenadas 7 ;,3) = 0, 6
h
H— 1+ZN ! (15.42)

‘ —

- -~ p+17
L(p+3) x(p+3)f‘p

I=1

para describir IV p-branas paralelas localizadas en ' (5, 3) = Z(543)1-

También como ocurria en la solucién de Reissner y Nordstrom (pero aqui sélo en el caso a = 0) si tomamos
h = 0, obtenemos un objeto sin carga y con horizonte: una p-brana negra, con métrica (los otros campos
son constantes arbitrarias)

ds* = Wdt* —dgy —Wdp* + p*dQ; ),

(15.43)

w
W - 1+F7

que generalizan la solucién de Schwarzschild d— dimensional (p = 0) [187, 188]. Todas las p-branas
no-extremas, cargadas o no, tienen un horizonte de eventos regular y se pueden definir sus temperaturas y
entropias, pero nosotros s6lo nos vamos a concentrar en los agujeros negros.

15.3.2 Fuentes

Nuestra experiencia con el agujero de Reissner y Nordstrom nos dice que podemos encontrar fuentes para las
p-branas cargadas que son soluciones del modelo a en el limite extremo (w = 0). Conociendo las fuentes,
podemos relacionar la constante de integracién h de la solucién Ec. (15.40) con la tension y la carga que
aparecen en la accién de la p-brana, que es, evidentemente, nuestro candidato a fuente.

Consideremos, por lo tanto, el siguiente sistema acoplado
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donde S, es la accion del modelo a Ec. (15.34) y S}, es la accién de la p-brana cargada

Sp[XH, vl = —%/dp“f\/ | [e729 490, X10; X" gy — (p — 1)]
(15.45)

_ﬁ/dp+1gA(P'*‘l)ul"'upﬂailxm e Oy XHPHL,

Para resolver las ecuaciones de movimiento, se usa el gauge estdtico o fisico en el que las primeras (p + 1)
coordenadas de la p-brana se identifican con las espacio-temporales

Yl =¢, (15.46)

y el Ansatz
X™(¢) =0, (15.47)

para las demds. Esto describe una p brana extendida en las direcciones %, 1) en reposo en el origen de
coordenadas transversas T (5,3) = 0. El Ansatz para los campos del espacio-tiempo es la solucion general
extrema del modelo a Ec. (15.40), pero dejando H como una funcién de Z';, 3) sin determinar.

El resultado es que todas las ecuaciones se pueden satisfacer si,

i. ay b estan relacionadas por
a=—(p+ 1), (15.48)

ii. la tension y la carga de la p-brana estan relacionadas por

w="T/a, (15.49)
iii. y H viene dada por
h
|Z (a3 [PH!

donde € es una constante arbitraria (e = +1 si queremos una solucién asintéticamente plana) y donde
h esta dada por

@
h= — 167TG§V r (15.51)
(P + 1)a2w(sia

La primera condicién se cumple en todos los casos de interés y estd en el fondo relacionada con que los
objetos extensos han de corresponder a genuinos objetos supersimétricos de la SUGRA correspondiente.
La segunda es la condicién BPS con nuestra normalizacién de los campos. De nuevo esté relacionada con
supersimetria. La condicién sobre H selecciona de entre todas las posibles funciones arménicas en el espacio
transverso aquella que tiene un polo del orden adecuado en la posicién en la que se encuentra la p-brana con
el coeficiente que corresponde a su tension y carga.
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Como vemos, la supersimetria juega un papel crucial, incluso aunque no hay ningtin fermién presente en
estas formulas.

(Qué pasa con las soluciones no-extremas Ec. (15.39)? La interpretacién que se suele hacer de ellas es que
describen p-branas excitadas® y, por lo tanto, no supersimétricas. Su carga debe de ser la de las extremas,
pero su tension es mayor. En las soluciones, la carga depende de h y la tensién de h y w, por lo que h tendra
el valor determinado arriba, pero w, que parametriza la desviacion de la extremalidad, es arbitraria.

15.4 Solucionesend = 11

Vamos ahora a utilizar los resultados de la seccion anterior para encontrar soluciones que describan los
objetos extensos de SUGRA N = 1,d = 11, que son la M2 y la M5. En esta teoria no hay escalares por
lo que estamos en los casos d = 11,6 = 0,p = 2y d = 11,a = 0,p = 5. De las soluciones generales
Ecs. (15.39) y (15.40) obtenemos inmediatamente los siguientes resultados:

15.4.1 La membrana M2

En el caso no-extremo, la solucién es

X —2/3 - 1/3 —
a5y = Hy® (Wt — ) - Byl [Wldp? + p2d02 |

ét12 = a(H]\_412—1),

vy
(15.52)
h w
Hyp = 1+ 22, W=1+—,
P P
w = hyo [lfaﬂ,
yenelextremow =0 = +1
d? = Hyp? [ - dg3)] - Hyps i,
¢ = £ (Hyy—1)
ty1y2 M2 ) (15.53)
h
Hyp = 1422
|Zs]
Para determinar la constante de integracion h o utilizamos la Ec. (15.51)
167GV T
hara = Oy Lm2 (15.54)
6&](7)

SEsto quiere decir, en los casos estdticos, que los campos de su volumen del mundo tienen configuraciones no-triviales, por
ejemplo.

Noviembre, 2001



Teorias efectivas de cuerdas: Soluciones 211

la relacién entre la tensidn y la masa de la M2 compactificada en un 2-toro Ec. (15.29)

M2 1 2
Tyo = 5 = I = —= , (15.55)
@ Bolo (2m)2(tia)®  (Cpianad)®
y la definicién de la longitud de Planck Ec. (12.6), y obtenemos
( (11) )6
harp = ~Dlande (15.56)
6w(7)

Si queremos que la solucién describa Njro M2-branas, simplemente debemos de reemplazar la funcién
armonica por otra con otros tantos polos, todos ellos con el coeficiente hpso. Si las M2-branas coinciden,
habra un solo polo con coeficiente Ny oh 2. Observaciones enteramente andlogas a éstas se pueden hacer
en todos los casos que siguen y las daremos por hechas.

15.4.2 La 5-brana M5

En el caso no-extremo tenemos

52 _
a5" = H Wi - dg2] - HyfS [Wtdg? + pracd, |
C’tgl.“f = « (I'I]\}l55 — 1) ,
(15.57)
h
Hys = 1+%, W=1+%7
w = hys [lfoﬂ].
En el limite extremo w = 0, & = 41 tenemos
di? = Hyd" [d? — dg?] — Hyj3 da?,
Copogp = *(Hys—1), (15.58)
h
Hys = 1+ 25,
|Zs|
Por el mismo procedimiento que en el caso de la M2-brana encontramos
(11) 3
has = M. (15.59)

3W(4)
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15.5 Soluciones en d = 10

La identificacién de soluciones de las teorias tipo II con soluciones del modelo a es un poco més complicada.
Primero hemos de identificar cuéles son los valores de a para cada caso.
La forma genérica de las acciones efectivas tipo II en el sistema de referencia conforme de la cuerda’ es

_ 1 d T ] -2 ( pp1tt
5= 16wG§$>/d V15| {e ¢[ —4(09)" + 2(p1+2)! F(p1+2)

(=Pt o
2-(p2+2)! F(p2+2)

(15.60)

Hay dos tipos de formas diferenciales en esta accién: las que se acoplan al dilatén con el prefactor e~2¢
(E{(p, +2))» que pertenecen al sector NSNS al que se acoplan las p-branas fundamentales y las que no (F;, 12)),
que pertenecen al sector RR, a las que se acoplan las Dp-branas. Para identificar soluciones de esta accién
en la general del modelo a, tenemos que reescribir esta accién en la métrica de Einstein, identificar al di-
latén como funcién de ¢, e identificar el valor de a. Este es diferente para las p-branas fundamentales y las
Dp-branas, y lo denotamos por a; y as respectivamente. Haciendo una transformacién de Weyl a la métrica
9s L,

9spuv = eld=2) 9uv, (15.61)

tenemos

- m/d”’x 9] [ R+ 7t (00)?
(15.62)

1
é_(;);i;r)l 4(Pd1+2>)¢F2 ( 1)pa+l 2(122*101)(]5}72
(1

(p1+2) ' 2:(p2+2)! (p2+2) }

Comparando con la accién del modelo a Ec. (15.34) vemos que el dilatén ¢ y el escalar ¢ estan relacionados
por

¢ =1/ G2 (15.63)

y que los valores de la constante a son, para formas NSNS y RR

2(p1+1)

= — NS — NS 15.64

al 2(d — 2)7 ( ) ( )
—(p2 — p2)

= —=-°Z RR 15.65

a = 2) (RR) ( )

Antes de ir al sistema de referencia conforme de Einstein, podriamos haber dualizado las intensidades de
campo NSNS (para describir p-branas solitonicas). En ese caso, habriamos encontrado el modelo a con
2(p1 +1
as = —M. (15.66)
2(d—2)

Con estos datos vamos a identificar las soluciones 10— dimensiononales. La tnica sutileza estd en la intro-
duccién del valor del dilatén en el infinito, que no se puede deducir correctamente de la solucidn genérica,
sino que hay que introducirlo después observando cémo se transforman los distintos campos bajo la adicién
de una constante al dilatén.

"Hacemos énfasis en este punto afiadiendo el subindice s.
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15.5.1 La cuerda fundamental F1

Corresponde al casop = 1,a = lend = 10

~2 — _
a5y = Hp (Wi = ay?) - B [Wldg? + p2a02, |

ds? = Hpl [Wdt? — dy?] - [Wldp? + p?de%, |

(15.67)

h w
HFI = 1—|—%, W:1+—6,
P P
w = hFl[l—aQ]

En el limite extremo w = 0, @« = %1 es conocida como la solucion de la cuerda fundamental [197] y toma
la forma:

iy = HpY (a2 — ay?) — HY 4z,

ds3 = Hpy [d? —dy®] - dig,
e29=%0) = Hp, (15.68)
By = +(Hp —1),

hr1

Hpy = 1+ ——,
|75

Observemos que con ¢ = p = 1, la fuente del modelo a, reexpresada en el sistema de referencia conforme
de la cuerda es realmente la accién de una cuerda fundamental que no se acopla directamente al dilatén en
ese sistema de referencia (véase las Refs. [197, 172]).

El valor de la constante de integracién que reproduce correctamente la tensién de la F1 se puede calcular por
el mismo método que utilizamos con los objetos 11— dimensiononales

257[.66292

, (15.69)
3CU(7)

hp1 =

pero también se puede calcular explotando las relaciones de dualidad con otras soluciones, como veremos
en la Seccién 15.6
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15.5.2 La 5-brana solitonica

Corresponde al caso a = —1,p = 5 en diez dimensiones:

d53 = Hg!'[War —ag?) - BY' [Wldp? + p2a02, |
ds? = [Wat - 2] - Hss |Wldp? + p2d0%, |
—2(¢p—¢ -1
e 2(¢) ¢0) — HS5’
A (15.70)
B(6)ty1“. 5 = Oée_z(z)o (H§51 - 1) 3
hps
HS5 = 1+ %a W=1 + %7
p p
w = hgs [lfon],

y, en el limite extremo w = 0, = *1 en el que es conocida como la solucion de la 5-brana solitonica
[198, 199]), toma la forma

33 = Hg* [ar? — dg?] — HL d7?,
A2 = [d? — dj2] — Hgs dF2,
—2(p-do) _ g1
€ Hgs, (15.71)
BO s = He 20 (Hgl—1),
h
Hss = 1+ 2.
|74

El valor de la constante de integracion se puede determinar por el método que hemos explicado y por rela-
ciones de dualidad y es

hgs = (2. (15.72)

Noviembre, 2001



Teorias efectivas de cuerdas: Soluciones 215

15.5.3 Las Dp-branas

Las hay para todos los valores de p = 0, ..., 9, y la solucién general para todas ellas en diez dimensiones es
32 — {58 2 _ g2
dsp = Hp, [Wdt — dy, ]
(p+1) 149 9 9
~Hpy W+ praok |,

~ —-1/2 —
ds2 = Hp)? [wat? - dj?)
—H? [W Ldp? + p2d02 _p)} ,

(8
IO (p—3)
T N (15.73)
C(erl)tgl.._p — e ¢O (H_ ) ,
th w
HDp = 1+ —p7_p, W=1+ —p7_p,
w = hpp [1 — az] .

Estrictamente estas soluciones s6lo son vélidas para p < 7. Para p > 7y, de forma general en todas las
soluciones que hemos visto, cuando las dimensiones transversas son menos de dos, las funciones H, W han
de ser reemplazadas por funciones arménicas con un polo en el espacio bidimensional

H ~ hlogp, W ~ wlog p, (15.74)

o unidimensional transverso.
H ~ hp, W ~ wp. (15.75)

También en el caso de la D3-brana la solucién no es estrictamente correcta porque faltan componentes de la
4-forma necesarias para mantener la autodualidad que hay que calcular.
En el limite extremo, tenemos

~ p=7
iy, = HpS [d? - dg?] - HD; did_,
g2 = 1/2 [di? — 2] —H}{jdfg,p,
2(d—d (p—3)
2= = Hp T (15.76)
COHD sy = e (Hpl—1),
hp
Hp, = 1+-—2Pp
or +’f9—p‘7_p
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Como en el caso no-extremo, para p = 3 hay que afiadir las componentes que faltan a la 4-forma y hay que
sustituir H p7 por
HD7 = 1+hD710g‘fQ|, (15.77)

y Hpg por
Hps = 1+ hpsla], (15.78)

Las constantes de integracion vienen dadas por

(27765)(7_7’)9
hpy, = , (15.79)
P (T —plwis—p)
parap < Ty
hpr = hps = ——. (15.80)
’ A7l :

El signo negativo de h pg juega un papel muy importante.

15.6 Relaciones de dualidad

En la seccién anterior hemos identificado una serie de candidatos a ser las soluciones cldsicas que representan
los campos de largo alcance producidos por los estados de las teorias de cuerdas tipo II cuya existencia
conocemos bien a través del espectro perturbativo, bien a través del superdlgebra y las relaciones de dualidad.
Para completar la identificaciéon debemos de comprobar que estas soluciones guardan entre si las mismas
relaciones de dualidad que los estados que representan.

15.6.1 Relacion entre soluciones de 11— y 10— dimensiononales. Compactificacion

Las primeras relaciones que debemos comprobar son las que hay entre estados/soluciones de SUGRA N =
1,d = 11 y de la Teoria de Cuerdas tipo ITA.

Hay dos relaciones posibles: o bien el objeto 10— dimensiononal se obtiene por compactificacion del 11— di-
mensiononal en una direccién del volumen del mundo o bien por compactificacién de una direccién transver-
sa.

Consideremos el caso mas sencillo®: la compactificacién de la M2-brana. Si la M2-brana estd compactifi-
cada en una direccién de su volumen del mundo (dicho de otro modo: estd enrollada en la dimensién que
compactificamos), da lugar a una F1 en d = 10 y si es en una direccion transversa, da lugar a una D2-brana.
Para compactificar la M2-brana tenemos que construir una solucién bien definida cuando una coordenada
es compacta. Para compactificaciones en circulos o toros estos supone una pequefia modificacion de las
soluciones que hemos obtenido anteriormente.

8Un caso atin mds sencillo es el de la compactificacién de la onda gravitacional plana en d = 11 para dar una onda gravitacional
plana o una DO-brana en d = 10. Por falta de espacio no estamos discutiendo aqu{ las soluciones puramente gravitacionales como
las ondas planas gravitacionales y el monopolo de Kaluza-Klein que, sin embargo, juegan papeles muy importantes. Las ondas
gravitacionales haran su aparicién en la Seccién 16.3.
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Si una de las direcciones del volumen del mundo de la M2-brana extrema (vgr. y> = z) es compacta, como,
por construccidn, la solucién no depende de ella, la solucién Ec. (15.53) sigue siendo completamente vélida.
Tan sélo necesitamos introducir el valor del dilatén en el infinito multiplicando la coordenada compacta z

por él:
o )

a5 = Hy? e - dy? - eitodz?| - Hyff dg,

X 2 4 _

Crz = £e3% (Hypm — 1), (15.81)
h

Hyp = 14 22,
|Zs]

Ahora podemos utilizar directamente las férmulas Ecs. (14.16) y (esto es muy importante) Ecs. (14.20) para
hallar una solucién 10— dimensiononal que tiene la forma de la de la D2-brana extrema Ec. (15.76) pero
con la funcién arménica Hjso en vez de Hpo. S6lo necesitamos, pues, comparar estas funciones, que son
idénticas excepto por las constantes de integracion hjso v hpe. Sin embargo, utilizando las relaciones entre
las constantes 11— y 10— dimensiononales Ecs. (14.29) para ver que

A 6 1/3\6 6,2
6uw(7) Gew(r) Gewr)

Si es una de las direcciones transversas la que es compacta, entonces es la funcién arménica H 2 la que hay
cambiar, puesto que la que aparece en Ec. (15.53) resuelve la ecuacién de Laplace con una fuente puntual
en el espacio euclidiano, pero no con una dimensién compacta. El procedimiento corriente para encontrar
la funcién armonica correcta explota el hecho de que las M2-branas son objetos supersimétricos (como
veremos) y se puede poner a un nimero arbitrario de M2-branas paralelas en equilibrio estatico en posiciones
arbitrarias. Esta libertad estd asociada a la arbitrariedad en la eleccién de la funcion arménica H o en
ausencia de fuentes. La idea consiste en poner un niimero infinito de M2-branas paralelas a intervalos
regulares de la coordenada ' = z, siendo el periodo igual a la longitud del circulo en el que vamos a
compactificar z. Esto corresponde a elegir una funcién arménica

n=+oo 1
Hyo=1+h
w2 =1than ) (|22 + (2 + 27nR11)2))3”

n=—oo

(15.83)

donde esta vez hemos supuesto que z € [0, 27 R11] por razones técnicas. Esta funcion es periddica en z y
tiene un polo en 7 = z = 0, como queriamos.

Sin embargo, ahora no podemos utilizar directamente las férmulas de compactificacién usuales porque la
solucién depende explicitamente de la coordenada periddica. Hay dos estrategias que se pueden seguir: una
es sumar la serie anterior para obtener la funcidn periddica, expandirla en serie de Fourier y quedarnos con
el modo cero. Un poco més sencillo es simplemente aproximar la suma por una integral, lo que es vélido si
|#7| >> Ry1 [1]. Primero hacemos el cambio de variables

(z —2mnR11)
77|

2mnRq1 27T(71—|—1)R11
77| |Z7|

], (15.84)

un = bl un [
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con lo que tenemos
n=-+00
th

Hyy =
wr = 1t 2 1+uz
4 Parz 1 T du
7716 2m Ry /|%7] oo (14 u2)3 (15.85)
hprow 1
Ly s

27TR11(4J(4) |£Z"7’5 '

Sustituyendo esta funcién arménica en Ec. (15.53) con 210

= 2, yapodemos utilizar las férmulas Ecs. (14.16)
para reducir la solucién a diez dimensiones® y obtenemos la solucién de la D2-brana extrema Ec. (15.76)

exactamente puesto que

harow

MO . (15.86)

27TR11(.U(4)
De la misma forma podemos comprobar que la M5 se reduce a la D4 y la SSA. Es util la siguiente férmula
general:

n=+oo 1

H, = 1+h,
g n_zoo |Zn1[? + (2 + 2mn)2[)n/2
hpW(n—1) 1

1+

15.87
27 Rw(pn gy [Tpt1 |1 ( :

que nos da la relacion entre el coeficiente h,, de una p-brana y el h;, de la p-brana que se obtiene al compact-
ificar la otra en una direccién transversa de radio R:

hpw
B = el 15.88
P2 Rw(n—g) ( )
Si repetimos el procedimiento m veces (compactificamos en 7"), tenemos
hpW(n—
o= LD ym_ 9mym R, L Ry, (15.89)

Vmw(n—m—l)

15.6.2 Dualidad T entre soluciones 10— dimensiononales

Las relaciones de dualidad T mds importantes son las que ligan a todas las Dp-branas y consisten en que una
Dp-brana con una dimensién transversa compactificada estd relacionada con una D(p + 1)-brana con una
direccién del volumen del mundo compactificada con el radio dual y con la constante de acoplo de la cuerda
dual.

Para comprobar esta relaciéon empezamos por aplicar el algoritmo que acabamos de explicar para obtener la
funcién armoénica H p,, periddica y su aproximacion independiente de la coordenada transversa z. Aplicando
las reglas de Buscher tipo II Ecs. (14.70) y (14.71), encontramos inmediatamente la solucién de la D(p+ 1)-
brana con una funcién arménica con coeficiente (p < 6)

hopw(e-p) _ (2mLs)"Pg “(6-p)
27er(5,p) 2R (7 - p)w(g,p)w@,p)

(15.90)

No es necesario hacer los cambios de escala Ecs. (14.20) porque el valor del dilatén en el infinito estd absorbido en la definicién
de z. Para recuperarlo simplemente hay que reescalear consistentemente los campos 10— dimensiononales.
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Usando en el primer factor las reglas de transformaciéon de g y R bajo dualidad T Ec. (15.18) y usando la

identidad
Wn-1) 1

W) Win-2) (7= Dwim)’

(15.91)

obtenemos hp(, 1) (¢'), como esperdbamos.

15.7 Supersimetrias residuales

Para finalizar las comprobaciones sobre nuestra identificacién de soluciones y estados s6lo nos queda ver
que las soluciones de p-branas extremas tienen supersimetrias residuales (claramente las no-extremas no las
tienen). Para comprobarlo hay que resolver las ecuaciones de los espinores de Killing correspondientes a las
SUGRAS de las que sean soluciones. Vamos a empezar con las p-branas 11— dimensiononales.

15.7.1 Supersimetrias residuales de la M2-brana

Las ecuaciones de los espinores de Killing en SUGRA N = 1,d = 11 son simplemente 661[1“ = 0 donde
la variacién del gravitino viene dada por la Ec. (14.6). No tenemos més que sustituir las componentes de la
conexioén de espin y de la 4-forma de la solucién Ec. (15.53). Eligiendo las tétradas

el = Hyd%ss,
(15.92)
émn = H Jl\/g om"
encontramos las componentes no nulas
&mnl — _%H]\_/[lgagHMQUm[nT/p}q,
S = 2H Y0, Hyni e, (15.93)
GmtylyQ = $HA}226EHM2,
y sustituyendo en las ecuaciones de los espinores de Killing, llegamos a
Sy = FHyP0u o) (1F el %) e =0,
X . . . Lo (15.94)
O = 20mé — §HybOuHars [T i (T 4 2™ ) 1012 &
= 0.
La primera ecuacién se resuelve sélo si ¢ satisface la condici6n algebraica
(1 i2)é =0, (15.95)
Utilizandola en la segunda ecuacion, ésta se transforma en
50y, = 2 (Om + S HypyOmHarz) € = 0, (15.96)
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.2 X —1/6% X . , .
cuya soluciéon es ¢ = H M2/ €0, donde €y es un espinor constante. Asi hemos encontrado los espinores de
Killing

e=Hyf'h,  (1Fi2) & =0, (15.97)

La condicidn algebraica no es mds que el proyector Ec. (13.31), como esperdbamos, y, debido a ella, s6lo la
mitad de las componentes de & son independientes y s6lo 1/2 de las posibles supersimetrias son preservadas.
Lo mismo va a ocurrir en los siguientes soluciones que describen un tnico objeto BPS.

Obsérvese que incluimos los dos posibles signos de la carga. Para una sola M2-brana, el signo es irrelevante,
pero es a veces crucial cuando hay otras branas presentes y se estudia la supersimetria del conjunto.
Obsérvese también que el espinor de Killing existe para una funcién arménica H sy arbitraria. Para ser
rigurosos, deberfamos de decir que la solucién es supersimétrica si los espinores de Killing ademas tienen el
comportamiento asintético adecuado: si la solucion tiende asintéticamente al vacio, los espinores de Killing
han de tender asint6ticamente a los espinores de Killing del vacio y ademds son normalizables. Si H o es
la funcién armonica para una o varias M2-branas paralelas, estas condiciones se cumplen.

15.7.2 Supersimetrias residuales de la M5-brana

El célculo de los espinores de Killing de la M5-brana sigue la pauta del de los de la M2-brana: elegimos una
tétrada

el = Hyd’sd,
(15.98)
émn = H Jl\ﬁ O,
y calculamos las componentes no-nulas de la conexion de espin y la intensidad de campo
(f)mnl = - %H]\}lg,agHMZUm ["ﬁp]q7
O™ = YH Y0, Hypn e, (15.99)
Grmyom, = LmyemyOms Hurs.

Al sustituir en las ecuaciones de los espinores de Killing vemos de nuevo que las ecuaciones correspondientes
a las componentes del gravitino que estan en las direcciones del volumen del mundo de la M5-brana se
resuelven si el espinor satisface una condicién algebraica que, al ser sustituida en las otras ecuaciones las
simplifica. El resultado es

d=Hy Y%, (1 - f012345) 20 =0. (15.100)
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15.7.3 Supersimetrias residuales de las Dp-branas

Teniendo en cuenta que la 2-forma NSNS es cero para estas soluciones y que la tnica intensidad de campo
que no es cero es G'P12), las ecuaciones de los espinores de Killing toman la forma

e = {8’1_i ¢ﬂ+%e¢(p+12)! Gy, (—Fll) ’ }é

(15.101)
. S (-3) (pr =l
deA = {ﬁ@b - %eqb ((54_2)1 G(ZH_ ) ( F11) }67
para la teoria tipo IIA y
0:Cp = { =1 Pit+ 57 ey r@(”“)fﬂ’g_:*}éa
(15.102)
0 = {Pe+ie ) FOIPys e,
para la tipo IIB, donde
ol, n par,
P, = (15.103)

io?, n impar,
Como en los casos anteriores s6lo necesitamos calcular las componentes de la conexién de espin y las
intensidades de campo usando la solucién Ec. (15.76):

( p— .
Bi = —gHp, 0uHpym ™,
B = 3HppOnHpyiingl ™, (15.104)
N 2 p_o A A

Para hallar una solucién primero resolvemos las ecuaciones correspondientes a las variaciones del dilatino y
las componentes del gravitino en las direcciones del volumen del mundo de las Dp-branas, obteniendo como
antes una ecuacion algebraica que es una ligadura restringe el nimero de componentes independientes de los
espinores de Killing. La misma ligadura resuelve todas estas ecuaciones. Después usamos la ligadura para
resolver las ecuaciones correspondientes a las componentes del gravitino en las direcciones transversas. El
resultado es un sistema de ecuaciones diferenciales desacopladas que determinan la dependencia del espinor
de Killing en las direcciones transversas a la Dp-brana Z'g_, salvo por una constante global que corresponde
a la normalizacion del espinor. La dependencia en Z'g_,) estd concentrada en un factor que multiplica a un
espinor constante €y que satisface la ligadura algebraica. El resultado es

2

pt2
IIA: ¢ = HB;/Séo, [1:Fif01"'p <—f11> ]@0 = 0,
(15.105)

IIB:

My

HB;/Séo, (1 + if()l"'p'P#) & = 0.
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15.7.4 Supersimetrias residuales de la F1

Podemos buscar simultdneamente los espinores de Killing de la F1 extrema como solucién de las teorias
tipo IIA, IIB y heterdtica escribiendo

dethy = {f% ~ i (% +3 Hﬂo)}éa
(15.106)
oA = {pd- % A0}

donde ¢ es un espinor de Majorana, un par de espinores Majorana-Weyl o un tinico espinor de Majorana y
donde © =T'1,03,1, respectivamente. Usando la forma explicita de la solucién Ecs. (15.68), encontramos

Wi = —H;13/23mHF1Fim>
H; = F2Hn{0mHmT", (15.107)
Py = FeijHpy  0pHp ™,

y, siguiendo los mismos pasos que en el caso de las Dp-branas, encontramos la solucién

e = HY4%, (1 + f010> & = 0. (15.108)

15.7.5 Supersimetrias residuales de la S5

De nuevo podemos hacer el cdlculo simultdneo para las tres teorias escribiendo

detby = {aﬂ —i (% + 4e2 {7 &1"'a7fﬂa1-~d70) } &

(15.109)
S A = {aé +1 HW)()} N
donde ahora O = ¢ para la IIB y I para las otras dos. El resultado es
é=¢, (1 + f0~-'50) & = 0. (15.110)

Noviembre, 2001
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16

Agujeros negros en Supercuerdas

16.1 Introduccion

En la dltima leccién vimos que hay soluciones de las teorias efectivas de las cuerdas (SUEGRAS) que
describen con gran precision los campos de largo alcance de los objetos extensos que aparecen en el espectro
de las teorias de cuerdas correspondientes. En general no son agujeros negros, cuya descripcion en el marco
de la Teoria de Cuerdas es nuestro objetivo. En esta leccién vamos a dar los dltimos pasos para encontrar
soluciones de tipo agujero negro extremo' que correspondan a estados de la Teorfa de Cuerdas.

Primeramente vamos a probar a construirlos por compactificacién toroidal de las direcciones del volumen
del mundo de las soluciones de p-branas que encontramos en le leccién anterior. Los agujeros negros que
encontramos tienen horizontes singulares, de volumen cero.

A nosotros nos gustaria es obtener un modelo de un agujero negro extremo cuya geometria cldsica sea no-
singular, cuyo horizonte tenga un volumen distinto de cero. Para esto hay que construir primero soluciones
que describan mas de un objeto extenso: intersecciones. Vamos a estudiar las condiciones bajo las que
existen y las soluciones clésicas de las SUEGRAS que las describen.

Inmediatamente después vamos a compactificar una de estas soluciones que representan intersecciones para
obtener en d = 5 un agujero negro extremo completamente regular. Realmente es una familia uno de cuyos
miembros es el conocido agujero extremo de Reissner y Nordstrom en d = 5.

Tras este primer €xito, vamos a ver que la Teoria de Cuerdas nos permite calcular el valor de su entropia
a partir del recuento de microestados de la Teoria de Campos Conformes de la cuerda en el vacio de las
p-branas correspondientes. Este era nuestro gran objetivo al comenzar este curso.

Finalmente vamos a enumerar cosas que por falta de espacio se nos han quedado fuera del tintero.

16.2 Agujeros de una sola p-brana

Las soluciones naturales de las teorias efectivas de cuerdas son objetos extensos (salvo la DO-brana). El
procedimiento més sencillo para generar soluciones de tipo agujero negro es compactificar las anteriores en
las direcciones del volumen del mundo. Recordemos que en esta operacién la funcidén arménica no cambia.

Es facil ver que la cuerda fundamental F1 Ec. (15.68) enrollada en un circulo da lugar al agujero negro

"Los no-extremos se construyen facilmente a partir de los extremos, pero en general, por falta de espacio, vamos a dedicarnos a
describir en detalle sélo los extremos.
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cargado extremoend = 9

~ —6/7 1/7 ;5
432, = Hp"d? — HY dzd,
ds? = Hpjdt? —did,
A = £ (Hp -1), (16.1)
e~26=00) = HH?
K/Ky = Hp'”

El horizonte estd en el polo de Hry s = 0. En ese punto, el volumen del circulo compacto, medido por el
modulo K va a cero y el dilatén diverge. Ademds el drea del horizonte es cero.

Una 5-brana soliténica S5 Ec. (15.71) enrollada en un 5-toro da lugar al siguiente agujero negro cargado
extremo en cinco dimensiones:

A3y, = HGPdt2 — HYdz?,
ds? = dt* — Hgsd7},
Ay = £(Hg -1), (16.2)
—2(¢p— -1
e 2(¢ ¢O) — HS5’
K/Ky = 1.

En este caso el volumen del 5-toro es finito en el horizonte, y el dilatén va a cero, pero el horizonte sigue
teniendo area cero en el sistema de referencia de Einstein (aunque es finito en el de la cuerda).

Las Dp-branas Ec. (15.76) enrolladas en un p-toros dan lugar a los siguientes agujeros negros cargados
extremos en 10 — p dimensiones:

' di3, = Hgﬁdﬁ—ﬂlgg?”dfg,p,
ds? = Hp'a - H)%dz,
A, = i(HB;—Q, (16.3)
e-20-00) = pE
| K/Ky = Hp'"

En todos los casos el volumen del p-toro y también (excepto si p > 6) el dilatén son singulares en el
horizonte. El area del horizonte en el sistema de Einstein es siempre cero, aunque para p = 3 no lo sea en el
sistema de referencia conforme de la cuerda.

Podemos compactificar también dimensiones transversas o una combinacion de ambas, pero en todos los
casos vamos a obtener agujeros negros con horizontes singulares de drea cero, porque todos ellos son
maximamente simétricos y sabemos que no hay agujeros negros regulares maximamente supersimétricos
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en el sistema de referencia de Einstein. Esta observacién nos da una pista para construir agujeros regulares:
romper mds supersimetria a través de intersecciones de p-branas.

16.3 Reglas de interseccion

Una vez obtenidas las soluciones correspondientes a objetos/estados “elementales’es 16gico preguntarse
por la existencia de estados ligados en los que hay presentes varios objetos de tipos distintos, y por las
soluciones que los describen. En las teorias supersimétricas hay un tipo de estados ligados particularmente
facil de describir: aquellos en los que la energia de ligadura es cero, como cuando hay varios objetos BPS
del mismo tipo paralelos y en equilibrio estdtico formando un estado BPS. Este tipo de estados juega un
papel muy importante en lo que sigue. Si queremos tener varios objetos supersimétricos formando un estado
supersimétrico, podemos empezar por estudiar el superdlgebra para ver en qué condiciones es compatible
imponer la aniquilacién de un mismo estado por las cargas de supersimetria asociadas a los distintos objetos
(que pueden ser iguales, pero no paralelos) que en general tendrdn varias direcciones (aparte del tiempo)
comunes, es decir: se intersectaran.

Como vimos en su momento, la aniquilacion de los estados por las supercargas era completamente equiv-
alente a la accién de ciertos proyectores sobre espinores. Para una p-brana extendida en las direcciones

y'...yP, que podemos representar asi (p = 5)

5—brana|+ |+ + + + + — — — — (16.4)
el proyector tiene la forma genérica Ec. (13.31) que reescribimos asi (Z(P) = M)
Pye= (1£T70,) e =0. (16.5)

La pregunta que nos hemos hecho (;cuéles son las reglas de interseccién de los objetos extensos que hemos
estudiado?) se traduce entonces en la compatibilidad de imponer Ppe = 0y Pye = 0, en el caso de una p-
y una p’-brana. El andlisis general es complicado por la presencia de O,. Si ignoramos su presencia por un
momento (considerando, por ejemplo, objetos iguales pero no paralelos), podemos ver que

[Py, Py] =0, (16.6)

si el nimero de dimensiones transversas relativas total (direcciones que para una de ellas son de volumen
del mundo y para la otra no) es 0 mod 4. Por ejemplo, si tenemos dos S5 esta configuracioén daria lugar a
proyectores compatibles

S5H+‘+++++———— (16.7)

S5|+|+ + + - — + + - -

porque las direcciones 4 y 5 son del volumen del mundo de la primera pero transversas a la segunda y las
6 y 7 al revés, con lo que hay 4 dimensiones transversas relativas. También ésta darfa lugar a proyectores
compatibles

(16.8)

S5|+|+ + + + + - - - -
S5 |+ |+ — = — — + + + +

porque tiene un total de 8 direcciones transversas relativas. En la notacién de la Ref. [1], estas configura-
ciones son, respectivamente
S5 1 S5(3), S5 1 S5(1). (16.9)
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En las teorias que nos ocupan, O, = I,I'1y, ol io?, y depende de p mod 4 para Dp-branas, de lo que
deducimos que podemos tener un estado ligado con energia de ligadura cero, de una Dp-brana y una D(p+4)-
brana que se intersectan en p direcciones:

Dy L Dpia)(p)- (16.10)

Podemos estudiar casos mds complicados o simplemente generarlos utilizando las reglas de dualidad. Ademaés
se pueden estudiar configuraciones en las que las p-branas no son perpendiculares, sino que forman 4ngulos.
En todos estos casos, cada uno de los dos proyectores compatibles reduce el niimero de supersimetrias resid-
uales a la mitad, de forma que la configuracion total tiene 1/4 de las supersimetrias totales preservadas.
Antes de generar mds reglas de interseccion por dualidad, es interesante ver otro método por el que se pueden
deducir, basado en el estudio de la conservacién de la carga asociada a las p-branas en la teoria de SUGRA
[200, 201]. Consideremos una cuerda fundamental de la teoria tipo IIB F1B (el objeto que se acopla a la
2-forma NSNS [S’W). Su carga con respecto a BW viene dada, en ausencia de otros campos, por

qr1 ~/ e 2PN, (16.11)
S?

donde S7 es una 7-esfera que rodea a la cuerda en las direcciones transversas. Esta carga es distinta de
cero sélo si la cuerda es infinita o es cerrada (topolégicamente un circulo). La razén es que esta integral
es invariante bajo deformaciones continuas de la 7-esfera en las que ésta no cruce singularidades, lo que se
demuestra usando que, fuera de la cuerda, que es una fuente localizada del campo BW

de™2*H = 0. (16.12)

Si la cuerda tiene extremos libres, la 7-esfera se puede deslizar continuamente a lo largo de la cuerda hasta
ir més all4 de los extremos y entonces contraerla a un punto sin encontrar ninguna singularidad?, con lo que
la integral vale cero.

La situacién cambia en presencia de otros campos>. El invariante de homotopia que debemos utilizar para
definir la carga* es ahora

g ~ / (720 H =GO — GO, (16.13)
5’7

Consideramos una cuerda semi-infinita con un extremo. A una distancia L suficientemente grande del ex-
tremo podemos ignorar los campos distintos de B .v» Y la carga debe de ser aproximadamente la misma que
en el caso anterior, tanto mas aproximada a ella cuanto mayor sea L para un valor fijo del radio R de la
7T-esfera. Si deslizamos la 7-esfera hacia el extremo, los otros campos deben de empezar a contribuir (si no,
estamos en el caso anterior), pero podemos hacer que la integral siga dando aproximadamente el mismo valor
de g1 haciendo tender R — 0 con R/L constante hasta que la tinica contribucién a la integral provenga del
extremo. Ahf la 7-esfera degenerada se puede descomponer, por ejemplo, en el producto S® x S2, suponien-
do que sea el tercer término en el integrando el relevante en este caso, con lo que toda la contribucién a gp
proviene de

[co [ ew. (16.14)

ZEsto se puede visualizar bien en cuatro dimensiones donde las dimensiones transversas a una cuerda son dos en vez de ocho,
sustituyendo S7 por S*.

3En la cuerda heterética no hay otros campos que modifiquen la situacién, pero en las de tipo IT si.

“Esta definici6n de carga es la de Page [182].
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La primera integral es la carga de una D3-brana (por autodualidad de G'®)), de forma que la cuerda tiene
su extremo en una D3-brana. En cuanto a la segunda integral, si no hay ninguna D1, podemos suponer que
dentro de la D3-brana G®) ~ dC'®2) = 0, y, s6lo localmente, 2 = dV(l), con lo que

qr1 ~ / av®, (16.15)
SZ

La interpretacion es clara: una cuerda fundamental puede acabar en (intersectar) una D3-brana. En el punto
del volumen del mundo de la D3-brana correspondiente a la interseccion hay un campo vectorial excitado
de forma que su carga magnética es la misma de la cuerda fundamental. Ese campo es el dual del campo de
Born e Infeld que esta presente en la accion de la D3-brana.

Este argumento parece depender de posibles redefiniciones de campos, pero en realidad, lo que se ve es que
otras variables son mds adecuadas para describir otras intersecciones [200]. Por otro lado, su virtud es que
demuestra la relacién existente entre la fisica en el espacio-tiempo ambiente y en los volimenes del mundo
de las p-branas. Es posible, por ejemplo, ver las cuerdas fundamentales ancladas en las Dp-branas como
excitaciones soliténicas de los campos de BI llamadas Blones [202] etc.

Las sistemas

F1 1 D,(0), (16.16)

son muy convenientes para empezar a generar mds reglas de interseccién por dualidad. Todos ellos estdn
relacionados por dualidad T en direcciones perpendiculares a la F1. Si tomamos la interseccién F1B L
D3(0) y efectuamos una transformacién de dualidad S, obtenemos una interseccioén entre Dp-branas: Dy L
D3(0) y haciendo ahora transformaciones de dualidad T en direcciones transversas comunes, obtenemos las
intersecciones

D, LD,a(p—1), p>1. (16.17)

Si hacemos transformaciones de dualidad T en la direccion de la D1 en vez de en las transversas comunes,
tenemos la Dy L D4(0) y haciendo de nuevo dualidad T en las transversas comunes generamos las intersec-
ciones

D, L Dyy4(p). (16.18)

Por dualidad S de la D; L Dj5(1) que estd en esta clase, generamos la
F1 1 S5B(0). (16.19)

Si hacemos dualidad T en una direccién del volumen del mundo de la D3 en la configuracién D; L D3(0), en
la familia Ec. (16.17) obtenemos D2 L Dy (0) y haciendo nuevas dualidades T en las direcciones transversas
comunes, generamos la familia

D, LDy(p—2), p>2. (16.20)

Si hacemos dualidad S a la F1 L D5(0) en la familia Ec. (16.16), generamos la D; L S5B(0) y con
dualidades sucesivas en direcciones transversas relativas a las Dp-branas, generamos la familia

D, LS5(p—1), p>1, (16.21)
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etc. El resumen de todos estos resultados es:

F1] S5,  F1_1D,0),

S5 L S5(1),  S51S5(1), S5LD,(p—1) (p>1),
D, L Dy(m) p+p' =4+ 2m, (16.22)
W || F1, W || S5, W || D,,

KK L Dy(p—2).

En 11 dimensiones, incluyendo intersecciones con ondas gravitacionales y monopolos de Kaluza-Klein [204]

M2 L M2(0), M2 1L M5(1), M5 L M5(1),
M5 L M5(3),

W|M2, W] M5,
(16.23)
KK || M2, KK 1M2(0), KK | Ms>,
KK 1 M5(1), KK L M5(3),

W|KK, W LKK(2), W LKKA).

Estd claro que podemos extender este juego a un ndmero mayor de branas y que el requisito de que formen
un estado ligado con energia de ligadura cero es que los proyectores asociados conmuten entre si. En el caso
de 3 p-branas, en general la supersimetria del sistema se reduce a 1/8 del total, excepto en algunos casos
en los que la tercera p-brana no rompe ninguna supersimetria adicional. Este caso estd relacionado con la
creacioén de p-branas cuando otras se cruzan, por ejemplo [203] cuando una D5-brana y una S5B-brana se
cruzan, se crea una D3-brana asociada a la interseccién. El proyector de la D3-brana no impone ninguna
condicién adicional.

16.3.1 Soluciones: superposiciones armonicas

Finalmente, veamos qué soluciones clasicas de las teorfas efectivas de cuerdas describen estas configura-
ciones. Un compendio 1til sobre intersecciones es el de Gauntlett [205]. Las primeras soluciones fueron
identificadas por Papadopoulos y Townsend en la Ref. [207] de entre una familia muy amplia descubierta
por Giiven en la Ref. [206]. Resulta que estas soluciones, y todas las correspondientes a sistemas ligados con
energia de ligadura cero se pueden construir por superposicion armonica de las soluciones que describen
a uno s6lo de los objetos [208, 209], poniendo a cada componente de la métrica, multiplicadas, las fun-
ciones arménicas que tienen las soluciones individuales, con las mismas potencias, pero donde las funciones
armonicas s6lo dependen ahora de las dimensiones transversas comunes. Un ejemplo vale aqui mds que
mil palabras: si las soluciones que describen una tnica cuerda fundamental y una tinica Dp-brana son las
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Ecs. (15.68) y (15.76), la solucién que describe la interseccidon de una cuerda fundamental que estd en la

direccion y y una Dp-brana que estd en las direcciones 2, = (zl, ..., 2P)es
2 —1/2 771 3,92 +1/277—1 5 2
ds; = Hp, 1ZIF1dt _flz/)g Hpydy
- =2 =2
—Hp, dzp —HDp d:rg_p,
A (p—3)
e—2(0—00) — HDppz Hpy,
CO D = e (Hpl - 1), (16.24)
By = +(Hp —1),
hpp F1
Hpyr1 = 14 22—,
" |Z3—p|0—P

Es evidente como extender este ejemplo a otros casos. Lo importante es que las soluciones asi obtenidas
no son enteramente satisfactorias porque no nos dicen en qué punto la F1 intersecta la Dp-brana, y las
F1 estd deslocalizada sobre el volumen del mundo de la Dp-brana. En algunos casos las dependencia de
las funciones arménicas se puede extender a algunas de las dimensiones transversas relativas, pero no hay
soluciones que describan intersecciones completamente localizadas. Una referencia en la que se discute este
problema es [210].

Que se puedan construir estas soluciones por superposicion en una teoria tan no-lineal como la gravitacién
nos da idea de lo especiales que son, de lo peculiar que es tener objetos cuya energia de interaccién es cero
y de lo crucial que es la supersimetria en este juego.

16.3.2 Intersecciones con ondas gravitacionales y transformaciones de Lorentz singulares

Antes de finalizar esta leccién vamos a ver un método de generar soluciones que describen una onda grav-
itacional propagéndose en una direccién del volumen del mundo de una p-brana cualquiera. El método fue
ideado originalmente por Aichelburg y Sexl para generar una onda gravitacional plana de choque a partir de
la solucién de Schwarzschild [211]. Aplicado a las p-branas negras cargadas de las Ecs. (15.39), nos va a
dar una onda gravitacional plana moviéndose en el volumen del mundo de una p-brana extrema. Esto nos va
a dar pie para estudiar las ondas planas, que son soluciones puramente gravitacionales que no pertenecen a
las familias de soluciones que hemos estudiado.
Consideremos una solucién de la forma genérica
ds®> = H©® [Wdt2 — dyjﬁ_l — dz2]

—HP [Wdp? 4 p?d?]

e—2(¢—d0) — H7
(16.25)
A L, o= a(H 1),
(p+1)tytyr— 'z «

h
W= 142, H=1+-,
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Ni la dimensién ni el sistema de referencia conforme en el que trabajemos son relevantes. Hacemos la

t coshy sinh~y t
< z ) - ( sinh~ cosh~ ) ( z )’ (16.26)

que deja invariante todo® menos este trozo de la métrica:

transformacién de Lorentz

Wdt? — dz* — dt* — dz? + cosh? (W — 1)(dt + tanh? ydz)?, (16.27)

que en el limite singular v — 0o, w — 0 con e2Yw — hyy finito, se convierte en

h
Hy'dt? — Hwldz — (Hy! = 1)di?,  Hw =1+ 2, (16.28)
y obtenemos la nueva solucién con métrica
ds® = H* {Hy}'dt* — Hy[dz — (Hy! — 1)dt)* — dg?, } — HPd#?, (16.29)

y los demds campos como antes. Esta solucién tiene dos pardmetros independientes h y hyy. Si h = 0 todos
los campos salvo la métrica se vuelven triviales y obtenemos una nueva solucién puramente gravitatoria:
la onda gravitacional plana, véalida en cualquier dimensién y para cualquier funcién arménica Hyy de las
coordenadas T, aunque nosotros escogemos aqui una determinada (d > 4):

ds? = I'Iﬁ/ldt2 — Hw[dZ + Q(Hﬁ/l - l)dt]Q - dj%—Q’

B (16.30)

Hy = 1+ 55—,
|Zq_o|d4

a = =1,

donde hemos incluido el parametro a: o« = +1(—1) cuando la onda se propaga en la direccion positiva
(negativa) del eje z.
La solucién general claramente representa la onda propagandose en la direccion —z del volumen del mundo
de la p-brana y obedece la regla de superposicidén armoénica.

Para determinar la constante de integracion hyy en términos de las constantes fisicas podemos utilizar de nue-
vo el método de la fuente, que aqui serd la accion de una particula sin masa. El resultado es, primeramente,
que Hyy debe de ser reemplazada por

Hy =1+ #5(%). u=(t —az). (16.31)

o

(El factor §(uq ) aparece también al tomar el limite v — 0 con cuidado [211].) Segundo,

B \/§\p2]87rG§3)

o (16.32)
(d - 4)W(d—3)

hw =

SEsto es asi porque la (p + 1)-forma tiene los dos indices tz.
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donde p* es el momento que transporta la onda. Este es un pardmetro continuo (a diferencia de la masa
ya la carga de las p-branas BPS), excepto si la direccién z es compacta, en cuyo caso estd cuantizado en
miultiplos enteros de 1/R,. Si queremos obtener la solucién compactificada, tenemos que tener en cuenta
que a funcién arménica Hyy depende de z a través de u y tenemos que hacer una expansion en serie de

V2

Fourier y quedarnos con el modo cero

O(ug) ~ —a—-, (16.33)
(ua) 2TR,
lo que, combinado con la cuantizacién del momento nos da
(d)
V8GN (16.34)

hw = R2(d — 4)w(g—3)

16.3.3 Agujeros negros a partir de intersecciones

Ahora estamos en condiciones de construir nuevas soluciones de tipo agujero negro a partir de intersecciones
de p-branas. Las mads sencillas son las de tipo Dy, || D,+4. No queremos utilizar branas con p > 6 porque
si no obtendriamos soluciones asintéticamente planas, y esto s6lo nos deja tres posibilidades: DO || D4,
D1 || D5y D2 || D6 que estan relacionadas por dualidad T y son adecuadas para agujeros negros en d =
6,5, 4 respectivamente, o dimensiones méas bajas compactificando dimensiones transversas. Sin embargo,
sabemos que los agujeros negros regulares tienen mas de dos cargas (y estdn compuestas por mds de dos
objetos) por lo que vamos a tener que afiadirlos. Lo mads sencillo es afiadir una onda gravitacional en una de
las direcciones del volumen del mundo comunes. Esto sélo es posible en los dos dltimos casos. A los dos
primeros se les puede afiadir una cuerda fundamental.

Si queremos obtener un agujero negro en d = 4 ademdas vamos a necesitar un cuarto objeto que suele ser
un monopolo de Kaluza-Klein o una S5. Por simplicidad vamos a considerar el caso en d = 5 D1 || D5
al que vamos a afiadir una onda gravitacional en la direccién de la cuerda. Esta configuracién fue estudiada
por primera vez por Callan y Maldacena en la Ref. [215], como alternativa més simple a la construccion
original de Strominger y Vafa [214], y su versién dual W || D2 || D6 fue considerada poco después por
Maldacena y Strominger en la Ref. [217]. En d = 4 se usaron las configuraciones W || D2 || D6 mds una
S5 en el mismo articulo y las configuraciones DO || D4y D1 || D5 con F1 y monopolo de Kaluza-Klein por
Johnson, Khuri y Myers en Ref. [218]. Nosotros no hemos mencionado el momento angular, pero es posible
tener también agujeros negros supersimétricos con momento angular en d = 5 y su construccién a partir de
configuraciones de objetos extensos de Teoria de Cuerdas se hizo en la Ref. [216].

16.4 El agujero extremo W || D1 || D5end =5

La solucién de la que vamos a partir se construye usando el principio de superposicién arménica. La config-
uracién de Np; D1-branas, Nps D5-branas y una onda gravitacional con nimero de momento Ny es

D1|+ |+

D5|+ |+ + + + + - — — — (16.35)
W+—)NNNN————

donde un signo + indica que esa direccion es del volumen del mundo de la brana (isométrica, pues), un
signo menos que es una direccidn transversa en la que la solucién conserva la dependencia, un ~ que es una
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direccidn transversa pero que hemos compactificado, eliminando primero la dependencia en esa coordenada
por el procedimiento explicado en el capitulo anterior, y el signo — denota la direccidon de propagacién de
la onda, y también vamos a eliminar la dependencia en la misma. Las direcciones espaciales con 4+, ~ 6 —
van a estar compactificadas en un 5-toro 7° = S x T de volumen V° = 27 RV* donde R es el radio de la
coordenada y' y V4 = (2m)4 Ry ... Ry el del T en el que estdn compactificadas las coordenadas 2, . . ., y*
y las funciones armdnicas van a depender Gnicamente en las 4 coordenadas transversas comunes 4.

El principio de superposicion arménica nos da la siguiente soluciéon 10— dimensiononal, en el sistema de
referencia de la cuerda:

ds2 = HpPHM? {H7 di2 — Hy 2
[dy* + aw (Hy' — 1)dt] }

1/2 77—1/2 5 1/2 151/2 5
_HD/I HDS/ dy42 - HD/l HD/S d$427

e—2(¢—do) _ Hps/Hp, (16.36)
C@ 1 = api (Hp —1),
0(6)@1...%5 = Qp5s (HB; - 1) y

donde a%l ps.w = 1 sonlos signos de las cargas y el momento y donde las funciones armonicas estin dadas
por

7,2

Hi:1+#, i = D1, D5, W, (16.37)
T4

donde, para la D5-brana, ninguna de cuyas dimensiones transversas ha sido compactificada

125 = Npshps = Npsl2g, (16.38)

para la D1-brana, cuatro de cuyas dimensiones transversas han sido compactificadas en un 4-toro, usando la
relacién Ec. (15.89)

7"2D1 :NDlth VERQ...R5, (1639)

V4W(1) Vv ’

y para la onda gravitacional, que se propaga en una direccién compacta y tiene 4 direcciones compactas
transversas, usando primero Ec. (16.34), donde G g\l,o) viene dada por Ec. (14.28), y luego Ec. (15.89)

we)  Nwilg?
V4UJ(1) N R2V

(16.40)

Los tres Np1, Nps, Ny son enteros positivos.

Podemos compactificar inmediatamente la solucién a 5 dimensiones, obteniendo una solucidn con tres cargas
relativas a tres campos vectoriales, y con tres médulos: el dilatén ¢, Ky que mide el volumen local del 4-toro
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y K que mide la longitud del circulo en el que se enrolla la D-cuerda:

d5% = (Hp HpsHy) %3 dt?
— (Hp1HpsHy)'/? dzi2,
ds? = (HpiHps) /? Hy'dt> — (HpHps)"/? dz2,

16.41
A(D1,D5,W)t = Qap1,p5,W <H5% D5,W — 1) ’ ( |

Ky /Kyo = Hpi/Hps,

e~ 2d—00) — KR/KR()Z(HDlHD5)_1/4HI}I£2'

Los tres mddulos son finitos en el horizonte de este agujero negro extremo. Ademas, el volumen del horizonte
(en el sistema de referencia conforme de Einstein) es también finito, como en el agujero de Reissner y
Nordstrom extremo

A = w(g) (lim|x~4|_>0 ’f4|6 HDIHD5HW)1/2 = 27‘(2 (TD17”D57"W)1/2
2 £y (16.42)
= 2 Npi1Nps Ny —=2=—.
7T D14iVD54iVW RV

La entropia en cualquier dimensién viene dada por un cuarto del volumen del horizonte medida en unidades
de Planck [187]:

(10) 8 2

A (5) GN ™ ﬂsg
_ _ - 16.43
S 1G9 On (2m)5RV 4 RV’ (1649

lo que implica la bellisima férmula

S = 21/Np1 Nps Ny (16.44)

Al expresar todos los pardmetros de la teorfa y la solucién en funcién de constantes de la Teoria de Cuerdas
hemos obtenido un valor para la entropia que no depende de ninguno de los médulos g, R, V' ni de la longitud
de la cuerda /;, y sélo depende de nimeros enteros, lo que nos hace concebir esperanzas de que este valor
se pueda explicar a través del recuento de estados. Observemos que la masa del agujero negro si depende de
los médulos:

_ NmR | NpsRV. | N

M
gls gl8 R

(16.45)

Sirpy; = rps = ry entonces todos los médulos toman un valor constante®, y la métrica es (no hay distincion

®En rigor, dado que estas constantes dependen de los nimeros enteros Np1, Nps, Ny, esto no es posible salvo para valores
espaciales de los médulos g, R, V. Sin embargo, si los enteros Np1, Nps, Nw son suficientemente grandes, podemos estar arbi-
trariamente cerca de la igualdad.

VII Escuela “ La Hechicera ” Relatividad, Campos y Astrofisica



234 Tomas Ortin

entre los sistemas de la cuerda y Einstein)
ds* = H2dt*> — Hdi?, H = Hp, = Hps = Hyy, (16.46)

justamente la del agujero negro extremo de Reissner y Nordstrom en d = 5. Esta métrica estan entre las
soluciones extremas del modelo a con a = p = 0,d = 5 Ec. (15.40). La unica diferencia es que ahi
estd cargada s6lo con respecto a un vector y aqui con respecto a 3. Esto es necesario para que podamos
considerar la solucién como una solucién de la teoria efectiva de cuerdas IIB, que tiene muchos més campos
cuyas ecuaciones de movimiento se han de satisfacer incluso aunque tomen su valor de vacfio.

Hemos asi conseguido no s6lo obtener una solucidn de agujero negro extremo con entropia distinta de cero
en una teorfa de SUGRA, sino que hemos identificado todos sus componentes elementales: D1- y D5-branas
mads una onda gravitacional. El siguiente paso es intentar deducir de esta composicién macroscépica, el
nimero de microestados del sistema y obtener de élI la entropia.

16.5 Microestados y entropia de W || D1 || D5

Desde el punto de vista de la Teoria de Cuerdas microscdpica, el agujero negro que hemos obtenido es un
vacio en el que se debe cuantizar la cuerda, teniendo en cuenta las condiciones de contorno que impone la
presencia de D-branas. Pero no sabemos cuantizar la cuerda en él porque en general la constante de acoplo
de la cuerda va a ser grande y s6lo sabemos cuantizar perturbativamente las cuerdas.
En este punto hacemos uso de la independencia de la entropia de la constante de acoplo, una independencia
asociada a la supersimetria. Si tomamos el limite g — 0, puesto que todos los ;s llevan potencias positivas
de g, la solucién tiende al espacio plano. En este limite de espacio plano si sabemos cuantizar las cuerdas
e identificar los microestados. El resultado, del que derivaremos la entropia serd vélido para g grande, en el
que recuperamos el agujero negro extremo. Este es uno de los puntos cruciales de este célculo. Otra razén
por la que el calculo es valido es porque los tinicos microestados que contribuyen a la entropia son también
BPS. Su ntiimero estd determinado por la supersimetria (es decir, por la cinemética, no la dindmica) y es
completamente independiente de g, como de hecho demuestra la expresion que hemos obtenido para S.
Asi pues, debemos de identificar la teoria de cuerdas definida en el vacio de D1- y D5-branas que ademas
tiene momento en la direccién de la D1. En este punto echamos de menos el no haber podido dar paralela-
mente un curso de Teoria de Cuerdas basado en el enfoque tradicional de la fisica bidimensional en vez de
en la fisica espacio-temporal que nosotros hemos seguido, pero es imposible explicar ambos enfoques en un
tiempo reducido. Intentaremos explicar al menos la esencia de esta parte del célculo.
Las teorias de cuerdas son casos especiales de Teorias de Campos Conformes bidimensionales [230]. Estas
teorias estan caracterizadas por su carga central c. Ademas tienen un espectro infinito de estados cuya
degeneracion crece con la energia. El comportamiento asintético de la degeneracion de estados viene dado
por la formula de Cardy

p(E) ~ eVTe=24E0)EL/3 (16.47)

donde Ej es la minima energia y L la longitud de la coordenada espacial, que aqui es 27 R. De todo el
espectro de la teorfa sélo van a contribuir significativamente’ a p(£) modos correspondientes a cuerdas
abiertas con un extremo en una D1 y otro en una D5, y con momento en la direccién y'. El nimero de
estos modos es proporcional al producto Np; Nps puesto que pueden empezar o acabar en D1- y D5-branas
distintas., y por lo tanto esperamos que ¢, que es proporcional al nimero de grados de libertad de la teoria

"Hay contribuciones de otros estados a esta férmula de la entropfa, que sélo debe de ser considerada aproximada [231].
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conforme, sea proporcional a este producto. Una evaluacién precisa que no podemos reproducir aqui da
precisamente ¢ = 6Np;Ny. Por otro lado, la energia de estos modos es igual a su momento Ny /R.
Sustituyendo en la férmula de Cardy todos estos datos, tenemos

p(E) = *mVNpilNpshw, (16.48)

lo que nos lleva inmediatamente al valor de la entropia que calculamos m4s arriba.

16.6 Comentarios finales

En el breve tiempo de que hemos dispuesto hemos intentado describir, desde sus fundamentos, los modelos
de agujero negro de la Teoria de Cuerdas. Hemos llegado a explicar como una configuracién de objetos
extensos de la teoria, en acoplo fuerte, da origen a una métrica de agujero negro cargado extremo con
horizonte regular y cémo el conocer esa configuracién nos permite hacer un célculo estadistico de la entropia.
Hay muchas cosas més que deseariamos haber podido contar: los modelos de agujeros extremos en d = 4
[217, 218], los de agujeros negros cuasi-extremos en d = 5 [215, 219], d = 4 [221] y con rotacién [220]
y cémo estos modelos explican la radiaciéon de Hawking [222, 223, 224], el Principio de correspondencia
[212, 213], Ia relacién de estos cdlculos de la entropia con el agujero negro en tres dimensiones de Bafiados,
Teitelboim y Zanelli [225, 226, 227, 228], y la relacién de todo esto con la dualidad entre SUGRA y Teorias
de Campos Conformes [229] a través de la geometria del horizonte. Esperamos que al lector interesado estas
lecciones le sirvan como un buen punto de apoyo para adentrarse en este interesante mundo de ideas.
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Apéndice

A

Convenios y formulas

A.1 Convenios de geometria diferencial

Utilizamos letras griegas u, v, p, . .. como indices tensoriales en la base de coordenadas (indices curvos) y
letras latinas a, b, ¢ . . . como indices tensoriales en la base del espacio tangente asociada a una tétrada (indices
Lorentz o planos). Usamos dobles gorros sobre objetos once-dimensionales, un gorro para objetos diez-
dimensionales y ninguno para objetos en menos dimensiones. Simetrizamos y antisimetrizamos con peso uno
(dividiendo por n!). A veces utilizamos el siguiente convenio: los indices que no escribimos explicitamente
estan completamente antisimetrizados en el orden correspondiente. Esto es similar a la notacién de formas
diferenciales, pero los factores numéricos difieren.

Nuestra signatura es (+ — - - - —). i es la métrica de Minkowski y la métrica en general es g (§ es la métrica
11— dimensiononal, g es la métrica 10— dimensiononal en el sistema de referencia conforme de la cuerda).
Los indices planos y curvos estan relacionados por las tétradas e, y sus inversos e, que satisfacen

b
eauebyglw = Tab, euael/ Nab = Guv- (A.1)

V es la derivada covariantes total (con respecto a reparametrizaciones y transformaciones Lorentz locales) y
D es la derivada covariante Lorentz. Estin definidas por

(A.2)
y sobre tensores del espacio tangente y espinores (i) por
Vufu = 8#51} + F,upygpa
Dus® = Ou€" +wus", (A3)

V“LZJ = a,ud’_%w,uabr‘ab@ba

donde I'y;, es el producto antisimétrico de dos matrices gamma. Los tensores de curvatura y torsién corre-
spondientes estdn definidos a través de las identidades de Ricci

[Vua vu] & = Ruuop(r) §7 + Tuuovafpa

(A.4)
[Duv Du] §* = Ruvba(w)fba
y las curvaturas estdn dadas en funcién de las conexiones por
Rup”(T) = 20,1, + 211[ul>\UFl/]pA’
(A.5)
Rwab(w) = 28[M w,,]ab — QW[MGC w\z/]cb'
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Imponiendo el postulado de las tétradas
Vel =0, (A.6)

las dos conexiones estin relacionadas por
Wua” = Tpa® + €a”0pe.’, (A7)
y las curvaturas de ambas conexiones estdn a su vez relacionadas por
Ry’ (T) = e, "¢y Rywa’ (w). (A.8)

Si imponemos el postulado métrico
Viugps =0, (A9)

entonces la conexidn se puede escribir siempre asi:

P’ = { g } + K’ = pr(g) + K", (A.10)
nv
donde
{ :V } = %g/’” {0u9v0 + 0vgpo — 09} - (A.11)
son los simbolos de Christoffel, y K, es el tensor de contorsion, que depende del tensor de torsion T' asi:
Kuup - %gpa {Tuou + Tuau - Tul/a} . (Alz)
Si, ademds del postulado métrico imponemos el postulado de las tétradas, entonces la relacion entre I' y w
implica
Wabe = wabc(e) + Kape, wabc(e) = —Qape + Qpea — Qcaba
Qu® = ed'ep” )y (A.13)

w(e) es la conexidn de espin relacionada con la conexién de Levi-Civita I'(g) por el postulado de las tétradas.

A.2 Matrices gamma y espinores

A21 d=11

Nuestras matrices gamma 11— dimensiononales satisfacen
{fé, ff’} — 127, (A.14)

con la undécima matriz gamma I'' relacionada con las otras por

P10 0 9= i

" (A.15)

donde I'}y serd la matriz de quiralidad en 10 dimensiones. Son puramente imaginarias (es decir, estdn en una
representacion de Majorana)

A A

[é* — _pa (A.16)
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y son todas, salvo I'°, antihermiticas :

fot — 40
(A.17)

5>

it = 1, —1,....10.

Las propiedades de hermiticidad combinadas con su el hecho de que son imaginarias puras, implican que

todas ellas son simétricas excepto I'Y, que es antisimétrica:

fir = i
(A.18)
0T = 41 i=1,...,10.
10 tiene la propiedad
POre o — paf, (A.19)
por lo que podemos escoger como matriz de conjugacién de Dirac D la matriz antisimétrica y real
D =4l (A.20)
que satisface
222 24 22 2 NT
D lain p-1 — (_1)/2 (ral"'“n) : (A21)
Nuestra matriz de conjugacidn de carga es igual a la de conjugacién de Dirac
C=D=il", (A.22)
y, por lo tanto
¢cT=¢t=¢"'=-¢, (A.23)
y P A s
crac—t = 1ot (A.24)
Esta dltima propiedad implica
§binein o1 = (Cayesiv (finin) T (425
La definicion habitual de conjugado de Dirac
A= \D, (A.26)
y conjugado de Majorana
M= \T¢, (A.27)

A=A (A.28)
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es equivalente a requerir que todas las componentes de un espinor de Majorana sean reales. Usando (A.25)
y la definicion de espinor de Majorana (anticonmutante), tenemos

s>

[aein ) — (_qymti/2) ) findn g (A.29)

con lo que esta combinacién bilineal es simétrica paran = 0, 3,4, 7, 8 y antisimétricaparan = 1,2, 5,6, 9, 10.
Por otro lado, tomando el conjugado hermitico de la misma combinacién ! y usando (A.21) tenemos

=22 2\ I
(é G1-Gm T,Z)) :(_1)[n/2]¢ra1.~-an é (A.30)

r
lo que implica, al comparar con Ec. (A.29) que pata n par es real e imaginario para n impar.
Finalmente, tenemos la identidad
S e )L LR P T IN  S
parsan = 1randrUll=nTr, o . A3l
! (11 —n)! ‘ bibii—n (A3D)

A22 d=10

La representacion de Majorana de las matrices gamma 11— dimensiononales se puede construir a partir de
una representaciéon de Majorana 10— dimensiononal (son matrices de la misma dimensién)

e = 14 g=0,...,9,
(A.32)
0 = 4400, .1
Los espinores 10— dimensiononales son idénticos a los 11— dimensiononales y las mismas definiciones e
identidades son vélidas para ellos, pero en 10 dimensiones también se pueden definir espinores de Weyl, que
poseen propiedades adicionales. Los espinores de Weyl se definen con la matriz de quiralidad I

Iy =—1°...19 =70, (A.33)

que es hermitica y satisface (f11)2 = +1. Espinores de Weyl de quiralidad positiva 1[1(” y negativa 1[)(_) se
definen por
D@ = £, (A.34)
Ademads, en 10 dimensiones se pueden definir espinores de Majorana-Weyl. Es ttil trabajar en una repre-
sentacién de Majorana-Weyl de las matrices gamma en la que éstas son imaginarias y I'11 toma la forma
R li6x16 0
Iy = Ligx16 ® 0 = . (A.35)
0 —lexie
En la representacion de Majorana-Weyl, cada espinor de Majorana (real) se puede construir como suma
directa de un espinor de quiralidad positiva y otro de quiralidad negativa de 16 componentes:
pH)
) = . (A.36)
()
Finalmente, tenemos la identidad
10—n)/2]+1 A
(—1lao=m/a cirinbibonp
(10 — n)! b1--b10—n

[ [0t — (A.37)

"Usamos el convenio (ab)* = +a*b* para variables anticonmutantes.
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A23 d=9

La representacién 10— dimensiononal de Majorana-Weyl, se puede construir a partir de una representacion
puramente real (Majorana) de las matrices gamma 9— dimensiononales:

[* = I'"®s? a=0,...,8,

(A.38)
I = Tiexie @io,
donde T'® satisface
r=r°...17. (A.39)
Como antes, I'® serd proporcional a la matriz de quiralidad 8— dimensiononal
[g)g=il® =4I"-..T". (A.40)

Se puede comprobar explicitamente que con estas definiciones, la representaciéon 10— dimensiononal es
quiral y que I'1; = 16116 ® o3,

A24 d=14

En 4 dimensiones podemos utilizar representaciones Majorana o Weyl, pero no Majorana-Weyl. Nosotros
utilizamos una representacion puramente imaginaria (Majorana). La matriz de quiralidad es

) i
v = —Z’70’71’72’}/3 — Eeabcd,yabcd’ (A41)

hermitica e imaginaria (y, por lo tanto, antisimétrica). En esta representacion podemos usar como matrices
de conjugacién de Dirac y de conjugacién de carga D = C_ = i1, que es real y antisimétrica. La condicién
de Majorana es que los espinores de Majorana son reales ¢ = ¢*.

Finalmente, también tenemos la identidad

(—=1)l/2;
(4—mn)!

ai-an __ ai1-+anbi-ba_n

v Vor-bs—n V5 (A42)

A.3 Geometria extrinseca

Sea una hipersuperficie Y inmersa en un espacio-tiempo d— dimensional con métrica g,,,, y sea n# su vector

unitario normal:
e =+1, X tipo espacio,
nf'n, = ¢, (A.43)
e=—1, ¥ tipo luz.

La métrica inducida en X es

hyw = guv — enyuny,. (A.44)

hy. tiene cardcter (d — 1)— dimensional pero estd escrita en forma d— dimensional y es evidentemente
singular y no se puede invertir. Sus indices se suben y bajan con g. Obsérvese que h;,n” = 0y porello h
se puede usar para proyectar tensores sobre X..
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Una forma de medir cuan curvada estd X en el espacio-tiempo seria medir la variacién de su vector unitario
normal sobre ella. Mateméticamente esto se expresa asi:

Ky = 71"V (o), (A.45)

donde KC,,,, recibe el nombre de curvatura extrinseca o segunda forma fundamental.

Podemos considerar un campo de vectores unitarios n*(x) definido sobre todo el espacio-tiempo. Este
campo determina una familia de hipersuperficies. Podemos entonces calcular la derivada de Lie de las
métricas inducidas sobre las mismas en la direccién de los vectores unitarios. El resultado es que esta
derivada es dos veces la curvatura extrinseca

Kuw =2 Lphu. (A.46)

La traza de la curvatura extrinseca se denota por K y estd dada por

K = " Ky = B*V 4n,. (A.47)

A.4 n-Esferas

La n— dimensional esfera de radio unidad S™ puede definirse como la hipersuperficie de radio constante
r = 1 en el espacio euclidiano (n + 1)— dimensional. r es una de las coordenadas esféricas (n + 1)—

dimensionales {7, ¢, 01, ...,0,_1} definidas en funcién de las cartesianas {z", ..., 2"} por las relaciones
z! = p,_ising,
22 = pp_1cosp,
3 = pu_gcosby, (A.48)
a¥ = pn_gy1c0sby_o, 3<k<n+1,
donde
o= [ 4. 4 (@2 = Hin:l Sin 0y, —pm,
(A.49)
po = r=[&H2+... + (a2
La forma de volumen en S™ es
n—1
A" = do [ ] sin’ 6:d6;, (A.50)

i=1

En coordenadas cartesianas del espacio ambiente (n + 1)— dimensional toma la forma

1

dQn = mEHl.‘.HnJrlxun*'ldl'ul e dxﬂn_ (ASI)
n:r

Otras identidades ttiles son
A"tz = rdrdQ",
(A.52)
mdr = d'y/Jgl.

donde las ys son coordenadas en S™.
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El volumen de la n-esfera de radio unidad S™ viene dado por la integral de la forma de volumen sobre toda

la esfera:
27rnTJrl
Wiy = dQ" = ~ . (A.53)
o=, e
Usando
D(z+1)=al(z), T[O)=1, T(1/2)=x"2 (A.54)

obtenemos w1y = 27, w(g) = 4T, w(3) = 272 etc.

La métrica inducida en S™ en coordenadas esféricas es )2 su relacidon con la métrica del espacio euclid-
(n) Y

iano ambiente es:

dZ? = dpj+ pgdb2_, + ...+ p2_od07 + p2_,dp?

= dr*+r*{dh?2_,
+sin 6,1 [d@%f2
+sin? O, (df2_4 (A.55)
+ SiIl2 en_g ( B
.-+ sin? 6 (d@% + sin? 01d<p2) . ))] }

= dr’+ TQdQ%n).
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