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Prefacio

La Escuela La Hechicera (http://www.ciens.ula.ve/˜escuela/), en relatividad, campos y astrofı́sica, ha real-
izado su séptima edición. Son siete noviembres ininterrumpidos en los que cerca de ochenta estudiantes
avanzados, de pre y postgrado, profesores, veteranos investigadores invitados, de las disciplinas como la
fı́sica teórica, la relatividad, la teorı́a cuántica de campos y la astrofı́sica; confluyen en un mismo espacio y
un mismo tiempo discutiendo, compartiendo certezas y dudas, aprendiendo y enseñando las diversas caras
de su pasión común. Son ya 22 profesores invitados y cerca de 2000 páginas escritas para los libros de la
Escuela.
En el presente volumen el lector encontrará las clases impartidas por los expositores invitados a dictar los
cursos en esta VII Escuela La Hechicera, durante los dı́as 4 al 9 de noviembre de 2001 en su sede permanente,
la Facultad de Ciencias de la Universidad de Los Andes, en La Hechicera, Mérida, Venezuela.

Los autores y sus capı́tulos

El tema que sirve de hilo conductor en esta VII edición es el de los agujeros negros. Los capı́tulos del libro
reflejan tres perspectivas del papel relevante que estos asombrosos objetos tienen en el mundo de la fı́sica y
la astrofı́sica: el primer capı́tulo es responsabilidad la astrofı́sica venezolana Nuria Calvet, actualmente en
el Harvard-Smithonian Center for Astrophysics, en Boston, USA. El curso de la profesora Calvet se titula
”Origen y Evolución Estelar”.
El segundo es autorı́a del relativista Miguel Alcubierre, actualmente en el Instituto Albert Einstein en Pots-
dam, Alemania. Su curso se llama ”Introducción a la teorı́a de los agujeros negros”
Finalmente, el tercer y último capı́tulo del libro es obra del campista Tomás Ortı́n, de la Universidad
Autónoma de Madrid, España. El tı́tulo del curso es ”Agujeros negros clásicos y cuánticos en Teorı́a de
Cuerdas”

Agradecimientos

Como siempre, la puesta en marcha y la realización de una idea como la de la Escuela La Hechicera, requiere
de la participación y del apoyo definitivo de diferentes instituciones y dependencias, y por supuesto, del
esfuerzo de muchas personas. El Comité Organizador de esta VII Escuela, formado por Alejandra Melfo,
Nelson Pantoja, Adel Khoudeir, y Héctor Rago, quieren y deben agradecer a las siguientes instancias, cuyo
aporte fue relevante para la realización de la Escuela:

• Consejo de Investigaciones Cientı́ficas y Tecnológicas de Venezuela, (CONICIT), a través del progra-
ma de los Postgrados Integrados.

• Centro Internacional de Fı́sica Teórica (ICTP), de Trieste, Italia.
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• Fundacite-Mérida.

• Fundación Polar

• Consejo de Desarrollo Cientı́fico Humanı́stico y Tecnológico de la Universidad de Los Andes

• (CDCHT-ULA)

• Centro de Estudios de Postgrado (CEP) de la Universidad de Los Andes

• Postgrado en Fı́sica Fundamental, de la Universidad de Los Andes

Finalmente, a los participantes, estudiantes y profesores, esencia misma de la Escuela y sin los cuales la
idea misma pierde sentido. Queda una vez más ratificada la sospecha de que más allá de las dificultades y
obstáculos inevitables, el esfuerzo sigue valiendo la pena.
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9.4 Censura cósmica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
9.5 Masa, momento angular y carga . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
9.6 La ergósfera de un agujero negro en rotación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99



v

10 Perturbaciones de agujeros negros 101
10.1 Perturbaciones de la métrica: La ecuaciones de Regge-Wheeler y Zerilli . . . . . . . . . . . 101
10.2 Modos quasi-normales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
10.3 Estabilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

11 Simulaciones numéricas de agujeros negros 107
11.1 El formalismo 3+1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

11.1.1 Foliación en hipersuperficies espaciales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
11.1.2 Curvatura intrı́nseca y curvatura extrı́nseca . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
11.1.3 Las ecuaciones de Einstein en forma 3+1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

11.2 El problema de los valores iniciales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113
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Resumen

Tras una revisión de los resultados clásicos de termodinámica de los agujeros negros de Schwarzschild y de
Reissner y Nordström, estudiamos las soluciones de tipo agujero negro de las teorı́as de supergravedad en
cuatro dimensiones para, a continuación estudiar las teorı́as efectivas de cuerdas (supergravedades en diez
y once dimensiones), la construcción de soluciones de tipo agujero negro en cuatro dimensiones a partir de
soluciones elementales de estas teorı́as en diez y la interpretación microscópica de su entropı́a utilizando los
grados de libertad de las teorı́as de cuerdas..
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Introducción

El siglo pasado ha visto el nacimiento y triunfo de dos teorı́as-marco de la Fı́sica: la Relatividad Especial y la
Mecánica Cuántica, fructı́feramente combinadas en las Teorı́as de Campos Relativistas que describen tres de
las cuatro interacciones fundamentales de la Naturaleza con un detalle y una precisión inconcebible para los
propios pioneros. La cuarta fuerza, la gravitación, está descrita por lo que parece simplemente una extensión
de la Relatividad Especial: la Relatividad General en la que se confunden las caracterı́sticas de una teorı́a-
marco a cuyas reglas (covariancia general) deben adaptarse otras teorı́as especı́ficas con las caracterı́sticas
de una teorı́a de la interacción gravitatoria que afecta a todas las formas de energı́a. De este doble carácter
nacen la riqueza y todos los problemas de interpretación de esta teorı́a y su posible versión cuántica.
Ası́, por ejemplo, es posible interpretar la Relatividad General como una teorı́a que determina consistente-
mente el espacio-tiempo en el que toda la Fı́sica se desarrolla (geometrodinámica) y también como una teorı́a
que describe la propagación de un campo que interactúa débilmente con toda la materia y consigo mismo en
un espacio-tiempo mincosquiano. Este segundo punto de vista surgió mucho después del primero que es el
originalmente adoptado por Einstein al proponer su teorı́a y permitirı́a, en principio, cuantizar la gravitación
siguiendo las pautas generales de las Teorı́as de Campos Relativistas.
No es nuestra intención revisar aquı́ la historia de los diferentes intentos de llevar a cabo este programa que,
aunque sin éxito, no fueron infructuosos puesto que contribuyeron a poner los fundamentos de la cuanti-
zación de las teorı́as con invariancias locales. Lo que nos interesa es señalar que este camino lleva indisol-
ublemente asociada la idea del cuanto del campo gravitatorio: el gravitón, una partı́cula sin masa de espı́n
dos, que no aparece en otras propuestas (gravitación euclidiana, cuantización por bucles etc.) sobre las que
vamos a dar un salto en el tiempo y en el espacio de teorı́as para llegar a las Teorı́as de Cuerdas, en cuyo
espectro sı́ se encuentra. La importancia de este hecho es que una partı́cula sin masa de espı́n dos es siempre
un gravitón, con acoplos que, a bajas energı́as, son forzosamente los predichos por la Relatividad General,
por lo que la Teorı́a de Cuerdas, originalmente utilizada para describir resonancias hadrónicas, es una teorı́a
de gravitación cuántica, directa heredera de los primeros intentos de cuantizar la gravitación.
A finales de la década de los ochenta y principios de la de los noventa, se habı́a vuelto un lugar común el
decir que la Teorı́a de Cuerdas era la única teorı́a de gravitación cuántica consistente (ignorando problemas
como la convergencia de las series perturbativas). Aún cuando ofrecı́a ventajas como la finitud de los dia-
gramas, no resolvı́a ningún problema (aparte de la unificación de las interacciones y partı́culas elementales,
y esto hasta cierto punto) ni hacı́a ninguna predicción. Otras direcciones de investigación basadas en el as-
pecto geométrico de la gravitación, sin embargo, habı́an dado como resultado que los agujeros negros tienen
entropı́a y temperatura y emiten radiación como si fuesen objetos negros que tienen esa temperatura, pero
sin poder ofrecer una interpretación de esa entropı́a ni del mecanismo de radiación y sin resolver el problema
de la aparente pérdida de información en el Universo implicada.
En la segunda mitad de los noventa, la comunidad de teóricos de cuerdas concentró sus energı́as en la
resolución de estos problemas elaborando modelos de agujero negro “cuerdı́stico” en los que los grados
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elementales de libertad dieran cuenta de la entropı́a y de la radiación de los mismos. Para ello hubo que
intensificar la investigación en los aspectos geometrodinámicos de la teorı́a y hubo que hacer uso de nuevas
herramientas: los objetos extensos (p-branas etc.) y las dualidades. Hoy se puede decir que la Teorı́a
de Cuerdas ha conseguido su primer éxito con la elaboración de estos modelos pues, si bien los modelos
describen sólo ciertos tipos de agujeros (extremos y cuasi-extremos), no es menos cierto que ninguna otra
teorı́a da mejores modelos.
En estas lecciones se pretende revisar los problemas de la entropı́a y la información de los agujeros negros y
cómo son resueltos en ciertos casos por la Teorı́a de Cuerdas, sin hacer una innecesaria apologı́a de la misma.
El lector/oyente debe de juzgar por sı́ mismo si los resultados justifican los muchos esfuerzos honestos que se
han hecho para llegar a ellos o las afirmaciones un tanto temerarias de algunos de los lı́deres de este campo.
Este resumen no es, ni mucho menos, el único que existe sobre este tema y es obligado mencionar aquı́ a los
más sobresalientes, a los que debemos mucho. El más completo de todos, hasta la fecha, es el de Peet Ref. [1],
que trata todos los temas de que vamos a hablar. La tesis doctoral de J. Maldacena Ref. [2] es una buena
introducción pedagógica y el de Das y Mathur [3] es también razonablemente completo. Otros resúmenes
interesantes por su particular enfoque o como fuentes de bibliografı́a son Refs. [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12].
El plan general de estas lecciones es el siguiente: en la primera estudiaremos las ideas básicas de la ter-
modinámica de los agujeros negros, utilizando como ejemplos los agujeros negros de Schwarzschild y de
Reissner y Nordström. En la segunda lección estudiaremos estos mismos agujeros negros y otros más gen-
erales desde el punto de vista de supersimetrı́a y supergravedad. En la tercera comenzaremos el estudio de
las teorı́as de cuerdas desde el punto de vista de su acción efectiva y en la cuarta estudiaremos soluciones
fundamentales de estas acciones efectivas (que son acciones de supergravedad) y cómo construir con ellas
soluciones de tipo agujero negro. Finalmente, en la quinta y última lección veremos cómo, haciendo uso
de las ideas desarrolladas en las lecciones anteriores, con la teorı́a de cuerdas explicamos la entropı́a de una
solución concreta de agujero negro en cuatro dimensiones.
El apéndice A contiene nuestros convenios de signatura, conexión, curvatura, ı́ndices etc.
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Capı́tulo

12
Termodinámica y acción euclidiana

Introducción

En esta primera lección vamos a repasar ideas y resultados bien establecidos acerca de la termodinámica
de los agujeros negros de Schwarzschild de Reissner y Nordström. El agujero negro de Schwarzschild es
el arquetipo de agujero negro estático que se esperarı́a encontrar en el Universo a escala macroscópica y
uno de los objetivos de cualquier candidato a teorı́a de gravitación cuántica deberı́a de ser el reproducir
estos resultados clásicos a partir de sus grados de libertad y principios fundamentales. El agujeros negro
de Reissner y Nordström es el arquetipo del agujero negro estático que está cargado con respecto a otro
campo (en este caso un campo electromagnético). Como tal, no es relevante a escalas macroscópicas, pues
los objetos macroscópicos tienden a ser eclécticamente neutros, pero puede serlo a escalas microscópicas.
Precisamente, la teorı́a de cuerdas es capaz de dar una explicación para el valor de la entropı́a de agujeros
negros cargados en, o cerca de, el lı́mite extremo que los agujeros negros de Schwarzschild no poseen.
Por razones de tiempo, y por ilustrar un método algo menos convencional de calcular la temperatura y la
entropı́a de un agujero negro, vamos a hacerlo à la Gibbons y Hawking1 [13]. Para ver una introducción
pedagógica a la termodinámica de los agujeros más convencional, se pueden consultar las lecciones de
E. Verdager en esta escuela [15], los libros sobre Teorı́a Cuántica de Campos en espacios curvos [16, 17]
el artı́culo [18] y el excelente libro de Novikov y Frolov [19]. También son interesantes las lecciones de
Townsend [20].
Para empezar, vamos a repasar las constantes y unidades relevantes en los problemas que van a ocuparnos.

12.1 Preliminares

En d dimensiones, la acción de Einstein y Hilbert [21] para el campo gravitacional acoplado a materia es
[13, 22]

SEH [g] = c3

16πG
(d)
N

∫

M
ddx
√

|g| R(g)

+ (−1)d c3

8πG
(d)
N

∫

∂M
dd−1ΣK

+ Smateria.

(12.1)

R(g) es el escalar de Ricci de la métrica gµν , G(d)
N es la constante de Newton en d dimensiones, M es

la variedad d− dimensional sobre la que integramos y ∂M es su frontera. K es la traza de la curvatura

1Esta y otras referencias pueden encontrarse en Ref. [14].
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extrı́nseca de ∂M (véase el apéndice A.3). Finalmente

dd−1Σ ≡ n2dd−1Σρn
ρ ,

dd−1Σρ = 1

(d−1)!
√

|g|
ερµ1···µd−1

dxµ1 ∧ . . . dxµd−1 ,
(12.2)

donde nµ es el vector unitario normal a ∂M.
Por definición la métrica gµν es adimensional y las coordenadas tienen dimensiones de longitud. Las
unidades de G(d)

N en este sistema c 6= 1 son M−1Ld−1T−2. El factor convencional de 16π está asocia-
do a unidades racionalizadas únicamente en d = 4. Con estos convenios, la fuerza gravitacional entre dos
masas m y M en el lı́mite newtoniano es

~F = −8(d− 3)πG
(d)
N mM

(d− 2)ωd−2

~xd−1

|~xd−1|d−1
, (12.3)

donde ωd−2 es el volumen de la (d− 2) esfera de radio unidad (véase el Apéndice A.4). En el exponente de
la integral de Feynman

Z =

∫

Dg e+iSEH/~, (12.4)

tendrı́amos la combinación adimensional

SEH

~
=

2π

`d−2
Planck

∫

ddx . . . , (12.5)

donde
`d−2
Planck

2π
=

16πG
(d)
N ~

c3
, (12.6)

es la longitud de Planck d− dimensional2

−̀
Planck =

`Planck

2π
. (12.7)

Ésta es la única combinación de las constantes ~, c, G
(d)
N con dimensiones de longitud. Sin embargo, si

hay un objeto de masa M , hay dos combinaciones más con dimensiones de longitud: la longitud de onda
Compton asociada al objeto

−λCompton =
~

Mc
, (12.8)

que es de naturaleza puramente mecano-cuántica, y el radio de Schwarzschild o radio gravitacional d−
dimensional

Rs =

(

16πMG
(d)
N c−2

(d− 2)ω(d−2)

)
1

d−3

, (12.9)

de naturaleza puramente gravitacional y clásica. −λCompton nos da una idea del “tamaño cuántico” y RS del
“tamaño gravitacional” de un objeto de masa M .
Con las constantes ~, c, G

(d)
N también se puede construir una combinación con dimensiones de masa: la masa

de Planck

MPlanck =

(

~
d−3

G
(d)
N cd−5

) 1
d−2

, (12.10)

2A veces se usa la longitud de Planck reducida.
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en términos de la cual, el prefactor de la integral de Feynman es

c3

G
(d)
N ~

=

(

MPlanckc

~

)d−2

. (12.11)

Evidentemente, en el sistema natural de unidades `Planck = 1/MPlanck.
Objetos cuya masa es del orden de la de Planck tienen una longitud de onda Compton asociada que es del
orden del radio de Schwarzschild del objeto que, a su vez es del orden de la longitud de Planck:

M ∼MPlanck ⇒ −λCompton ∼ Rs ∼ `Planck. (12.12)

Objetos con una masa mayor que la de Planck tienen una longitud de onda Compton menor que su radio
de Schwarzschild y se comportan como agujeros negros bien descritos por la Relatividad General (RG),
mientras que si su masa es menor, no estarán localizados dentro de su radio de Schwarzschild y no se
comportarán como agujeros negros. Además a distancias menores que la longitud de Planck, los efectos
cuánticos empiezan a ser importantes y la RG debe de ser reemplazada por una teorı́a de gravitación cuántica.
Como veremos, en la Teorı́a de Cuerdas no hay una única constante que juega los papeles de constante de
acoplo y escala de longitud, como en la RG, sino que hay dos constantes: la constante de acoplo de la cuerda
g y la longitud de la cuerda `s que se combinan en la constante de Newton de acuerdo con Ec. (14.28), y
debemos comparar el radio de Schwarzschild de los objetos con `s, la escala a la que la Teorı́a de Cuerdas
como teorı́a de gravitación cuántica sustituye a la RG.

12.2 El agujero negro de Schwarzschild

Es una creencia firmemente establecida entre nuestra comunidad que los agujeros negros macroscópicos
(objeto de estudio de la Astrofı́sica) son el punto final del colapso gravitacional y que, tras un periodo de
tiempo más o menos largo, el colapso gravitacional de una estrella neutra y sin momento angular, produce
un agujero negro de Schwarzschild estático y esféricamente simétrico. Nosotros vamos a estar interesados
en agujeros negros de diversos tamaños, sin hacer referencia a su posible origen (primordial, cuántico...).
La métrica del agujero negro de Schwarzschild es una solución clásica de las ecuaciones de Einstein en el
vacı́o

Rµν − 1
2gµνR = 0.⇒ Rµν = 0. (12.13)

Como es bien sabido, para resolver estas ecuaciones es necesario hacer un Ansatz para la métrica que
las simplifique. En este caso queremos la métrica que describe el espacio-tiempo alrededor de un objeto
esféricamente simétrico y en reposo (en cierto sistema de coordenadas) y podemos suponer que la métrica
es estática3 y esféricamente simétrica. Una métrica ası́, siempre puede escribirse de esta forma4:

ds2 = W (r)(dct)2 −W−1(r)dr2 −R2(r)dΩ2
(2),

dΩ2
(2) = dθ2 + sin2 θdϕ2,

(12.14)

donde W (r) y R(r) son dos funciones de la coordenada radial r a determinar y donde dΩ2
(2) es la métrica de

la 2-esfera unidad S2 (véase el Apéndice A.4). Substituyendo este Ansatz en las ecuaciones de Einstein, se
3Es decir: admite una vector de Killing temporal y el espacio-tiempo se puede foliar por hipersuperficies de carácter espacial

que son ortogonales a las órbitas del vector de Killing de forma que las hipersuperficies se pueden etiquetar por el parámetro de
estas órbitas.

4En esta sección trabajamos en d = 4.
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encuentra inmediatemente una única solución de W y R con dos constantes de integración. Una de ellas se
fija imponiendo que el espacio-tiempo sea asintóticamente plano, es decir, que la métrica se aproxime cuanto
queramos a la de Minkowski para valores suficientemente altos de la coordenada radial. Esto es lo mismo
que imponer que nuestra solución describa un sistema aislado en el que la fuente del campo esta confinada
en una región finita. La otra constante de integración tiene dimensiones de longitud y la denotamos por ω.
El resultado es la solución de Schwarzschild [23] en el sistema de coordenadas de Schwarzschild {t, r, θ, ϕ}

ds2 = W (dct)2 −W−1dr2 − r2dΩ2
(2), W = 1 +

ω

r
. (12.15)

Veamos ahora algunas de las propiedades de esta solución.

12.2.1 Propiedades generales

i. La solución de Schwarzschild es la única solución esféricamente simétrica (estática o no) de la
ecuación Rµν = 0. Este es el Teorema de Birkhoff [24]. Demostraciones simples de este teorema
se pueden encontrar en [25, 26].

ii. La solución de Schwarzschild es estable frente a pequeñas perturbaciones gravitacionales y de otros
campos externos [27]: las perturbaciones desaparecen con el tiempo, siendo transportadas por ondas
(gravitacionales o de otro tipo) hacia el r → ∞ o r → 0.

iii. La constante de integración ω es, en principio, arbitraria. Su significado es el siguiente: para valores
de r muy grandes, donde el campo gravitacional es débil, las trayectorias de las partı́culas de prueba
(geodésicas de este espacio-tiempo) son aproximadamente las órbitas keplerianas que describirı́an esas
mismas partı́culas si estuviesen sometidas al campo gravitacional newtoniano producido por un objeto
(puntual o esféricamente simétrico) de masa

M = − ωc2

2G
(4)
N

, ⇒ ω = −RS , (12.16)

situado en el origen de coordenadas. Por lo tanto, M se puede interpretar como la masa del objeto
descrito por la solución de Schwarzschild. A veces recibe el nombre de masa ADM, porque en la
formulación canónica de Arnowitt, Deser y Misner [28] de la RG, aparece como la energı́a total, y se
puede calcular usando la fórmula (c = 1)

M =
1

8πG
(4)
N

∫

S2
∞

d2Si (∂jgij − ∂igjj) , (12.17)

donde la integral se hace sobre la 2-esfera en el infinito definida por t = constante, r = ∞ y los
ı́ndices i, j = 1, 2, 3 corresponden a las tres coordenadas espaciales.

iv. Como conclusión de lo anterior, podemos decir que la solución de Schwarzschild describe el campo
gravitacional creado por un objeto masivo, esféricamente simétrico tal y como es visto por un obser-
vador alejado de tal objeto (pues está en la región de vacı́o) y estático con respecto a tal objeto. A este
observador están ligadas las coordenadas de Schwarzschild {t, r, θ, ϕ}.
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v. Normalmente la métrica de Schwarzschild se usa desde r = ∞ hasta un determinado valor de r = re

y allı́ se continúa (“pega”) con otras métricas estáticas y esféricamente simétricas que son soluciones
de las ecuaciones de Einstein en presencia de materia

Rµν − 1
2gµνR =

8πG
(4)
N

c4
Tmateria µν . (12.18)

(soluciones de Schwarzschild interiores) que describen el espacio-tiempo en el interior de diversas
estrellas de radio re mientras que la solución de Schwarzschild describe el exterior de todas ellas (por
el Teorema de Birkhoff)5

vi. La métrica es singular (es decir det gµν = 0 o ciertos componentes de la métrica divergen) en r =

0, RS . La solución de Schwarzschild es fı́sicamente aceptable para valores grandes de r, pero no
podemos tomarla en serio más allá de la más externa de estas singularidades r = RS .

Estas singularidades pueden ser fı́sicas o debidas a una elección inapropiada de coordenadas (como
es el caso de la singularidad en el origen de la métrica euclidiana en coordenadas esféricas). Para
determinar la naturaleza de estas singularidades, es necesario hacer un análisis de los invariantes de
curvatura y de las geodésicas de la métrica en r = 0, RS .

• Obviamente, R = 0 por doquier (pues la métrica es solución de Rµν = 0) excepto, quizá, en
r = 0, donde algunas funciones no son derivables. Examinando invariantes de orden superior,
que no son cero, se concluye que hay una singularidad de curvatura en r = 0, pero no en r = RS .

• Si estudiamos el movimiento de observadores en caı́da libre en la dirección radial, el resultado
es que los observadores alcanzan el radio de Schwarzschild en un tiempo propio finito, aunque,
en tiempo de Schwarzschild t (el tiempo propio de un observador en reposo) tarde un tiempo
infinito. Esto, junto a la finitud de las fuerzas de marea6 en r = RS sugiere que si utilizásemos el
tiempo propio del observador en caı́da libre como coordenada, la métrica resultante serı́a regular
ahı́.

Esta es esencialmente la idea en que se basan las coordenadas de Eddington y Finkelstein [31, 32]
{v, r, θ, ϕ} en las que la métrica de Schwarzschild toma la forma

ds2 =

(

1 − Rs

r

)

dv2 − 2dvdr − r2dΩ2
(2), (12.19)

donde la coordenada v viene dada en términos de las t y r de Schwarzschild por

v = ct+ r +RS log |1 − Rs

r
|, (12.20)

y es constante para geodésicas radiales tipo luz (las trayectorias de fotones). La métrica es regular en
la región r > RS , pero también en 0 < r ≤ 0 (la singularidad en r = 0 permanece) y extienden
analı́ticamente la solución de Schwarzschild a esta región, permitiéndonos estudiar lo que pasa en
r = RS .

5Aunque esto es lo que uno esperarı́a siempre, es notoria la ausencia de soluciones interiores de Kerr.
6Además de ser finitas, son pequeñas para espacios-tiempos de Schwarzschild con M grande. Sin embargo, éste puede no ser

un comportamiento universal [29, 30].
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Nosotros vamos a hacerlo usando las coordenadas de Kruskal y Szekeres [33, 34] {T,X, θ, ϕ} que
proporcionan la máxima extensión analı́tica del espacio-tiempo de Schwarzschild (cuadrante I la Figu-
ra 12.1), incluyendo nuevas regiones (cuadrantes II, II y IV). La métrica de Schwarzschild en estas
coordenadas es

ds2 =
4R3

Se
−r/RS

r

[

(d cT )2 − dX2
]

− r2dΩ2
(2), (12.21)

donde r es una función de T y X dada implı́citamente por las transformaciones de coordenadas entre
el par (t, r) y el (T,X):

(

r

RS
− 1

)

er/RS = X2 − c2T 2,

(12.22)
ct

RS
= ln

(

X + cT

X − cT

)

= 2 arcth (cT/X). (12.23)

T
V

X

U

r=constant

t=constant

r=0

r=0

r=2M, t=- 8

r=2M, t= 8

III

IV

I

II

Figura 12.1: El espacio-tiempo de Schwarzschild en coordenadas de Kruskal y Szekeres. Cada punto representa una 2-esfera de
radio r.

En la Figura 12.1) está representado el espacio-tiempo de Schwarzschild en el plano T,X . Cada punto
corresponde a una esfera de radio r(T,X). El tiempo de Schwarzschild t es una coordenada angular
en este diagrama y las lı́neas de radio constante se asemejan a hipérbolas que se unen asintóticamente
a las rectas X = ±T . En este diagrama, los conos de luz son exactamente como en el espacio de
Minkowski, con las geodésicas tipo luz formando un ángulo de π/4 con los ejes de coordenadas.

Hay tres puntos de particular interés para nosotros:
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(a) En r = 0 (que en este diagrama es una hipersuperficie tridimensional de tipo espacio) seguimos
encontrando la singularidad, como era de esperar.

(b) La hipersuperficie t = +∞, r = RS llamada horizonte de eventos, que es de tipo luz, sólo se
puede atravesar en un sentido (hacia el cuadrante II) y divide al espacio-tiempo de Schwarzschild
en un interior en el que está la singularidad y del que no puede llegar ninguna señal al exterior.
Por eso se le da al objeto descrito por la solución completa de Schwarzschild (sin solución interior
que corresponda a una estrella) el nombre de agujero negro. Obsérvese que la existencia del
horizonte que nos separa de la singularidad depende de que la masa M sea positiva.

(c) La hipersuperficie t = −∞, r = RS sólo se puede atravesar en desde el cuadrante III al I. Un
observador en ese cuadrante puede ver todo tipo de objetos provenientes de ese cuadrante y por
ello se dice que esta parte del espacio-tiempo es un agujero blanco.

vii. Sabemos que en el Universo hay muchos objetos cuyo campo gravitacional externo está bien descrito
por la parte r > RS de la métrica de Schwarzschild, pero ¿qué tipo de objeto da lugar a la métrica
incluyendo la región r ≤ RS , es decir, la métrica del agujero negro?

Para responder a esta pregunta nos vemos forzados a inventar un nuevo objeto: el agujero negro que
es, por definición el objeto cuya métrica posee como caracterı́stica principal un horizonte de eventos.

¿Cómo se originan los agujeros negros (si es que los hay) en el Universo? En el libro de Thorne [35] se
narra cómo en un proceso que duró casi cincuenta años, la comunidad cientı́fica llegó a la conclusión
de que los agujeros negros podı́an originarse en el colapso gravitacional de estrellas muy masivas y
que, además, este colapso es inevitable si la estrella tiene una masa varias veces la del Sol. Además se
ha considerado la posibilidad de que se formen en fenómenos violentos como el Big Bang (agujeros
negros primordiales).

Evidentemente este espacio-tiempo completo no puede surgir del colapso gravitacional de ningún
objeto. Se dice que representa un agujero negro eterno. La Figura 12.2 describe la formación de un
agujero negro de Schwarzschild por colapso gravitacional en coordenadas de tipo Kruskal-Szekeres.
No hay agujero blanco ni las regiones III y IV. El agujero negro aparece cuando la estrella se contrae
por debajo de su radio gravitacional.

viii. Para estudiar las relaciones de causalidad en este espacio-tiempo sólo se necesita la estructura de los
conos de luz. Esta estructura es preservada por transformaciones conformes de la métrica. Se puede
hacer una transformación conforme que “traiga el infinito a una distancia finita” en la métrica trans-
formada. El diagrama resultante (Figura 12.3) es un diagrama de Penrose y en él es fácil identificar
horizontes y ver qué pasa cuando prolongamos infinitamente las geodésicas. Por ejemplo, vemos que
cualquier geodésica que atraviese el horizonte de eventos desde el cuadrante I cae inevitablemente en
la singularidad.

ix. Cuando M es negativa, no hay horizonte que impida que la singularidad en r = 0 sea “vista” por
observadores externos (la singularidad está desnuda). El diagrama de Penrose correspondiente está en
la Figura 12.4).

Esto plantea numerosos problemas y para evitarlos podemos aducir que esta situación nunca se va a
originar en el colapso gravitacional de una estrella ordinaria (o de materia con propiedades de posi-
tividad de su tensor energı́a-momento fı́sicamente aceptables). Esta es la esencia de la hipótesis del
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Figura 12.2: Espacio-tiempo del colapso gravitacional de una estrella.
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Figura 12.3: Diagrama de Penrose del espacio-tiempo de Schwarzschild.
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censor cósmico de Penrose. Esta hipótesis está fuertemente relacionada con la positividad de la en-
ergı́a: dado que la energı́a de ligadura gravitatoria es negativa, cuando una nube de materia empieza
a comprimirse bajo el efecto de su propia gravitación, su energı́a total disminuye y podrı́a llegar a ser
negativa. Antes de que esto ocurra, ha de formarse un horizonte de eventos.

-

+

I 0r=0

Figura 12.4: El diagrama de Penrose del espacio-tiempo tı́pico de una singularidad desnuda. Obsérvese que la singularidad es de
tipo tiempo.

x. Además del agujero negro de Schwarzschild, debe de haber otros tipos de agujeros negros: aquellos
correspondientes a estadios intermedios del colapso gravitacional de una estrella, o aquellos que resul-
tan de perturbar un agujero negro de Schwarzschild. Además, dado que hay muchos posibles estados
de una estrella, parece lógico pensar que su colapso gravitacional debe de dar lugar a agujeros negros
distintos.

El análisis de las perturbaciones del agujero negro de Schwarzschild [36, 37] demuestra, al contrario,
que, tras un tiempo suficientemente largo, el agujero negro acaba siendo el de Schwarzschild7, descrito
únicamente por la masa M , independientemente del estado inicial del colapso gravitacional o de la
perturbación a que haya sido sometido. Todos los momentos multipolares del campo gravitacional8

o del campo electromagnético9 son radiados al infinito de forma que el agujero negro resultante es
siempre un agujero negro de Schwarzschild (M 6= 0, Q, J = 0), Kerr (M,J 6= 0, Q = 0) o de Kerr y
Newmann (M,J,Q 6= 0). En el caso de un campo escalar, todos su momentos son radiados.

Sin embargo, podrı́a haber soluciones de tipo agujero negro con estos momentos o con un campo
escalar, aunque no se pudieran generar por colapso gravitacional. Pero se puede demostrar que no

7O el de Kerr, descrito únicamente por la masa M y el momento angular J . Por simplicidad, vamos a ignorar en la mayor parte
de nuestra discusión el momento angular.

8Cuadrupolar y superiores. El monopolar es la masa M y el dipolar el momento angular J .
9Dipolar y superiores, El monopolar es la carga eléctrica Q.
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existen (teoremas de unicidad: dos referencias generales son [38, 39]), y que el único agujero negro
sin momento angular u otros campos externos es el de Schwarzschild [40], sin momento angular pero
con carga eléctrica es el de Reissner y Nordström [41] y con masa y momento angular es el de Kerr
[42, 43]. Además, no hay agujeros negros con un campo escalar que no sea constante10 [44, 45, 46, 47].

Esto no quiere decir que no haya soluciones con momentos superiores de los campos gravitacionales
o electromagnéticos o que no haya soluciones con campos escalares no-triviales. Las hay, pero no son
agujeros negros y tienen singularidades desnudas. Un ejemplo de familia de soluciones estáticas y
esféricamente simétricas con un campo escalar no-trivial es [48, 49] (c = G

(4)
N = 1):

ds2 = W
2M
ω

−1Wdt2 −W 1− 2M
ω

[

W−1dr2 + r2dΩ2
(2)

]

,

ϕ = ϕ0 + Σ
ω lnW,

W = 1 +
ω

r
, ω = ±2

√
M2 + Σ2.

(12.24)

Las soluciones de esta familia vienen dadas por tres parámetros completamente independientes: la
masa M , la carga escalar Σ y el valor del escalar en el infinito ϕ0. Este último no es un parámetro
dinámico y no está excluido por los resultados anteriores, pero Σ sı́. Sin embargo, la única solución
de esta familia que es un agujero negro es la que tiene Σ = 0 (Schwarzschild)11.

La conclusión es que no puede haber agujeros negros que tengan otras caracterı́sticas (“pelos”) distin-
tas de M,J,Q (y, en general, cargas conservadas localmente). Aunque esto no ha sido completamente
demostrado para todos los casos [50, 51], hay un consenso general sobre que los agujeros negros
estacionarios no tienen pelos [52]. Nos gustarı́a hacer dos comentarios a esta afirmación:

(a) Dado que la presencia de pelos está asociada a la ausencia de un horizonte de eventos, esta
conjetura de que los agujeros negros no tiene pelos, está ı́ntimamente ligada a la del censor
cósmico: en el colapso gravitacional, para que se forme un horizonte, han de desaparecer por
radiación todos los momentos superiores de los campos presentes. La censura cósmica está
ligada a la positividad de la energı́a y, de hecho, hay agujeros negros con pelo escalar si se
permite que el campo escalar tenga energı́a negativa. Agujeros negros no estacionarios con pelo
escalar de energı́a positiva existen [53], pero las conjeturas sobre censura cósmica y calvicie nos
dicen que deben de evolucionar de forma que el pelo desaparezca por radiación antes de llegar
a un estado estacionario. Esto es posible porque la “carga escalar” no está sujeta a una ley de
conservación.

(b) Dado que a través del colapso gravitacional de muchos sistemas distintos se llega siempre a los
mismos agujeros negros caracterizados por muy pocos parámetros, cabe preguntarse qué ha pasa-
do con toda la información sobre el estado original del sistema (el problema de la información)
y cabe atribuir a los agujeros negros una entropı́a muy grande que deberı́amos poder calcular

10Esta afirmación será matizada y precisada más adelante.
11Aquı́ tenemos también un primer ejemplo de un fenómeno que os encontraremos a menudo: la familia de soluciones depende

de parámetros continuos, pero las propiedades fı́sicas no son funciones continuas de esos parámetros.
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si conociésemos los estados del agujero negro (el problema de la entropı́a). Para resolver estos
problemas necesitamos una teorı́a cuántica de la gravitación.

xi. El horizonte de eventos es una hipersuperficie de tipo luz cuyas secciones de t constante tienen la
topologı́a de una 2-esfera. Esta es la única topologı́a permitida por los teoremas de censura topológica
Refs.[54, 55] que, como siempre, utilizan como hipótesis condiciones de positividad de la energı́a.
No es, por lo tanto, sorprendente que en presencia de una constante cosmológica negativa se posible
encontrar agujeros negros topológicos cuyos horizontes pueden tener la topologı́a de una superficie de
Riemann compacta cualquiera [56].

xii. El área de las secciones de t constante del horizonte de eventos es

A =

∫

r=RS

dθdϕ r2 = 4πR2
S . (12.25)

Hawking demostró en Ref. [57] que las ecuaciones de Einstein implican que A nunca disminuye con
el tiempo. Además, si dos agujeros negros se unen, el área del agujero negro resultante es mayor que
la suma de los de los dos iniciales.

Hay una clara analogı́a entreA y la entropı́a de un sistema termodinámico [61, 62, 63, 64, 65], aunque,
de momento, esto podrı́a ser sólo una coincidencia.

xiii. La gravedad superficial κ del horizonte es una cantidad que es constante sobre todo él (también en
casos más generales [58, 59, 60]). En esto es similar a la temperatura de un sistema en equilibrio
termodinámico. Fı́sicamente es la fuerza que hace falta ejercer en el infinito para mantener una unidad
de masa en reposo cuando r → RS y tiene dimensiones de aceleración LT−2. Se puede calcular
usando la fórmula

κ2 = −1
2 (∇µkν)(∇µkν)|horizonte , (12.26)

donde kµ es el vector de Killing temporal que es normal al horizonte (o, mejor, a sus secciones t
constante). En el caso de métricas esféricamente simétricas, que se pueden escribir de esta forma

ds2 = gtt(r)dt
2 + grr(r)dr

2 − r2dΩ2
(2), (12.27)

kµ = δµt y

κ = 1
2

∂rgtt√−gttgrr
, (12.28)

que, para Schwarzschild vale

κ =
c4

4G
(4)
N M

. (12.29)

12.2.2 Termodinámica

En la sección anterior hemos visto que, de acuerdo con las ecuaciones de Einstein, hay dos magnitudes, el
área A y la gravedad superficial κ del horizonte de un agujero negro que se comportan en ciertos aspectos
como la entropı́a S y la temperatura T de un sistema termodinámico. Desde este punto de vista, los teoremas
de Hawking sobre el [57] se pueden interpretar como partes de la segunda ley de la Termodinámica de los
agujeros negros.
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En un sistema termodinámico S, T y la energı́aE están relacionadas por la primera ley de la Termodinámica:

dE = TdS. (12.30)

Si hemos de tomar completamente en serio la analogı́a termodinámica es necesario demostrar que κ y A
están relacionados con el análogo de la energı́a E (que en un agujero negro es, evidentemente Mc2) de la
misma forma:

dM ∼ 1

G
(4)
N

κdA. (12.31)

Sorprendentemente, esta relación es correcta. El coeficiente de proporcionalidad se puede calcular [61, 62,
66] y la primera ley de la Termodinámica de los agujeros negros toma la forma

dM = 1

8πG
(4)
N

κdA. (12.32)

Una versión integral de esta relación de puede comprobar inmediatamente para Schwarzschild: la fórmula
de Smarr [66]

M = 1

4πG
(4)
N

κA. (12.33)

Estas dos relaciones, convenientemente generalizadas para tener en cuenta otras cantidades conservadas
(momento angular y carga eléctrica), siguen siendo ciertas bajo condiciones muy generales [60] (véanse
también [67, 68, 69]).
Este sorprendente conjunto de analogı́as sugiere la identificación deA y κ con la entropı́a y la temperatura del
agujero negro. Estimulados por estas ideas, los autores de Ref. [60] aventuraron, dando algunos argumentos,
que también hay una tercera ley de la Termodinámica de los agujeros negros: “es imposible reducir κ a cero
a través de una secuencia finita de operaciones”. Varios ejemplos especı́ficos fueron estudiados por Wald en
Ref. [70] Discutiremos esta ley más a fondo cuando estudiemos el agujero negro de Reissner y Nordström.
Sin embargo, estas analogı́as no son suficiente para establecer una identificación completa. Los propios
autores de Ref. [60] dicen

It can be seen that κ
8π is analogous to the temperature in the same way that A is analogous to

the entropy. It should however be emphasized that κ
8π and A are distinct from the temperature

and entropy of the BH.

In fact the effective temperature of a BHs is absolute zero. One way of seeing this is to note that
a BH cannot be in equilibrium with black body radiation at any non-zero temperature, because
no radiation could be emitted from the hole whereas some radiation would always cross the
horizon into the BH.

Por otro lado, en las identificaciones A ∼ S, κ ∼ T hay que determinar el valor de las constantes de
proporcionalidad.
El descubrimiento de Hawking [71] de que, la existencia de un horizonte de eventos en un espacio-tiempo
en el que hay campos cuánticos 12, hace que los agujeros negros irradien cuantos de estos campos con el
espectro de energı́as de un agujero negro con temperatura13

T =
~κ

2πc
, (12.34)

12El cálculo original de Hawking es semiclásico: la métrica es clásica y sólo los otros campos son cuantizados. El horizonte (la
métrica) da lugar a la radiación, pero no se tiene en cuenta la reacción de la métrica frente a la radiación. Por otro lado, es válido
para todos los agujeros de la familia de Kerr y Newmann con M, J, Q.

13En nuestras unidades, la constante de Boltzmann kB = 1 y adimensional, con lo que T tiene dimensiones de energı́a y S es
adimensional.
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cambió radicalmente esta situación pues desaparece el obstáculo mencionado en [60] y la constante de pro-
porcionalidad entre κ y T queda completamente determinada y, por lo tanto

S =
Ac3

4~G
(4)
N

, (12.35)

que se puede reescribir ası́:

S =
1

32π2

A

`2Planck

, (12.36)

esto es: esencialmente el área del horizonte medido en unidades planquianas. Obsérvese que la presencia
de ~ en T pone de manifiesto su origen mecano-cuántico. Este es un número enorme para agujeros negros
astrofı́sicos, como cabı́a esperar de los argumentos que dimos cuando discutimos la pilosidad de los agujeros
negros.
En particular, para el agujero de Schwarzschild tenemos (véanse las Figuras 12.5 y 12.6)

M

T

Figura 12.5: T como función de M para el agujero negro de Schwarzschild.

S

M

Figura 12.6: S frente a M para el agujero negro de Schwarzschild.
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T =
~c3

8πG
(4)
N M

, S =
4πG

(4)
N M2

~c
, (12.37)

y la primera ley de la termodinámica de los agujeros negros y la fórmula de Smarr toman la forma

dMc2 = TdS, Mc2 = 2TS. (12.38)

La termodinámica de los agujeros negros presenta varios problemas o peculiaridades:

i. La temperatura del agujero negro de Schwarzschild BH (y de todos los agujeros negros conocidos,
lejos del lı́mite extremo, si lo hay) disminuye cuando la mas aumenta (Figura 12.5) y, por o tanto tiene
un calor especı́fico negativo (Figura 12.7):

M

C

Figura 12.7: El calor especı́fico C como función de M para un agujero negro de Schwarzschild.

C−1 =
∂T

∂M
=

−~c3

8πG
(4)
N M2

< 0, (12.39)

y se enfrı́an al absorber masa. Por esto, un agujero negro no puede ponerse en equilibrio con una
fuente de calor infinita.

ii. La temperatura crece cuando la masa decrece (en la evaporación por radiación de Hawking, por ejem-
plo, lo que aumenta la radiación) y diverge cuando la masa tiende a cero14. Las etapas finales de la
evaporación de Hawking de un agujero negro aislado serı́an explosivas. Al mismo tiempo, cuando el
RS se acerca a su longitud de Compton (su masa es del orden de MPlanck), los efectos de gravedad
cuántica empiezan a ser muy importantes y determinan (no sabemos cómo) el destino final del agujero
negro.

14Justo cuando el espacio-tiempo es el de Minkowski. Este es un segundo ejemplo del fenómeno que comentamos en la nota 11.
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iii. Si un agujero negro puede radiar, su entropı́a puede disminuir. Sin embargo la entropı́a total (agu-
jero más radiación) siempre crece. Este resultado se conoce a veces como la segunda ley de la ter-
modinámica de los agujeros negros generalizada.

iv. Volviendo al problema de la información en los agujeros negros, la radiación de Hawking parece
no tener más información que los datos M,J,Q (como el agujero negro) pero cabe preguntarse si la
contendrı́a en el caso de que fuésemos capaces de hacer el cálculo cuántico completo del colapso grav-
itacional y la evaporación. Esta es la creencia de ’t Hooft, Susskind y otros que consideran un agujero
negro es un sistema fı́sico (cuántico) más y que si entra información en el colapso gravitacional, ésta
vuelve a salir con la radiación de Hawking, como en cualquier experimento de dispersión de los que se
llevan a cabo en los aceleradores de partı́culas y que la teorı́a cuántica de la gravitación es una teorı́a
unitaria.

Si la radiación de Hawking no contiene ninguna información, entonces, si el agujero negro se evap-
ora indefinidamente, la información sobre el estado inicial que dio origen al agujero negro se pierde
totalmente y la teorı́a cuántica de la gravitación es necesariamente no-unitaria, a diferencia de todas
las demás teorı́as de l Fı́sica. Éste es el punto de vista de Hawking. Hay un tercer grupo minoritario
que propone que la información permanece dentro del agujero negro y que la evaporación deja un
remanente que contiene esta información15.

No hay ningún resultado concluyente sobre el problema de la información en los agujeros negros.
En los modelos basados en la Teorı́a de Cuerdas que vamos a explicar aquı́, los agujeros negros son
sistemas mecano-cuánticos normales y la información se recupera (aunque sea tras un tiempo muy
largo).

También debemos de mencionar una cuarta posibilidad poco explorada pero que, hasta cierto punto,
concuerda con los resultados clásicos sobre la estabilidad de los agujeros negros: la información nunca
entra en el agujero negro.

v. En cuanto al problema de la entropı́a de los agujeros negros, en el conjunto microcanónico, la entropı́a
de un sistema es

S(E) = log ρ(E), (12.40)

donde ρ(E) es la densidad de estados cuya energı́a es E. Si un agujero negro es un sistema cuántico
más con E = M , una buena teorı́a cuántica de la gravitación deberı́a de permitirnos calcular ρ(M),
(y, por lo tanto, S) con el conocimiento de los grados de libertad fundamentales de la teorı́a. Para el
agujero negro de Schwarzschild en particular S ∼M 2 y

ρ(M) ∼ eM2
, (12.41)

que es un número enorme de estados para un agujero negro de una masa solar: 101078
.

Como vamos a ver, la Teorı́a de Cuerdas nos va a permitir calcular la entropı́a y la radiación de Hawking de
ciertos agujeros negros a partir del conocimiento de sus microestados asociados, resolviendo (hasta cierto
punto) los problemas de la información y de la entropı́a. Estos agujeros negros son tratados como sistemas
cuánticos ordinarios, unitarios, lo que apoya las tesis de ’t Hooft.

15En ciertos modelos el remanente sale de nuestro universo creando un universo bebé.
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Gravitación euclidiana

Es posible calcular la temperatura y la entropı́a de un agujero negro por el método de la integral de Feynman
euclidiana propuesto por Gibbons y Hawking [13, 72].
Para estudiar un sistema termodinámico, primero se calcula un potencial termodinámico. Si el sistema posee
varias cargas conservadas Ci (cuyos potenciales asociados son µi), en conveniente trabajar en el conjunto
canónico grande, cuyo objeto fundamental es la gran función de partición Z

Z = Tr e−(H−µiCi)/T . (12.42)

El potencial termodinámico W
W = E − TS − µiCi, (12.43)

está relacionado con Z por
e−βW = Z. (12.44)

Todas las propiedades termodinámicas del sistema se pueden obtener de Z . En particular, la entropı́a

S =
1

T
(E − µiCi) + logZ. (12.45)

Ahora queremos calcular la gran función de partición térmica de la gravitación, calculando la integral de
Feynman de la acción de Einstein y Hilbert euclidiana S̃EH dada en Ec. (12.1)

Z =

∫

Dg e−S̃EH/~, (12.46)

donde hay que sumar sobre todas las métricas euclidianas periódicas en una dirección (que interpretamos
como el tiempo euclidiano) con periodo β = (~cT )−1. La única modificación que hay que hacer a la acción
de Einstein y Hilbert clásica Ec. (12.1) es la adición de un término de frontera que sirve para normalizar la
acción: la hace cero cuando se sustituye la solución de vacı́o (el espacio euclidiano). La acción completa es,
pues [13]

SEH [g] =
c3

16πG
(4)
N

∫

M
d4x
√

|g| R+
c3

8πG
(4)
N

∫

∂M
(K −K0), (12.47)

donde K0 se calcula sustituyendo la métrica de vacı́o en la expresión de K.
La integral de Feynman se calcula ahora semiclásicamente utilizando la aproximación de “punto de silla de
montar” (a partir de este momento tomamos ~ = c = G

(4)
N = 1 por simplicidad)

Z = e−S̃EH(on−shell). (12.48)

Pasamos ahora a discutir la solución euclidiano clásica con una dirección periódica que debemos sustituir en
la acción.

La solución de Schwarzschild euclidiana

La solución de Schwarzschild euclidiana (signatura (−,−,−,−) en nuestro caso) que se obtiene haciendo
una rotación de Wick τ = it en la solución lorenciana es real y resuelve las ecuaciones de Einstein. Si
utilizamos las coordenadas de Kruskal y Szekeres (KS) {T,X, θ, ϕ}, tenemos que definir el tiempo KS
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euclidiano T = iT . La rotación de Wick tiene importantes efectos: la relación entre la coordenada radial de
Schwarzschild r y T,X es

(

r

RS
− 1

)

er/RS = X2 − T 2. (12.49)

EL lado izquierdo es mayo que −1 y es por ello que las coordenadas X,T también cubren el interior del
horizonte. Sin embargo, en términos de T

(

r

RS
− 1

)

er/RS = X2 + T 2 > 0, (12.50)

y el interior r < RS no está cubierto por las coordenadas KS euclidianas. Por otro lado, la relación entre el
tiempo de Schwarzschild t (que, recordemos, aparecı́a en el diagrama de la Figura 12.1 como una coordenada
angular) y X, T

X + T

X − T
= et/RS , (12.51)

se transforma en
X − iT
X + T = e−2i Arg(X+iT ) = e−iτ/RS . (12.52)

Dado que Arg(X + iT ) ∈ [0, 2π] (que debe ser tomado como un cı́rculo), por consistencia, para evitar
singularidades cónicas, τ debe de ser una coordenada periódica con periodo 8πM . Este periodo puede
interpretarse como el inverso de la temperatura β, y coincide con el valor de la temperatura de Hawking.
Por esta razón, podemos utilizar la solución de Schwarzschild euclidiana para calcular la función de partición
térmica. Esta métrica cubre sólo el exterior del agujero negro (la región I de la Figura 12.1). La parte X, T
de la métrica describe un “cigarro” semi-infinito (veces una 2-esfera) que va del horizonte al infinito. La
topologı́a de la solución es R

2 × S2

En la práctica no necesitamos usar realmente la métrica euclidiana, sino tan sólo la información sobre la
periodicidad del tiempo euclidiano y sobre la región de integración, de forma que sustituimos de nuevo
−S̃EH(on − shell) por +iSEH(on − shell) puesto que dan el mismo resultado una vez tenidos en cuenta
los datos anteriores.

Los términos de frontera

Como la solución de Schwarzschild euclidiana es una solución de vacı́o, tiene R = 0 y únicamente con-
tribuyen a la acción los términos de frontera.
La única frontera de esta solución es r → ∞, que vamos a describir como la hipersuperficie r = r0 cuando
la constante r0 tiende a infinito. El vector normal a las hipersuperficies r = r0 es nµ ∼ ∂µ(r− r0) = δµr, y,
normalizado (nµn

µ = −1) y dotado del signo correcto para que apunte hacia r creciente es, para cualquier
métrica estática y esféricamente simétrica Ec. (12.27)

nµ = − δµr√
−n2

= −√−grrδµr, (12.53)

y la métrica inducida sobre las hipersuperficies r = r0 es para métricas estáticas y esféricamente simétricas
generales Ec. (12.27)

ds2(3) = hµνdx
µdxν = gttdt

2 − r2dΩ2
(2)

∣

∣

∣

r=r0

. (12.54)

La derivada covariante de nµ es

∇µnν = −√−grr

{

δµrδνr∂r log
√−grr − Γµν

r
}

, (12.55)
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y la traza de la curvatura extrı́nseca de las hipersuperficies r = r0 es

K = hµν∇µnν =
1√−grr

{

1
2∂r log gtt +

2

r

}∣

∣

∣

∣

r=r0

. (12.56)

El regulador K0 es

K0 =
2

r

∣

∣

∣

∣

r=r0

. (12.57)

Por otro lado, para cualquier métrica estática, esféricamente simétrica y asintóticamente plana, para r grande

gtt ∼ 1 − 2M

r
, grr ∼ −

(

1 +
2M

r

)

, (12.58)

de forma que el integrando sobre la frontera

(K −K0)|r=r0
∼ −M

r20
. (12.59)

Finalmente, tenemos

i

8π

∫

r0→∞
d3x
√

|h| (K −K0)

= lim
r0→∞

i

8π

∫ −iβ

0
dt

∫

S2

dΩ2r20
√

gtt(r0) (K −K0)

= lim
r0→∞

β

2
r20 (K −K0) = −βM

2
. (12.60)

Este resultado es válido para cualquier agujero negro estático, esféricamente simétrico y asintóticamente
plano. Para Schwarzschild β = 8πM y, usando las ecuaciones (12.45) y (12.48) encontramos para la
entropı́a, como antes

S = βM + logZ =
βM

2
= 4πM2. (12.61)

12.3 El agujero negro de Reissner y Nordström

12.3.1 El sistema de Einstein y Maxwell

La acción que describe a la gravedad acoplada a un campo vectorial abelianoAµ es la de Einstein y Maxwell
(EM)16:

SEM [g,A] = SEH [g] + 1
c

∫

ddx
√

|g|
[

−1
4F

2
]

, (12.63)

16En esta sección utilizamos el sistema de Heaviside en el que la fuerza entre dos cargas es

1
4π

q1q2

r2
12

. (12.62)

En el sistema de Gauss (que es un sistema racionalizado) se reemplaza el prefactor 1/4c por 1/16πc y el factor 4π desaparece de
la ley de Coulomb. Después introduciremos otro sistema en el que trabajaremos usualmente, con c = 1, reemplazando 1/4c por
1/64πG

(4)
N .
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donde

Fµν = 2∂[µAν], (12.64)

es el tensor intensidad de campo, invariante bajo las transformaciones gauge

A′
µ = Aµ + ∂µΛ, (12.65)

y donde F 2 ≡ FµνF
µν . Obsérvese que no hay materia cargada en este sistema y por ello no hay constante

de acoplo ni unidad de carga definidas.
Las ecuaciones de movimiento son

Rµν − 1
2gµνR− 8πG

(4)
N

c3
Tµν = 0, (12.66)

∇µF
µν = 0, (Ley de Gauss) (12.67)

donde Tµν es el tensor energı́a-momento del campo vector (sin traza en d = 4)

Tµν =
−2c
√

|g|
δSM [A]

δgµν
= FµρFν

ρ − 1
4gµνF

2. (12.68)

Las ecuaciones están escritas en términos de F , pero la variable fundamental esA y tenemos que asegurarnos
de que, dado F , existe el A del que procede a través de Ec. (12.64). La condición para que esto ocurra es la
identidad de Bianchi17

∇µ
?Fµν = 0. (Identidad de Bianchi) (12.70)

En d = 4, el par de ecuaciones (12.67) y (12.70) es invariante bajo el intercambio de F por ?F (??F =

−F ), que también deja invariante Tµν . Esta es una transformación de dualidad eléctrico-magnético que
estudiaremos más tarde en Sec. 12.3.5.
Para finalizar, en el lenguaje de formas diferenciales, los campos se definen

A ≡ Aµdx
µ, F = 1

2Fµνdx
µ ∧ dxν ≡ dA, (12.71)

y la Ley de Gauss y la identidad de Bianchi se escriben

d?F = 0, dF = 0.
(

∂[αFβγ] = 0
)

. (12.72)

y la invariancia de F bajo las transformaciones gauge δA = dΛ es consecuencia de d 2 = 0.

17Dado un F que satisface la identidad de Bianchi, un potencial A se puede encontrar usando la fórmula

Aµ(x) = −

∫ 1

0

dλλxνFµν(λx). (12.69)

Obsérvese que la relación entre F y A no es local.
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La carga eléctrica

Para definir la carga eléctrica, acoplamos el campo de Maxwell a una fuente, descrita por la corriente elec-
tromagnética jµ. Su acoplo al vector Aµ en la acción es

1

c2

∫

ddx
√

|g| [−Aµj
µ] , (12.73)

término que rompe la invariancia gauge salvo que jµ tenga divergencia nula (o sea “conservada”), es decir,
satisfaga

∇µj
µ = 0, (d?j = 0), (12.74)

que implica la ecuación de continuidad
∂µjµ = 0, (12.75)

para la densidad jµ ≡
√

|g| jµ. La ecuación de continuidad implica la conservación local de la carga eléctrica
que ası́ aparece como una consecuencia de la simetrı́a gauge.
En presencia de fuentes, la Ley de Gauss es

∇µF
µν = 1

c j
ν , (d?F = 1

c
?j). (12.76)

Antes de definir carga eléctrica, consideremos un ejemplo: la corriente asociada a una partı́cula con carga
q y lı́nea del Universo γ parametrizada por Xµ(ξ), escrita en forma manifiestamente covariante es, por
definición

jµ(y) = qc

∫

γ
dXµ 1

√

|g|
δ(4)(y −X(ξ)), (12.77)

donde dXµ = dξdXµ/dξ. Tomando ξ = X0 e integrado sobre X0, encontramos

jµ(y0, ~y) = qc

∫

dX0 dX
µ

dX0

1
√

|g|
δ(3)(~y − ~X)δ(y0 −X0)

= qV µ δ
(3)(~y − ~X(y0))

√

|g|
, (12.78)

y, si la partı́cula está en reposo en el origen (V µ = cδµ0)

jµ(y0, ~y) = qcδµ0 δ
(3)(~y)
√

|g|
. (12.79)

Para la corriente (12.77), el término de interacción (12.73) es simplemente la integral; de la 1-forma A sobre
γ

−q
c

∫

γ(ξ)
Aµẋ

µdξ = −q
c

∫

γ
A. (12.80)

La acción que rige el movimiento de una partı́cula con masa M y carga q en campos gravitatorios y electro-
magnéticos, incorpora este término de interacción y es

SM,q[X
µ(ξ)] = −Mc

∫

dξ
√

gµν(X)ẊµẊν − q

c

∫

AµẊ
µ, (12.81)
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Este tipo de término (“topológico”, pues no depende de la métrica) se llama término de Wess y Zumino
(WZ).
Pasemos ahora a definir la carga eléctrica a través de la ecuación de continuidad d?j = 0, integrándola sobre
la región de espacio d− dimensional V limitada por dos hipersuperficies de tiempo constante x0 = x0

1,2

0 =

∫

V
d ?j. (12.82)

La frontera de V consta de las dos hipersuperficies con orientaciones opuestas. Utilizando el teorema de
Stokes

∫

V
d ?j =

∫

x0=x0
2

?j −
∫

x0=x0
1

?j = 0. (12.83)

Definiendo la carga eléctrica por

q = 1
c

∫

x0=constant

?j, (12.84)

vemos que la ecuación anterior nos dice que es conservada. Podemos introducir en esta expresión la corriente
de una partı́cula puntual cargada Ec. (12.77) y ver que obtenemos el mismo resultado.
Usando ahora Ec. (12.76) podemos reescribir esta definición en términos de F y usar de nuevo el teorema
de Stokes. Si la frontera de la hipersuperficie tiene la topologı́a de una (d− 2)-esfera en el infinito, tenemos
la definición alternativa

q =

∫

S2
∞

?F, (12.85)

que es fácilmente generalizable y que tiene la ventaja de que no necesita del conocimiento explı́cito de la
fuente18.
Como veremos, en estas unidades M aparece multiplicada por G(4)

N (como en la solución de Schwarzschild)
pero q no. Algunas expresiones se simplifican haciendo c = 1 y reescribiendo la acción de Einstein y
Maxwell en la forma

SEM [g,A] = 1

16πG
(d)
N

∫

ddx
√

|g|
[

R− 1
4F

2
]

. (12.86)

En estas unidadesA y g son adimensionales. El factor 16πG
(d)
N desaparece de las ecuaciones de movimiento.

Si no ponemos ningún factor de normalización en el término de WZ, la carga eléctrica es ahora

q = 1

16πG
(d)
N

∫

Sd−2
∞

?F, (12.87)

y tiene dimensiones de masa. Finalmente, para cuna carga puntual, para r grande, esperamos

Er = F0r ∼ 4G
(4)
N q

r2
. (12.88)

18Esta fórmula no es sino una generalización de la Ley de Gauss de la electrostática.
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12.3.2 La solución eléctrica de Reissner y Nordström

Estamos listos para buscar soluciones de tipo agujero negro de las ecuaciones (12.86) y (12.87), (12.88).
Como en la sección anterior, hacemos el Ansatz Ec. (12.14) para la métrica y, para el campo electromagnético

Ftr ∼ ± 1

R2(r)
, (12.89)

que es apropiado para un objeto de simetrı́a esférica con carga eléctrica y en reposo. La solución que se
obtiene es la de Reissner y Nordström [73, 75], que depende de 3 constantes de integración que fijamos
imponiendo que la solución sea asintóticamente plana e identificando la masa M y la carga q:

ds2 = f(r)dt2 − f−1(r)dr2 − r2dΩ2
(2),

Ftr = −4G
(4)
N q

r2
,

f(r) = r−2(r − r+)(r − r−),

r± = G
(4)
N M ± r0, r0 = G

(4)
N

(

M2 − 4q2
)1/2

.

(12.90)

Vamos a ver ahora algunas de las propiedades de esta solución:

i. El campo vector asociado es

Aµ = δµt
−4G

(4)
N q

r
. (12.91)

ii. Se puede demostrar el análogo del teorema de Birkhoff para los agujeros negros de RN (ejercicio 32.1
de Ref. [25]).

iii. Esta métrica describe el campo gravitacional de un objeto esféricamente simétrico de masa M y carga
aq visto desde lejos por un observador en reposo. La solución de Schwarzschild es el caso especial
q = 0.

iv. La solución de RN es válida para cualquier valor de M y q, por ello, de r±, que pueden ser complejos.

v. La métrica es singular en r = 0, r± (si r± son reales). De nuevo debemos analizar la naturaleza de
estas singularidades. Como Tµ

µ = 0 R = 0, pero otros invariantes de curvatura nos dicen (como
nos dice F ) que hay una singularidad de curvatura en r = 0, pero no en r±. Si los r± son reales
(M2 ≥ 4q2), entonces r+ ≥ r− y un análisis similar al que hicimos para la solución de Schwarzschild
nos dice que si r+ > 0 (M > 0) entonces hay un horizonte de eventos en r+, cuyo área es

A = 4πr2+, (12.92)

mientras que r− es un horizonte de Cauchy 19. Ambos horizontes existen si M > 2|q| y entonces
podemos decir que la solución de RN describe un agujero negro no-extremo (la Figura 12.8 es su
diagrama de Penrose). El caso M = 2|q| lo discutiremos más adelante.

19Este horizonte parece ser inestable bajo pequeñas perturbaciones [74] que, se conjetura, deben transformarle en una singularidad
de tipo espacio.
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Figura 12.8: Diagrama de Penrose de una agujero negro de Reissner y Nordström con M > 2|q|.

vi. Si M < −2|q| no hay horizonte y tenemos una singularidad desnuda con diagrama de Penrose
Fig. 12.4. Este caso debe de ser excluido invocando al censor cósmico. Lo mismo ocurre en el
intervalo −2|q| < M < 2|q|, que incluye el caso M = 0, un objeto cargado y sin masa, en reposo,
bastante exótico. Si la energı́a del campo electromagnético creado por la masa es positiva, entonces,
debe de haber, intuitivamente, alguna densidad de energı́a negativa que haga M = 0, y por esto es
razonable que sea cósmicamente censurado. Ası́ pues, la censura cósmica restringe M al intervalo
M ≥ 2|q|.

vii. El caso lı́mite entre la singularidad desnuda y el agujero de RN regular M = 2|q| (agujero de RN
extremo (ERN)) es muy especial. Cuando M = 2|q| los dos horizontes coinciden r+ = r− = G

(4)
N M

y tienen un área

Aextreme = 4πr2+ = 4π
(

G
(4)
N M

)2
. (12.93)

Este objeto va a jugar un papel muy importante. Algunas de sus propiedades son:

(a) La distancia propia radial al horizonte a tiempo constante diverge20

(b) El diagrama de Penrose está representado en la Figura 12.9.

(c) Si tenemos dos ERNs con M1 = 2|q1|, M2 = 2|q2| y, si ambas cargas tienen el mismo signo y
r12 es la distancia entre ambos, tenemos que la fuerza no-relativista entre ambos

F12 = −G(4)
N

M1M2

r212
+ 4G

(4)
N

q1q2
r212

= 0, (12.94)

y ambos objetos podrı́an estar en equilibrio. Esto sugiere que podrı́a haber soluciones estáticas
que describan dos o más ERNs en equilibrio.

20Esto no pasa en direcciones temporales o tipo luz.
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Figura 12.9: Diagrama de Penrose de una agujero negro de Reissner y Nordström extremo.

(d) Si desplazamos la coordenada radial r = ρ + G
(4)
N M , y pasamos a coordenadas cartesianas

~x3 = (x1, x2, x3), con |~x3| = ρ y d~x 2
3 = dρ2 + ρ2dΩ2

(2), tenemos una nueva forma de la
solución

ds2 = H−2dt2 −H2d~x 2
3 ,

Aµ = −2sign(q)
(

H−1 − 1
)

δµt,

H = 1 +
G

(4)
N M

|~x3|
.

(12.95)

En estas coordenadas isótropas el horizonte está en ρ = 0, donde son singulares pues todo el
horizonte (que tiene área distinta de cero) aparece representado por un punto.

H es una función armónica en el espacio euclidiana tridimensional:

∂i∂iH = 0. (12.96)

Este hecho puede parecer una mera coincidencia, pero, usando Ec. (12.95) como Ansatz con
H arbitrario, se ve que las ecuaciones de movimiento se resuelven con un H cualquiera que
satisfaga la ecuación anterior. Ası́ hemos obtenido la gran familia de soluciones de Majumdar
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y Papapetrou (MP) [76, 77]:

ds2 = H−2dt2 −H2d~x 2
3 ,

Aµ = δµtα
(

H−1 − 1
)

, α = ±2

∂i∂iH = 0.

(12.97)

Si queremos encontrar soluciones describiendo varios agujeros negros ERN en equilibrio estático,
dado que en coordenadas isótropas el horizonte es una singularidad puntual, podemos probar con
una función armónica H que tenga varias (N ):

H(~x3) = 1 +
N
∑

i=1

2G
(4)
N |qi|

|~x3 − ~x3,i|
. (12.98)

H está normalizada para que la métrica sea asintóticamente plana y los coeficientes de cada polo
son positivos para que H no se anule y la métrica no sea singular.

Se puede demostrar [78] que cada polo de H es un horizonte. La carga de cada agujero se puede
calcular y el resultado es sign(−α)|qi|, es decir: todas las cargas tienen el mismo signo. Pero es
imposible calcular la masa de cada agujero porque sólo la masa total M está bien definida. Ésta
resulta ser M = 2

∑N
i=1 |qi|. Sin embargo, el equilibrio de fuerzas que hay entre los agujeros

negros sugiere que las densidades de energı́a de interacción electrostáticas y gravitatorias se
cancelan mutuamente por doquier (una de las señales de que hay supersimetrı́a, como veremos).
Ası́, las masas y cargas estarı́an localizadas en las singularidades y podrı́amos asignarlas masas
Mi = 2|qi|. Esta es una idea muy atractiva, pero no una prueba rigurosa. Sin embargo, veremos
que para los ERNs (a diferencia de Schwarzschild) es posible encontrar fuentes localizadas, lo
que apoya esta idea.

Si tomamos alguno de los coeficientes negativo, habrá alguna masa negativa que será la causa de
las singularidades desnudas. La censura cósmica deberı́a de prohibir estas situaciones.

(e) En el lı́mite de cercanı́a al horizonte ρ → 0 en la métrica Ecs. (12.95), la constante 1 se puede
ignorar y encontramos otra solución de MP con H = RAdS/ρ (RAdS = 2G

(4)
N |q|):

ds2 =
ρ2

R2
AdS

dt2 −R2
AdS

dρ2

ρ2
−R2

AdSdΩ
2
(2),

At = − 2ρ

RAdS
, Fρt = − 2

RAdS
.

(12.99)

Esta es la solución de Robinson y Bertotti (RB) [79, 80]. No es asintóticamente plana: es el pro-
ducto de dos espacios bidimensionales de curvatura constante anti-de Sitter (AdS2) con “radio”
RAdS = 2G

(4)
N |q| y curvatura R(2) = −2/R2

AdS y una 2-esfera S2 de radio RAdS y curvatura
R(2) = +2/R2

AdS .
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AdS2 es invariante bajo SO(1, 2) y S2 bajo SO(3). El grupo de isometrı́a de RB es mucho
mayor que el de ERN (SO(1, 1) × SO(3)). En la próxima lección veremos que también hay
un incremento de supersimetrı́a, que es máxima, por lo que se podrı́a considerar a RB como un
vacı́o de l;a teorı́a alternativo al de Minkowski. Ası́ podemos imaginar que ERN interpola entre
el vacı́o de Minkowski (en el infinito) y el de RB (en el horizonte) y podemos interpretar ERN
como un solitón gravitacional [81].

viii. Si desplazamos la coordenada radial de la solución de RN r = ρ + r−, podemos reescribirla de esta
forma genérica:

ds2 = H−2Wdt2 −H2
[

W−1dρ2 + ρ2dΩ2
(2)

]

,

Aµ = δµtα
(

H−1 − 1
)

,

H = 1 +
h

ρ
, W = 1 +

ω

ρ
,

ω = h

[

1 −
(α

2

)2
]

,

(12.100)

donde las constantes h, ω, α están relacionadas con las fı́sicas por

α = −4G
(4)
N q

r±
, h = r±, ω = ±2r0. (12.101)

En esta forma la métrica parece la de un agujero de Schwarzschild de masa r0/G
(4)
N “vestido” con

ciertos factores (de H) relacionados con el potencial gauge, o como la solución de ERN “vestida” con
factores tipo Schwarzschild (W ). W desaparece en el lı́mite extremo y H cuando la carga es cero.
Esta forma de la solución se puede generalizar a p-branas cargadas, como veremos.

ix. Consideremos, finalmente la acción

S[g,AI ] = 1

16πG
(4)
N

∫

d4x
√

|g|
[

R− 1
4

∑I=N
I=1

(

F I
)2
]

. (12.102)

Esta acción es invariante bajo rotaciones O(N) de los N vectores abelianos. Este es un ejemplo muy
simple de simetrı́a de dualidad21. Cualquier solución de EM es una solución de ésta con todos los
vectores salvo uno igual a cero, y, haciendo una rotación O(N) podemos generar soluciones nuevas
en las que los N vectores sean no-nulos. Si la solución original tenı́a q1, las nuevas soluciones tendrán
qi con

∑N
i=1 q

′ 2
i = q21 . Esta dualidad no actúa sobre la métrica y, por lo tanto, sólo tenemos que

21En general, efectos cuánticos como la cuantización de la carga rompen el grupo de dualidad O(N) al subgrupo discreto
O(N, Z).
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sustituir q21 por
∑N

i=1 q
′ 2
i en ella. Ası́, partiendo de la solución Ec. (12.100) se obtiene

ds2 = H−2Wdt2 −H2
[

W−1dρ2 + ρ2dΩ2
(2)

]

,

Ai
µ = δµtα

i
(

H−1 − 1
)

,

H = 1 +
h

ρ
, W = 1 +

ω

ρ
,

ω = h

[

1 −∑i=N
i=1

(

αi

2

)2
]

,

(12.103)

con

αi = −4G
(4)
N qi

r±
, h = r±, ω = ±2r0, (12.104)

donde, ahora

r± = G
(4)
N M ± r0, r0 = G

(4)
N

√

√

√

√M2 − 4
i=N
∑

i=1

q2i . (12.105)

Este es el primer y más simple ejemplo de uso de simetrı́as de dualidad para generar nuevas soluciones
(el segundo lo encontraremos en la Sección 12.3.5). El resultado es una familia que, como tal, es
invariante bajo cualquier transformación de dualidad adicional.Estas familias reflejan muchas de las
simetrı́as de la teorı́a y dependen de combinaciones de cargas y módulos (que definiremos luego) que
son invariantes bajo dualidad. Sus propiedades fı́sicas (temperatura, entropı́a...) también lo son.

12.3.3 Las fuentes del agujero negro ERN

La solución de Schwarzschild satisface las ecuaciones de Einstein en el “vacı́o” excepto en r = 0. El
campo Aµ ∼ Q/rδµt también satisface las ecuaciones de Maxwell en el vacı́o excepto en r = 0. En este
último caso, sabemos que hay un término de fuente correspondiente a una carga puntual situada en r = 0

jµ ∼ Qδ(3)(~x3)δ
µt tal que el campo anterior es solución de las ecuaciones de Maxwell con esa fuente por

doquier. En el primer caso, tal fuente no existe (o no se conoce) y, en cualquier caso no corresponde a una
partı́cula puntual por el problema de la localización de la energı́a del campo gravitacional.
En el caso general de RN no esperamos nada mejor, pero en el extremo, de acuerdo con los argumentos que
dimos, podrı́a haber una localización de la densidad de energı́a (igual que de la densidad de carga eléctrica).
Con más precisión, queremos ver si ERN es parte de una solución completa de las ecuaciones de movimiento
sistema S[g,A,X] = SEM [g,A]+SM,q[X

µ], definidas en Ecs. (12.86) y (12.81) que describe a una partı́cula
puntual de masa M , carga q y lı́nea del Universo Xµ(ξ). En la Sección 15.3 vamos a ver una generalización
de este sistema a dimensiones arbitrarias, con potenciales que son k-formas y con un escalar que se acopla al
potencial de forma arbitraria. Entre las soluciones, está justamente el ERN, lo que corrobora nuestras ideas.
Observemos que, si eliminamos la gravitación del problema, no tenemos una solución de todas las ecua-
ciones: la ecuación de Maxwell con fuentes se resuelve como antes hemos indicado, pero la ecuación de
movimiento de la partı́cula no por el problema de la fuerza infinita (o indefinida) que el campo creado por
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la partı́cula ejerce sobre la propia partı́cula (el problema de la electrodinámica clásica). La gravitación cura
este problema pues las fuerzas gravitatorias y electrostáticas se cancelan sobre la partı́cula.
Esta sorprendente propiedad es una manifestación más de la supersimetrı́a del agujero negro ERN.

12.3.4 La termodinámica de RN

En esta sección vamos a usar unidades naturales ~ = c = 1 (además de kB = 1).
Como ya dijimos, muchas de las propiedades termodinámicas se aplican a todos los agujeros negros conoci-
dos, y, en particular, a los de RN. Vamos repasar estas propiedades para un agujero de RN genérico y más
tarde veremos qué pasa en el caso de un ERN.
Para empezar, las leyes de la termodinámica de los agujeros negros se generalizan y aplican inmediatamente
a los RN. La ley “cero” se cumple en todos los agujeros estacionarios. La primera ley incluye un término
adicional que tiene en cuenta posibles variaciones de la energı́a debidas a variaciones de la carga:

dM = 1

8πG
(4)
N

κdA+ Φdq, (12.106)

donde Φ = 2q/r+ es el potencial electrostático en el horizonte y κ ahora vale

κ =
1

G
(4)
N

√

M2 − 4q2
(

M +
√

M2 − 4q2
)2 . (12.107)

La segunda ley es universal. El área del horizonte de un RN está dado en Ec. (12.92). Y la tercera ley se
aplica, como dijimos, a este tipo de agujeros que tienen un lı́mite “extremo” M = 2|q| en el que κ = 0 y nos
dice que a este lı́mite no se puede llegar en un tiempo finito. Vamos a ver que, en cualquier caso este lı́mite
es muy especial y cerca de él la descripción termodinámica del agujero negro deja de ser válida.
La relación entre la temperatura de la radiación de Hawking T y la gravedad superficial, es la misma que
en el caso de Schwarzschild Ec. (12.34), lo que implica la misma relación entre el área del horizonte y la
entropı́a Ec. (12.35)

T = 1

2πG
(4)
N

√
M2−4q2

(

M+
√

M2−4q2
)2 ,

S = πG
(4)
N

(

M +
√

M2 − 4q2
)2
.

(12.108)

Las gráficas que representan a T y S como funciones de la masa para un valor de la carga q fija están
representadas en las Figuras 12.10 y 12.11.
Observemos que la entropı́a no tiende a cero cuando la M → 2|q| y T → 0. También es interesante
observar la gráfica del calor especı́fico Figura 12.12. Como vemos, hay dos regiones bien diferenciadas en
la termodinámica de RN: para valores de M mucho más grandes que la carga, el comportamiento es como el
de Schwarzschild, con un calor especı́fico negativo y S que aumenta con M mientras que T disminuye. Para
M cercana a 2|q|, sin embargo, la termodinámica es como la de un sistema ordinario, con calor especı́fico
positivo, lo que nos hace esperar que haya una descripción estadı́stica estándar de su entropı́a. La única
diferencia es que cuando la temperatura tiende a cero, la entropı́a tiende a un valor distinto de cero, lo que
no tendrı́a por qué contradecir ninguna ley fundamental de la termodinámica de acuerdo con Wald [82].
Sin embargo, este es un punto conflictivo: ya hemos advertido varias veces que las propiedades fı́sicas de
una familia de soluciones que depende de varios parámetros continuos no tienen por qué ser ellas mismas
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Q M

T

Figura 12.10: La temperatura T como función de la masa M para un agujero RN de carga Q = 2q.

π G 2

S

Q

Q M

Figura 12.11: La entropı́a S como función de la masa M para un agujero RN de carga Q = 2q.

C

MQ

Figura 12.12: El calor especı́fico C como función de la masa M para un agujero RN de carga Q = 2q.
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funciones continuas de los parámetros (ver las notas a pie de página 11 y 14). En el lı́mite extremo no
tenemos realmente control sobre lo que ocurre22 y es necesario rehacer los cálculos utilizando directamente
la solución ERN, en vez de tomando el lı́mite sobre resultados obtenidos utilizando la RN general.
El cálculo de la temperatura directamente sobre la solución ERN no da lugar a sorpresas: la temperatura es
cero (mejor dicho: no tiene sentido definirla, como en el espacio-tiempo de Minkowski).
El cálculo de la entropı́a es más sutil: si la identificamos ciegamente con el área del horizonte, su valor es
el del lı́mite de la entropı́a del RN genérico. Pero esta identificación, en un sistema de temperatura cero,
es dudosa. Como alternativa, se puede calcular por el método euclidiano explicado en la sección anterior.
El resultado es que la entropı́a es idénticamente cero [84, 86], resultado confirmado por otro método en
Ref. [85].
Este resultado es notable y debemos recordarlo porque la entropı́a que vamos a calcular utilizando un modelo
microscópico basado en la Teorı́a de Cuerdas es la de un agujero negro extremo, y obtendremos justamente
como resultado un cuarto del área del horizonte, distinto de cero, el resultado euclidiana semiclásico. Siem-
pre es posible pensar que la Teorı́a de Cuerdas funciona ahı́ donde la gravedad euclidiana falla. Se pueden
encontrar argumentos a favor de esta interpretación en Ref. [4].
Si esto fuese ası́, el agujero negro ERN serı́a un buen candidato a “remanente” en el que la información
está acumulada sin que pueda salir (ni clásicamente ni cuánticamente, pues no hay radiación de Hawking),
aunque es dudoso que todos los agujeros negros acaben ası́.
Entre las dos regiones de calor especı́fico positivo y negativo que hemos descrito hay un punto en el que éste
diverge, lo cual podrı́a ser interpretado como señal de un posible cambio de fase. Esto serı́a un problema
añadido a la hora de extrapolar los resultados obtenidos en el lı́mite extremo o cuasi-extremo.

12.3.5 Dualidad eléctrico-magnético

Como dijimos en la Sección 12.3.1 el conjunto de las ecuaciones de Maxwell sin fuentes (incluyendo la iden-
tidad de Bianchi)23 es invariante bajo la sustitución de F por F̃ = ?F . En el espacio-tiempo de Minkowski
esta transformación corresponde a un intercambio de los campos eléctrico y magnético

~̃E = ~B, ~̃B = − ~E, (12.109)

por lo que esta simetrı́a Z2 de las ecuaciones de Maxwell se conoce como dualidad electromagnética. Este
Z2 se extiende a un grupo continuo24 GL(2) de transformaciones:

F̃ = aF + b?F, ⇒ ?F̃ = −bF + a?F, a2 + b2 6= 0. (12.110)

Es conveniente definir el vector de dualidad ~F

~F ≡
(

F
?F

)

, ? ~F =

(

0 1
−1 0

)

~F , (12.111)

puesto que con él las ecuaciones de Maxwell se escriben en forma compacta

∇µ
~Fµν = 0. (12.112)

22De hecho, la descripción termodinámica del agujero negro deja de ser válida en su entorno [83].
23De momento ignoramos el acoplo a la gravedad y simplemente consideramos la acción de Maxwell en un espacio-tiempo curvo.
24Como en el caso de N vectores la simetrı́a O(N), la cuantización de la carga romperá esta simetrı́a a un subgrupo discreto.
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~F se transforma en la representación vectorial del grupo de dualidad GL(2)

~̃F = M ~F, M =

(

a b
−b a

)

. (12.113)

Si integramos el dual de Hodge del vector de dualidad ? ~F sobre una 2-esfera en el infinito, obtenemos
un vector cuya primer componente es 16πG

(4)
N q, con nuestros convenios. La segunda componente es, por

definición, la carga magnética p:

∫

S2
∞

? ~F =

(

16πG
(4)
N q

p

)

≡ 16πG
(4)
N ~q, ~q =

(

q

p/16πG
(4)
N

)

. (12.114)

Estas transformaciones son no-locales en términos del potencial A: usando Ec. (12.69) obtenemos la sigu-
iente relación entre A y Ã:

Ãµ(x) = −
∫ 1

0
dλλxν εµν

ρσ

√

|g|
∂ρAσ(λx). (12.115)

Esta no-localidad es, a la vez, lo que hace interesante esta dualidad y el origen de muchos problemas. Para
empezar, la acción de Maxwell no es invariante bajo la simple sustitución de F por ?F ( (?F )2 = −F 2). El
procedimiento adecuado para reescribir la acción en términos de las variables duales se llama dualización de
Poincaré y consiste en reescribir primero la acción como un funcional de F en vez de A.
Veamos ahora qué modificaciones produce el acoplo a la gravitación. Ahora hay una ecuación más: la de
Einstein, que podemos reescribir ası́

Gµν − ~F T
µ

ρ ~Fνρ = 0, (12.116)

lo que pone de manifiesto que sólo el subgrupo O(2) la deja invariante y SO(2) es el grupo de dualidad
eléctrico-magnético del sistema de Einstein-Maxwell.
Como hemos hecho notar antes, ésta es una teorı́a abeliana sin materia y no hay constante de acoplo, pero
podemos pensar que la simetrı́a gauge U(1) es parte de un grupo no-abeliano que está roto y entonces
podemos introducir una constante de acoplo e que aparece como un factor 1/e2 en frente del F 2 de la
acción. El vector de dualidad y la ecuación de Einstein son ahora

~F ≡
(

e−2F
?F

)

, Gµν +
(

~Fµ
ρ
)T
(

0 1
−1 0

)

~Fνρ = 0, (12.117)

y es invariante bajo Sp(2,R) ∼ Sl(2,R). Sin embargo, de todo este grupo sólo estas transformaciones
son consistentes con la ligadura del vector de dualidad25 (permitiendo cambios de escala de la constante de
acoplo)

M =

(

a 0
0 1/a

)

, e′ = a−1e,

M =

(

0 1
−1 0

)

, e′ =
1

e
.

(12.118)

Esta última transformación es el intercambio de F por ?F y como vemos invierte la constante de acoplo. Ésta
es la propiedad que hace a la dualidad eléctrico-magnético (o dualidad S) tan interesante pues en las variables

25Si hubiésemos generalizado la teorı́a incluyendo un ángulo ϑ, todo el grupo Sl(2, R) dejarı́a invariante la teorı́a. Este es el
arquetipo de grupo de dualidad S o eléctrico-magnético.
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duales es perturbativo lo que en las originales es no-perturbativo y proporcionan una mejor descripción de la
teorı́a.
Dualidades perturbativas como la rotación O(N) entre los N campos vectoriales que vimos en la Sec-
ción 12.3.2 se llaman dualidades T, al menos en el contexto de Teorı́a de Cuerdas. En las Teorı́as de Cuerdas
tipo II, ambos tipos de dualidades son parte de un grupo de dualidad mucho mayor (que no es simplemente
su producto directo) y que se conoce como el grupo de dualidad U [87].

Agujeros negros RN magnéticos y diónicos

Como hicimos en el caso de dualidad O(N), podemos usar la invariancia de la teorı́a de Einstein y Maxwell
bajo

{

F̃ = cos ξF + sin ξ?F,
?F̃ = − sin ξF + cos ξ?F,

(12.119)

para generar soluciones nuevas, partiendo de RN o de las MP. Tomemos la solución eléctrica de RN Ec. (12.90).
Inmediatamente obtenemos una solución con la misma métrica26 y con el campo electromagnético







F̃tr =
−4G

(4)
N cos ξq

r2
,

F̃θϕ = 4G
(4)
N sin ξq sin θ.

(12.120)

Ahora hay que expresar la nueva solución en términos de los nuevos parámetros fı́sicos q̃, p̃ que están rela-
cionados con los antiguos por

q̃ = cos ξq, p̃ = −16G
(4)
N sin ξq, ⇒ q̃2 +

(

p̃

16πG
(4)
N

)

= q2, (12.121)

eliminando el parámetro de dualidad ξ, que no lo es. La última ecuación se debe a que SO(2) deja invariante
|~q|. Suprimiendo las tildes, el resultado es un agujero negro RN con carga eléctrica y magnética (diónico)

ds2 = f(r)dt2 − f−1(r)dr2 − r2dΩ2
(2),

Ftr = −4G
(4)
N q

r2
, Fθϕ = − p

4π
sin θ,

f(r) = r−2(r − r+)(r − r−),

r± = G
(4)
N M ± r0,

r0 = G
(4)
N







M2 − 4



q2 +

(

p

16πG
(4)
N

)2










1/2

.

(12.122)

Todas las propiedades que dependen de la métrica (entre ellas temperatura y entropı́a) son idénticas a las
del agujero negro RN puramente eléctrico (con q2 reemplazado por el invariante |~q|), pero hay sutilezas con

26Más adelante veremos dualidades que generan métricas distintas a la original.
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las propiedades cuánticas y con la versión euclidiana de la solución y el cálculo euclidiano de la entropı́a
Refs. [88, 89, 90].
El hecho de que las propiedades fı́sicas dependan de las cargas a través de invariantes bajo dualidad (aquı́
|~q|) es un hecho muy importante que se repetirá en casos más complicados.
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Capı́tulo

13
Agujeros negros en Supergravedad

13.1 Introducción

Uno de los avances más interesantes que se han producido en las últimas décadas ha sido la invención de la
supersimetrı́a y su aplicación en la teorı́a de las partı́culas e interacciones fundamentales. Esta simetrı́a que
relaciona bosones y fermiones se puede entender como una generalización del grupo de Poincaré que es la
simetrı́a del espacio de Minkowski a un supergrupo que lo contiene y que es la simetrı́a de un superespacio
que está descrito por coordenadas bosónicas xµ y fermiónicas θα (anticonmutantes)1. Las transformaciones
de supersimetrı́a relacionan estas coordenadas.
Dado que se puede entender en cierto sentido la RG como la teorı́a gauge del grupo de Poincaré2 , es
natural estudiar su generalización basada en el supergrupo correspondiente. Esta generalización llamada
Supergravedad (SUGRA) no es única porque dado un espacio-tiempo bosónico podemos extenderlo a un
superespacio añadiendo uno o N conjuntos de coordenadas fermiónicas θi α i = 1, . . . , N . Las SUGRAs
basadas en estos superespacios extendidos tienen N supersimetrı́as y se las llama Supergravedades Extendi-
das (SUEGRAs). Sin embargo, no hay un número infinito de SUEGRAs porque para gaugear supergrupos
con N > 8 o con N = 1 en d > 11 hacen falta o varios gravitones o partı́culas de espı́n superior que no
sabemos como tratar consistentemente.
En esta lección vamos a estudiar muy someramente las SUEGRAs más sencillas en d = 4 y sus soluciones de
tipo agujero negro. Definiremos el concepto de supersimetrı́a residual, caracterizándola en el superálgebra
y a través de los espinores de Killing y veremos qué relación hay entre esta propiedad y las propiedades
termodinámicas de las soluciones.
Hay muchas referencias generales excelentes sobre Supersimetrı́a y Supergravedad. Algunas de ellas son
el artı́culo de van Nieuwenhuizen [92], los libros de Wess y Bagger [93], de West [94] y de Freund [95]
y los artı́culos más recientes de van Proeyen [96] y Bilal [97]. En el libro de Salam y Sezgin [98] están
reproducidos muchos de los artı́culos originales sobre Supergravedad y contiene una extensa bibliografı́a.

13.2 Supersimetrı́a y Supergravedad

13.2.1 El superálgebra de Poincaré N = 1, d = 4

El supergrupo de PoincaréN = 1, d = 4 se puede construir por exponenciación del superálgebra de Poincaré
N = 1, d = 4, que es una extensión del álgebra de Poincaré con generadores bosónicos Pa,Mab con
generadores fermiónicosQα (los generadores o cargas de supersimetrı́a) que se transforman como espinores
de Majorana bajo transformaciones de Lorentz, por lo que tienen 4 componentes reales y

[Qα,Mab] = Γs (Mab)
α

βQ
β , (13.1)

1Aquı́ α, β, . . . son ı́ndices de una representación espinorial del grupo de Lorentz en la dimensión de que se trate.
2Una referencia muy pedagógica sobre éste y otros temas es [91]
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donde Γs (Mab) es el generador del grupo de Lorentz Mab en la representación espinorial, mientras que el
conmutador con los Pas es cero. El superálgebra se completa con el anticonmutador de las Qαs

{Qα, Qβ} = i
(

γaC−1
)αβ

Pa, (13.2)

de forma que las relaciones de conmutación no-nulas completas del superálgebra de Poincaré N = 1, d = 4

son

[Mab,Mcd] = −MebΓv (Mcd)
e

a −MaeΓv (Mcd)
e

b,

[Pa,Mbc] = −PeΓv (Mbc)
e

a,

[Qα,Mab] = Γs (Mab)
α

βQ
β ,

{Qα, Qβ} = i
(

γaC−1
)αβ

Pa.

(13.3)

Para construir la teorı́a de SUGRA N = 1, d = 4, se “gaugea” este álgebra: introducimos el potencial gauge
Aµ

Aµ = eaµPa + 1
2ωµ

abMab + ψ̄µ αQ
α, (13.4)

donde ea
µ es la tétrada (que va a representar gravitones) ωµ

ab es la conexión de espı́n (que será una función
de los otros campos) y ψµ α es el campo de Rarita-Schwinger (que va a representar gravitinos, partı́culas de
espı́n 3/2, relacionadas con los gravitones por supersimetrı́a), y los parámetros infinitesimales de transfor-
mación

Λ = σaPa + 1
2σ

abMab + ε̄αQ
α, (13.5)

donde σa genera translaciones locales, σab rotaciones de Lorentz locales y ε transformaciones de super-
simetrı́a locales cuya acción en el potencial gauge es, por definición

δAµ = ∂µΛ + Λ, Aµ ≡ DµΛ, (13.6)

la derivada supercovariante.
A partir de aquı́ los pasos son los habituales: definición de curvatura y construcción de una acción que
dependa de la curvatura y que tenga las simetrı́as apropiadas (ver, por ejemplo, [95]). El resultado es la
acción de SUGRA N = 1, d = 4

S[eaµ, ωµ
ab, ψµ] =

∫

d4x e
[

R(e, ω) + 2e−1εµνρσψ̄µγ5γν∇ρψσ

]

, (13.7)

donde

R(e, ω) = ea
µeb

νRµν
ab(ω), (13.8)

y Rµν
ab(ω) es la curvatura asociada a la conexión de espı́n ωµ

ab por Ec. (A.5).
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En esta acción se sobreentiende que se ha resuelto la ecuación de movimiento de la conexión de espı́n en
términos de ea

µ y ψµ y se ha sustituido en ella la solución3

ωabc = −Ωabc + Ωbca − Ωcab,

Ωµν
a = Ωµν

a(e) + 1
2Tµν

a,

Ωµν
a(e) = ∂[µe

a
ν], Tµν

a = iψ̄µγ
aψν .

(13.9)

La acción Ec. (13.7) es invariante bajo

Transformaciones generales de coordenadas







δξx
µ = ξµ,

δξe
a
µ = −ξν∂νe

a
µ − ∂µξ

νeaν ,
δξψµ = −ξν∂νψµ − ∂µξ

νψν ,
(13.10)

Transformaciones de Lorentz locales

{

δσe
a
µ = σa

be
b
µ,

δσψµ = 1
2σ

abγabψµ,
(13.11)

Transformaciones de supersimetrı́a locales N = 1

{

δεe
a
µ = −iε̄γψµ,

δεψµ = ∇µε.
(13.12)

De acuerdo con este resultado, SUGRA N = 1 no es más que RG acoplada a un tipo especial de materia.
Esto es cierto en todas las SUGRAs. Sólo los campos bosónicos tienen un lı́mite clásico y, si buscamos
soluciones clásicas, sólo hace falta considerarles a ellos4. En este caso, el sector bosónico es RG en el vacı́o
y todas las soluciones de las ecuaciones de Einstein en el vacı́o (vgr. Schwarzschild) son automáticamente
soluciones de SUGRA N = 1.

13.2.2 Supersimetrı́a extendida y cargas centrales

Si nuestro superespacio tiene N conjuntos de coordenadas fermiónicas, el superálgebra (extendida) corre-
spondiente tendráN conjuntos de generadores de supersimetrı́a que denotamos con i = 1, . . . N , Qi α. Estas
superálgebras no son muy diferentes de lasN = 1, salvo en el anticonmutador de dos supercargas, que ahora
puede incluir cargas centrales eléctricas Qij o magnéticas P ij que, por definición, conmutan con todos los
demás generadores5. En d = 4 el superálgebra tipo Poincaré más general que da teorı́as con invariancia

3Esto se conoce como formalismo de orden 1.5.
4Las soluciones de la acción que resulta de poner los fermiones a cero son siempre soluciones de la teorı́a completa.
5Si utilizamos espinores de Weyl en vez de Majorana, las cargas eléctricas y magnéticas se combinan en una única matriz de

cargas centrales compleja.
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Poincaré, es, de acuerdo con el teorema de Haag-Lopuszanski-Sohnius [99]

[Mab,Mcd] = −MebΓv (Mcd)
e

a −MaeΓv (Mcd)
e

b,

[Pa,Mbc] = −PeΓv (Mbc)
e

a,

[

Qα i,Mab

]

= Γs (Mab)
α

βQ
β i,

{Qα i, Qβ j} = iδij
(

γaC−1
)αβ

Pa − i
(

C−1
)αβ

Qij

−γ5

(

C−1
)αβ

P ij .

(13.13)

La construcción de SUEGRAs a partir de superálgebras extendidas es más compleja y hay que utilizar otros
métodos como el reonómico [100], pero aún ası́ podemos aprender muchas cosas “leyendo” el superálgebra:

i. El superpotencial gauge serı́a6

Aµ = eaµPa + 1
2ωµ

abMab + 1
2A

ij
µQ

ij + ψ̄i
µ αQ

i α, (13.14)

de lo que deducimos que la SUEGRA correspondiente tendrá N gravitinos además de N(N − 1)/2

potenciales gauge abelianos.

ii. La teorı́a será invariante bajo rotaciones SO(N) de estos vectores y gravitinos (el superálgebra lo es).

iii. Los gravitinos no están cargados con respecto a los potenciales gauge7.

iv. El superálgebra es invariante bajo transformaciones quirales-duales que intercambian las cargas eléctricas
y magnéticas. La SUEGRA correspondiente tendrá como simetrı́a de las ecuaciones del movimien-
to transformaciones quirales-duales en las que los potenciales gauge son sustituidos por sus duales
eléctricos-magnéticos.

Como veremos los posibles estados de las SUEGRAS van a estar caracterizados tanto por sus propiedades de
transformación con respecto a los generadores Poincaré (masa, momento, espı́n) como por sus propiedades
de transformación con respecto a las cargas centrales (estarán cargados eléctrica o magnéticamente con
respecto a ciertos potenciales). Nosotros vamos a estar interesados en soluciones clásicas que podamos
asociar a estos estados interpretándolas como los campos de largo alcance generados por esos estados.

Extensiones cuasi-centrales

Cabe ahora preguntarse cuál es el superálgebra de tipo Poincaré más general si no mantenemos la invariancia
Poincaré. El resultado [101] es que el superálgebra anterior se puede generalizar incluyendo “cargas cen-
trales” con n ı́ndices Lorentz antisimétricos y dos ı́ndices SO(N)Zij

a1···an que aparecen en el anticonmutador
de dos supercargas genéricamente ası́

1
n!

(

γa1···anC−1
)αβ

Zij
a1···an

. (13.15)

6No se pueden gaugear simultáneamente las cargas centrales eléctricas y magnéticas.
7Pero se puede hacer que lo estén, gaugeando la simetrı́a global SO(N). La teorı́a contiene siempre el número preciso de

vectores.

Noviembre, 2001



Agujeros negros en Supergravedad 163

Estas cargas no son centrales en sentido estricto (de ahı́ el adjetivo de cuasi-centrales) pues no conmutan con
los generadores Lorentz, sino que

[

Zkl
c1···cn

,Mab

]

= −nΓv(Mab)
e
[c1Z

kl
|e|c2···cn]. (13.16)

Por otro lado, son simétricas o antisimétricas en los ı́ndices SO(N) dependiendo de si
(

γa1···anC−1
)αβ es

simétrico o antisimétrico en los ı́ndices espinoriales αβ. En d = 4 (y, de forma similar, en cualquier otra
dimensión) es fácil determinar la simetrı́a de los posibles términos:

C−1, γ5C−1, γ5γaC−1, γabcC−1, γabcdC−1, (13.17)

son antisimétricos, pero el primero y el quinto y el segundo y el cuarto están relacionados por Ec. (A.42).
Por otro lado,

γaC−1, γabC−1, γ5γabC−1, γ5γabcC−1, (13.18)

son simétricas. La primera y la cuarta y la segunda y la tercera están relacionadas por Ec. (A.42).
Ası́, el anticonmutador más general de dos supercargas en d = 4 es

{Qα i, Qβ j} = iδij
(

γaC−1
)αβ

Pa + i
(

C−1
)αβ

Z [ij]

+γ5

(

C−1
)αβ

Z̃ [ij] +
(

γ aC−1
)αβ

Z
(ij)
a

+i
(

γ5γ aC−1
)αβ

Z
[ij]
a + i

(

γ abC−1
)αβ

Z
(ij)
ab

+
(

γ5γ abC−1
)αβ

Z̃
(ij)
ab .

(13.19)

¿Qué tipo de estado puede portar estas cargas? Veremos que de forma natural son los objetos extensos
(no-puntuales, como cuerdas, membranas y sus generalizaciones con más dimensiones ) los que las portan.
Estos objetos rompen la invariancia Poincaré en las direcciones transversas a su volumen, y esa rotura está
asociada a los ı́ndices Poincaré de las cargas.

13.2.3 Supersimetrı́a residual

Antes de definir supersimetrı́a residual, es oportuno hacer algunas observaciones de carácter general.
Las soluciones de una teorı́a dada normalmente rompen la mayorı́a (o todas) las simetrı́as de la misma. A
veces preservan alguna de éstas, que recibe el nombre de simetrı́a residual. Las demás simetrı́as de la teorı́a
de pueden utilizar para generar nuevas soluciones. Veamos dos ejemplos:

Mecánica: El lagrangiano de una partı́cula libre es invariante bajo todo el grupo de Poincaré, pero cualquier
solución es una recta, invariante tan sólo bajo translaciones a lo largo de ella misma y rotaciones en
las que es tomada como eje. Estas son las simetrı́as residuales de las soluciones. Las otras transforma-
ciones de Poincaré mueven la recta y generan otras soluciones.

Teorı́a de Campos: Las ecuaciones de Einstein son invariantes bajo difeomorfismos arbitrarios, pero las
transformaciones que dejan invariante una solución determinada forman su grupo de isometrı́as, que
es de dimensión finita. Los generadores de estas transformaciones se hallan resolviendo la ecuación
de Killing

δgµν = −2∇(µkν) = 0. (13.20)
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Las demás transformaciones generan métricas que son equivalentes (si las transformaciones dejan
invariantes las condiciones de contorno) o no (si no lo hacen).

El segundo ejemplo es evidentemente el más interesante. En él la existencia de simetrı́as residuales tiene
consecuencias más transcendentales: las partı́culas que se mueven en un espacio-tiempo con isometrı́as
tienen cantidades conservadas asociadas a éstas (vgr. en Minkowski, cuyo grupo de isometrı́as es el de
Poincaré, el momento y el momento angular de las partı́culas están conservados). Si hacemos Teorı́a de
Campos es ese espacio-tiempo el grupo de isometrı́a será el grupo de simetrı́a de esa Teorı́a de Campos.
En este contexto, los vacı́os de las teorı́as de campos se suelen identificar con las soluciones clásicas que
tienen un grupo de simetrı́as residuales máximo. Ası́ el espacio-tiempo de Minkowski es el vacı́o de la RG
sin constante cosmológica porque tiene un grupo de isometrı́as máximo (10− dimensional) y el espacio de
Sitter (anti-de Sitter) es el vacı́o de la RG con constante cosmológica positiva (negativa) porque su grupo de
isometrı́a es también máximo: SO(1, 4) (SO(2, 3)).
El concepto de supersimetrı́a residual (conservada o preservada) no es más que la aplicación directa del con-
cepto general de simetrı́a residual a las soluciones clásicas (es decir: puramente bosónicas) de las SUGRAs:
una solución tiene supersimetrı́as residuales (o es supersimétrica o BPS) si es invariante bajo alguna trans-
formación de supersimetrı́a local. Si denotamos porB a los bosones y F a los fermiones, buscamos entonces
soluciones tales que

δεB ∼ εF = 0,

δεF ∼
{

∂ε+Bε
∂Bε+Bε

}

= 0.
(13.21)

Las primeras ecuaciones se cumplen siempre (F = 0). Las segundas sólo en ciertos casos y se llaman
ecuaciones de los espinores de Killing.
Por ejemplo, en SUGRA N = 1, d = 4 la ecuación del espinor de Killing es, de acuerdo con Ecs. (13.12)

δεψµ = ∇µε = 0, (13.22)

y sólo admite soluciones en dos casos: Minkowski, con ε constante (4 supersimetrı́as residuales, una por
cada componente arbitraria de ε) que es máximamente supersimétrica y las ondas planas para las que ε ha de
satisfacer la ligadura algebraica

(1 − γ0γ1)ε = 0, (13.23)

que sólo deja dos componentes (1/2 del total) arbitrarias, por lo que sólo preserva 1/2 de las supersimetrı́as.
En ésta y las próximas lecciones vamos a ver muchos más ejemplos de ecuaciones de espinores de Killing y
de espacio-tiempos en los que tienen soluciones.
Las soluciones supersimétricas tienen interesantes propiedades:

i. La existencia de supersimetrı́as residuales implica la de isometrı́as puesto que el anticonmutador de
dos transformaciones de supersimetrı́a es esencialmente un difeomorfismo. El vector de Killing kµ

está dado por una expresión de este tipo:

kµ ∼ ε̄γµε, (13.24)

donde ε es un espinor de Killing.

ii. Las supersimetrı́as residuales y las isometrı́as forman un supergrupo.
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iii. Si hacemos Teorı́a de Campos en una solución supersimétrica, tal teorı́a tendrá el anterior supergrupo
como grupo supersimetrı́a global.

iv. Las soluciones supersimétricas en general no tienen correcciones cuánticas (o éstas son limitadas,
depende de la cantidad de supersimetrı́a preservada). También son estables frente a perturbaciones
clásicas. Las razones para esto se pueden explicar mejor en el lenguaje del superálgebra.

Supersimetrı́as residuales en el superálgebra

Hemos dicho que estamos particularmente interesados en soluciones que se pueden interpretar como config-
uraciones de campos debidas a ciertos estados de nuestra teorı́a. Hay pues una relación entre la acción de
las transformaciones de simetrı́a sobre las soluciones y la acción de los elementos del superálgebra sobre los
estados asociados. Si la solución es invariante bajo cierta transformación, entonces el estado correspondi-
ente será aniquilado por cierto elemento del superálgebra. Si hay supersimetrı́as residuales, esperamos que
la carga

δε|s >∼ ε̄iαQ
i α|s >= 0. (13.25)

El anticonmutador de esta supercarga consigo misma nos da una expresión del tipo (en d = 4)

ε̄Mε = 0,

M ≡ iδijγaPa + iZ [ij] + γ5Z̃
[ij] + γaZ

(ij)
a

+iγ5γ
aZ

[ij]
a + iγabZ

(ij)
ab + γ5γ

abZ̃
(ij)
ab ,

(13.26)

donde hemos sustituido los generadores por su valor sobre el estado |s >. Esta ecuación tiene soluciones si
el determinante de la matriz M es cero. Resolverla completamente es un problema muy complicado, pero
afortunadamente hay soluciones simples con interpretación fı́sica simple. Consideremos, por ejemplo, el
estado correspondiente a una partı́cula puntual sin carga y sin masa, cuyo momento es de tipo luz P 2 = 0.
En el sistema de referencia en el que se mueve en la dirección 1, (P µ) = (p,±p, 0, . . . , 0) y (por simplicidad,
en el caso N = 1) la matriz M es

M = ipγ0
(

1 ± γ0γ1
)

. (13.27)

Es fácil ver que M es singular porque la mitad de los autovalores de γ0γ1 son +1 y la otra mitad −1,
con lo que la mitad de los autovalores de M son 0. Las supersimetrı́as que dejan invariantes el estado
de esa partı́cula son generadas por εs que satisfacen Mε = 0, que coincide precisamente con la ligadura
Ec. (13.23). De esto concluimos que podemos asociar las soluciones que describen ondas gravitacionales
planas con estado de partı́culas sin masa moviéndose a la velocidad de la luz y que ambos preservan la mitad
de las supersimetrı́as. Soluciones de este tipo hay en todas las SUEGRAS.
El siguiente caso en simplicidad es el de una partı́cula de masa M y carga eléctrica Q en SUEGRA N =

2, d = 4 (Qij = Qεij). En el sistema de referencia en el que la partı́cula está en reposo (P µ) = (M, , 0, . . . , 0)

y

M = iγ0M

(

δij +
Q

M
γ0εij

)

. (13.28)

Esta matriz 8×8 es singular sólo cuandoQ = ±M , en cuyo caso habrı́a supersimetrı́as residuales generadas
por cargas de supersimetrı́a ε̄iQi donde ε̄i satisface la ligadura

(δij ± γ0εij)εj = 0. (13.29)
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Esta ecuación tiene 4 soluciones independientes de las 8 posibles y ası́ el estado de que hablamos preserva
la mitad de las supersimetrı́as. ¿A qué solución de la SUEGRA N = 2, d = 4 corresponde este estado?
Ha de corresponder a un objeto esféricamente simétrico (lo más parecido a un objeto puntual), estático, de
carga M = |Q| = 2|q| con la normalización correcta: ¡un agujero ERN con carga eléctrica8! Esto debemos
demostrarlo encontrando los espinores de Killing. Veremos que efectivamente esto es ası́ en la siguiente
sección.
¿Qué pasa en el caso general? Centrémonos primero en d = 4 con cargas estrictamente centrales. Para
atacar el problema general es conveniente usar una base de Weyl en vez de una base Majorana, de forma
que las matrices de cargas eléctricas y magnéticas se combinan en una sola matriz antisimétrica ay compleja
de cargas centrales Z

ij , que tiene [N/2] autovalores Zi. De acuerdo con los autores de la Ref. [102], en el
sistema de referencia en el que la partı́cula masiva está en reposo, la matriz M es singular cuando el módulo
de uno o varios de estos autovalores es igual a la masa M = |Zi|. La cantidad de supersimetrı́a preservada
depende del número de módulos de autovalores que sean iguales. Si todos son iguales e igual a M , entonces
se preservan la mitad de las supersimetrı́as y en los demás casos, menos. Veamos qué pasa en los casos que
nos interesan N = 1, 2, 4, 8, d = 4:

N=1 No hay estados masivos supersimétricos.

N=2 1/2 de la supersimetrı́a se preserva cuando9

M = |Z|,

N=4 1/2 de las supersimetrı́as se preserva si

M = |Z1| = |Z2|,

y 1/4 si
M = |Z1| 6= |Z2|.

N=8 1/2 de las supersimetrı́as se preserva si

M = |Z1| = |Z2| = |Z3| = |Z4|,

1/4 si
M = |Z1| = |Z2| 6= |Z3,4|,

y 1/8 si
M = |Z1| 6= |Z2,3,4|.

En todos los casos, los proyectores sobre los espinores son de la forma

(δij + γ0αij), (13.30)

donde αij es una matriz que depende de la SUEGRA concreta con que estemos trabajando. Estos proyectores
deben de asociarse, pues a estados de partı́culas puntuales masivas. Hay un proyector por cada factor de 1/2

de supersimetrı́a y deben conmutar entre sı́ para que haya supersimetrı́a.
8Con carga magnética P = ±M tendrı́amos el proyector (δij ± γ5γ

0εij) y en el caso diónico P 2 + Q2 = M2 el proyector
serı́a [δij ± (cos ξ + i sin ξγ5)γ

0εij ] = [δij ± eiγ5γ0εij ].
9En N = 2 el único autovalor es Z = Q + iP .
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¿A qué tipo de soluciones van a estar asociados estos estados? Claramente, a generalizaciones de ERN
(soluciones esféricamente simétricas, estáticas, cargadas) que dependerán de los campos que haya en la
SUEGRA. Las más estudiadas y conocidas son las de N = 4, d = 4 que veremos en la Sección 13.4.2.
Sobre N = 8, d = 4 diremos algo en las lecciones siguientes.
Pasemos ahora a estudiar la situación cuando hay una carga cuasi-central (real) Z (p)

a1···ap . Utilizando identi-
dades de las matrices gamma y el sistema de referencia apropiado, siempre es posible escribir

M = iγ0M

(

δij +
Z(p)

M
γ0γ1 · · · γpαij

)

, (13.31)

que es singular si M = Z(p). Aquı́ el proyector no puede ser interpretado como el de una partı́cula puntual.
De hecho, las cargas con p ı́ndices Lorentz están asociadas en la SUEGRA a potenciales que son (p + 1)-
formas diferenciales A(p+1)

µ1···µp+1 que, al igual que una 1-forma (potencial vector) se acopla a la lı́nea del
universo de una partı́cula a través de un término de Wess-Zumino, se acopla al volumen del Universo de un
objeto de p dimensiones espaciales o p-brana. Ası́ éste es el proyector asociado a una p-brana supersimétrica
que preserva 1/2 de las supersimetrı́as.
En la Sección 16.3 estudiaremos el caso en que hay varias cargas de este tipo distintas de cero a un tiempo,
que interpretaremos como intersecciones de p-branas. En estos casos, el espinor ε ha de satisfacer varias
ligaduras simultáneamente. Esto sugiere la interpretación de los agujeros negros con varias cargas como
superposiciones de agujeros negros más simples. Veremos en la Sección 13.4.4 que esta interpretación es
posible en ciertos casos.

Estabilidad y cotas BPS

La matriz M tiene otra propiedad importante: es esencialmente el cuadrado de las supercargas y sus auto-
valores deben de tener propiedades de positividad. De hecho, se puede demostrar que el jamiltoniano de
las teorı́as supersimétricas es siempre no-negativo [103] o, lo que es lo mismo, que M ≥ 0. Aún más:
en teorı́as con supersimetrı́a extendida, la masa está acotada por debajo por los autovalores de la matriz de
cargas centrales Z

ij [104, 102]
M ≥ |Zi|, i = 1, . . . , [N/2], (13.32)

lo que se conoce como cotas de Bogomol’nyi o cotas BPS. Es cuando alguna de estas cotas se satura, cuando
el estado tiene supersimetrı́as residuales (es “BPS”).
Estas cotas juegan un papel crucial en la estabilidad de los estados y de las teorı́as. Los estados BPS tienen
los valores mı́nimos de la energı́a para valores dados de las cargas centrales. Estos últimos no pueden variar
porque en las teorı́as no hay campos cargados con respecto a ellas (por eso a veces se las califica como cargas
topológicas) y por lo tanto los estados BPS son estables.
Después de ver el lado algebraico/cuántico10 de las cotas, veamos el lado “supergravitatorio”. Como hemos
visto, SUGRA N = 1 no es más que RG acoplada a un campo fermiónico. Esto implica que la energı́a
(masa) en RG también ha de ser no-negativa [105]. La demostración rigurosa de este teorema fue hecha por
Schoen y Yau en Ref. [106] con técnicas distintas, pero esta demostración fue seguida inmediatamente por
otra versión de Witten [107] basada de nuevo en SUGRA. Esta técnica fue perfeccionada por Nester e Israel

10Todo el razonamiento y los resultados anteriores se aplican sólo a teorı́as cuánticas en las que los estados han de estar en
representaciones unitarias de los grupos de simetrı́a (T. de Wigner). En teorı́as clásicas de campos, estos resultados no tienen
aplicación directa y se necesitan condiciones adicionales: comportamiento asintótico y condiciones sobre la energı́a. A estos
resultados nos vamos a referir ahora.
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Refs. [108, 109] y generalizada por Gibbons, Hull y otros [110, 111]. Los resultados de la técnica de Witten,
Israel y Nester (WIN) son la versión en SUEGRA de las cotas BPS. La relación está explicada en el caso
N = 1 en Ref. [112].
Las estados BPS de SUEGRA tienen cargas y masas que saturan cotas BPS y admiten espinores de Killing.
Dentro de la teorı́a de SUEGRA concreta de que se trate, gozan de estabilidad. En el caso concreto de ERN,
esta estabilidad se manifiesta en la ausencia de radiación de Hawking (T = 0). Aquı́ aparece un nexo entre
las propiedades termodinámicas y la supersimetrı́a del que vamos a encontrar más ejemplos.
Pasamos ahora a ver ejemplos concretos de todos estos resultados generales.

13.3 Agujeros negros en Supergravedad N = 2, d = 4

13.3.1 SUEGRA N = 2, d = 4

SUEGRA N = 2, d = 4 fue construida originalmente por Ferrara y van Nieuwenhuizen [113] acoplando un
supermultiplete vectorial (compuesto por un vector y un gravitino) a SUGRA N = 1, d = 4 y observando
que la teorı́a resultante era invariante bajo una transformación de supersimetrı́a adicional11. Ası́, el super-
multiplete de SUEGRA N = 2, d = 4 consta de una tétrada, una pareja de gravitinos reales y un campo
vectorial

{eaµ, ψµ =

(

ψ1
µ

ψ2
µ

)

, Aµ}. (13.33)

Los ı́ndices SO(2) i = 1, 2 no los escribiremos excepto cuando sea completamente necesario. La acción en
el formalismo de orden 1.5 es

S =

∫

d4x e
{

R(e, ω) + 2e−1εµνρσψ̄µγ5γν∇ρψσ

−F2 + J(m)
µν(J(e)µν + J(m)µν)

}

,
(13.34)

donde






Fµν = F̃µν + J(m)µν ,

F̃µν = Fµν + J(e)µν ,

Fµν = 2∂[µAν],

(13.35)

y
{

J(e)µν = iψ̄µσ
2ψν ,

J(m)µν = − 1
2eε

µνρσψ̄ργ5σ
2ψσ.

(13.36)

La ecuación de ωµ
ab es la misma que en el caso N = 1 y la solución es también Ec. (13.9) pero con la

torsión dada por
Tµν

a = iψ̄µγ
aψν (≡ iψ̄j µγ

aψj
ν). (13.37)

Esta acción es invariante bajo 1. difeomorfismos, 2. transformaciones Lorentz locales, 3. transformaciones
gauge del potencial vector, 4. rotaciones globales SO(2) de los gravitinos y 5. transformaciones locales de
supersimetrı́a N = 2







δεe
a
µ = −iε̄γaψµ,

δεAµ = −iε̄σ2ψµ,

δεψµ = ∇̃µε,

(13.38)

11Esto es similar a la construcción de SUGRA N = 1, d = 4 a partir de N = 0 (RG) acoplando un gravitino.
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donde
∇̃µ = ∇µ + 1

4 6 F̃ γµσ
2, (13.39)

es la derivada supercovariante sobre ε.
Las ecuaciones de movimiento, pero no la acción, son invariantes bajo un grupo global SO(2) de transfor-
maciones quirales-duales

{

F̃ ′
µν = cos θ F̃µν + sin θ ?F̃µν ,

ψ′
µ = e

i
2
θγ5ψµ.

(13.40)

La correspondencia de todas estas simetrı́as con propiedades del superálgebra correspondiente es obvia.

13.3.2 Soluciones

Para nuestros propósitos, lo más interesante de la SUEGRA N = 2, d = 4 es que su sector bosónico no es
más que la teorı́a de Einstein y Maxwell que ya vimos y todas las soluciones de ésta lo son de la primera, en
particular RN y MP.
Si RN describe un estado (posiblemente solitónico, pues no hay materia cargada en esta SUEGRA) de masa
M y carga |Z| = |Q + iP |, cuánticamente M ≥ |Z|, justamente la condición de censura cósmica. Esto no
es sorprendente, dada la relación en la que hemos insistido varias veces entre censura cósmica y positividad
de la energı́a. Clásicamente se puede probar [110] que bajo condiciones energéticas usuales y en espacios
asintóticamente planos, esa relación se tiene que cumplir siempre.
La saturación de la cota BPS coincide con el lı́mite de extremalidad de RN, la desaparición de la radiación
de Hawking y la aparición de soluciones estáticas con varios ERNs en equilibrio (MP). Todas las soluciones
de la familia MP admiten espinores de Killing [110], pero hay aún más soluciones que los admiten como
demostró Tod en Ref. [114]: la familia de soluciones de Israel, Wilson y Perjés (IWP) [115, 116] y una
generalización de las ondas gravitatorias planas que incluyen campos electromagnéticos. Vamos a describir
la familia IWP en la siguiente sección. Aquı́ basta decir que en ella hay soluciones con momento angular
y carga NUT, pero que las únicas soluciones regulares sin curvas cerradas de tipo tiempo son las de la
subfamilia de MP [78]. En particular, no hay agujeros negros supersimétricos regulares con momento angular
en SUGRA N = 2, d = 4. Este resultado es válido para N = 4, 8, d = 4 también, pero no en d = 5.
En cuanto al número de supersimetrı́as residuales, genéricamente las soluciones de IWP tiene 1/2. Las dos
excepciones conocidas son Minkowski y RB que tienen el máximo número de supersimetrı́as preservadas y
se pueden considerar vacı́os de la teorı́a.

13.4 Agujeros negros en Supergravedad N = 4, d = 4

13.4.1 SUEGRA N = 4, d = 4

El supermultiplete de SUEGRA N = 4, d = 4 [117] consta de la tétrada, seis vectores abelianos, un escalar
(dilatón) un pseudoescalar (axión) cuatro gravitinos reales y cuatro dilatinos reales (espı́n 1/2)

{eaµ, A
(n)

µ, φ, a, ψ
i
µ, λ

i}, (13.41)

respectivamente. La acción de los campos bosónicos es

S =
∫

d4x
√

|g|
{

R+ 2(∂φ)2 + 1
2e

4φ(∂a)2 − e−2φ
∑6

n=1 F
(n)F (n)

+a
∑6

n=1 F
(n) ?F (n)

}

.
(13.42)
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Además de la invariancia bajo difeomorfismos, transformaciones de Lorentz locales, transformaciones gauge
de los seis vectores y transformaciones de supersimetrı́a localN = 4, rotaciones globales SO(4) de vectores
y fermiones y rotaciones quirales-duales, el sector bosónico de esta teorı́a es invariante bajo rotaciones
globales SO(6) de los seis vectores12 y (sólo las ecuaciones del movimiento) bajo transformaciones de
dualidad SL(2,Z) que actúan sobre los escalares y los vectores. Para describir esta simetrı́a es conveniente
combinar los escalares en un escalar complejo que a veces es llamado axidilatón

τ = a+ ie−2φ, (13.43)

y definir los duales SL(2,Z) de los vectores

F̃ (n)
µν = ∂µÃ

(n)
ν − ∂νÃ

(n)
µ . (13.44)

Si Λ es una matriz SL(2,R)

Λ =

(

a b
c d

)

, ad− bc = 1, (13.45)

entonces los vectores y sus duales se transforman en dobletes (lo que antes llamamos vector de dualidad)
(

F̃ (n)
µν

F (n)
µν

)

−→ Λ

(

F̃ (n)
µν

F (n)
µν

)

, (13.46)

y τ se transforma no-linealmente

τ −→ aτ + b

cτ + d
. (13.47)

Aquı́ eφ juega el mismo papel que la constante de acoplo e en la dualidad eléctrico-magnético y a juega el
papel de un ángulo θ local. De hecho, desde el punto de vista de la Teorı́a de Cuerdas eφ es realmente la
constante de acoplo.
El grupo de dualidad de esta teorı́a es, pues el producto directo de la dualidad T (SO(6)) y la S (SL(2,R)).
EnN = 4 hay dos cotas BPSM 2−|Z1,2|2 ≥ 0. Ninguna de ellas es separadamente invariante bajo dualidad,
que las intercambia. Para escribir una cota invariante (cota BPS generalizada) tomamos el producto de ambas
cotas y dividimos por M 2

M2 +
|Z1Z2|2
M2

− |Z1|2 − |Z2|2 ≥ 0, (13.48)

que es la que debe de aparecer en la métrica, que es invariante bajo dualidad. El término |Z1Z2|2M−2 se
puede interpretar con las cargas de los escalares en los agujeros negros regulares. Como esperamos por el
teorema de “no-pelo”, no son independientes de las otras cargas.

13.4.2 Soluciones

Las soluciones de tipo agujero negro más generales de esta teorı́a se conocen desde hace poco Ref. [127].
Su construcción ha sido la culminación del esfuerzo de muchos autores: las primeras soluciones fueron
obtenidas por Gibbons en la Ref. [118] y la supersimetrı́a de las extremas fue demostrada en la Ref. [121].
En la Ref. [120] se utilizó por primera la dualidad S para generar soluciones diónicas, posteriormente gener-
alizadas en la Ref. [122], donde se observó por primera vez que las transformaciones de dualidad S preservan
las propiedades de supersimetrı́a de las soluciones originales. Las soluciones más generales sin momento

12Esta simetrı́a está relacionada con la de rotaciones SO(4) que esperamos a partir del superálgebra que se ve aumentada hasta
SU(4) por las rotaciones quirales-duales.
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angular ni carga NUT, fueron obtenidas en la Ref. [123] y la adición de carga NUT fue estudiada en la
Ref. [124]. La soluciones supersimétricas más generales, incluyendo momento angular y carga NUT fueron
halladas por Tod en la Ref. [125] y poco después, independientemente en la Ref. [126].
Por simplicidad vamos a presentar únicamente las soluciones supersimétricas, llamadas SWIP en la Ref. [126].
Todas las funciones que aparecen en los distintos campos de las solución se pueden expresar en términos de
dos funciones armónicas complejas completamente arbitrarias H1,2(~x)

∂i∂iH1 = ∂i∂iH2 = 0, (13.49)

y un conjunto de constante complejas k(n) que satisfacen las relaciones

N
∑

n=1

(k(n))2 = 0,
N
∑

n=1

|k(n)|2 = 1
2 , (13.50)

en el caso general13.
Las funciones armónicas aparecen en la métrica a través de las siguientes combinaciones:

e−2U = 2 =m (H1H2), (13.51)

∂[iωj] = εijk IRe
(

H1∂kH2 −H2∂kH1

)

. (13.52)

Los campos de la solución son

ds2 = e2U (dt2 + ωidx
i)2 − e−2Ud~x2, (13.53)

λ =
H1

H2
, (13.54)

A
(n)
t = 2e2UIRe

(

k(n)H2

)

, (13.55)

Ã
(n)
t = −2e2UIRe

(

k(n)H1

)

. (13.56)

Estas soluciones generales se reducen a las métricas IWP de las que hablamos en la Sección anterior cuando

H1 = iH2 = 1√
2
V −1, (13.57)

donde V −1 es una función armónica compleja. Todas las soluciones de esta subfamilia tienen 1/2 de las
supersimetrı́as preservadas.

Propiedades de dualidad

La familia de soluciones es invariante, como familia, bajo todas las dualidades de la teorı́a, que no sirven ya
para generar ninguna solución nueva. En particular, H1,2 se transforman como un doblete (linealmente) bajo
SL(2,R) mientras que las k(n)s son invariantes y éstas se transforman como un vector de SO(6) mientras
que las H1,2s son invariantes.

13Si una de las funciones armónicas es constante, entonces sólo hace falta la segunda relación.
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Estas propiedades de transformación de los componentes funcionales de la solución tiene una interesante
interpretación desde el punto de vista de la geometrı́a especial de las SUGRAS N = 2, d = 4 (con materia
en general) [128]. Esta interpretación ha sido usada para construir soluciones de tipo agujero negro extremos
en SUGRAS N = 2, d = 4 [129] lo que tiene gran importancia porque las SUEGRAS N = 4, 8, d = 4

se pueden interpretar como SUEGRA N = 2, d = 4 con una materia supersimétrica de tipo particular.
Sin embargo, esta dirección de trabajo no ha sido capaz de proporcionar soluciones tan completas como las
SWIP en esos casos [130, 131], sino que en general sólo ha dado como resultado “soluciones generatrices”
con las que se podrı́a (pero nadie lo ha hecho de forma explı́cita) generar la solución más general con
transformaciones de dualidad.

Propiedades de supersimetrı́a

Si elegimos adecuadamente las funciones armónicas, las soluciones describen objetos puntuales con masa
M , cargas eléctricas, magnéticas Γ(n), escalares Υ que son función de las anteriores

Υ = −2

∑

n Γ(n)
2

M
, (13.58)

y momento angular J . Estas cargas siempre satisfacen la identidad

M2 + |Υ|2 − 4
∑

n

|Γ(n)|2 = 0, (13.59)

que tiene la forma exacta de la cota BPS generalizada. De hecho, podemos identificar los autovalores de las
cargas centrales

1
2 |Z1,2|2 =

∑

n

|Γ(n)|2 ±





(

∑

n

|Γ(n)|2
)2

− |
∑

n

Γ(n)2|2




1
2

. (13.60)

El área del horizonte es
A = 4π(|M |2 − |Υ|2) = 4π||Z1|2 − |Z2|2|, (13.61)

que se hace cero cuando las dos cargas son iguales. Este es el caso en el que las dos cotas BPS se saturan
simultáneamente y tenemos 1/2 de las supersimetrı́as preservadas. El resultado es que sólo con dos cargas
centrales distintas y 1/4 de las supersimetrı́as preservadas los agujeros negros de SUEGRA N = 4, d = 4

tienen un área finita.
Si se buscan los espinores de Killing se encuentra que siempre hay 1/4 de las supersimetrı́as preservadas,
como indica el hecho de que la cota BPS generalizada esté automáticamente saturada en estas soluciones.
En el caso |Z1| = |Z2|, como esperamos, 1/2 de las supersimetrı́as están preservadas [126].
Finalmente, observamos que si reescribimos la fórmula del área del horizonte en términos de las cargas
eléctricas y magnéticas normalizadas de forma que al ser cuantizadas tomen valores enteros, q̃(n), p̃(n), obten-
emos una expresión que es independiente de todos los módulos de la solución, como los valores asintóticos
de los escalares

A = 8π

√

√

√

√det

[(

~̃p
t

~̃q
t

)

(

~̃p ~̃q
)

]

, (13.62)

donde la acción del grupo de dualidad en el vector de carga
(

~̃p
~̃q

)

es

(

~̃p
~̃q

)′
= R⊗ S

(

~̃p
~̃q

)

, (13.63)
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donde R ∈ SO(6) y S ∈ SL(2,R).
Esta es una propiedad fundamental de la entropı́a de los agujeros negros extremos, que vamos a utilizar en
la última lección.

13.4.3 SUEGRA N = 8, d = 4

13.4.4 Soluciones: agujeros negros compuestos

Como hemos dicho, no existen soluciones similares a las SWIP de N = 4, d = 4 para el caso N = 8, d =

4 que es bastante complicado de describir. Nos interesa más en este momento describir las propiedades
generales de las soluciones supersimétricas.
Primeramente, es posible ver que sólo si las cuatro cargas centrales son distintas entre sı́ y la solución tiene
1/8 de las supersimetrı́as preservadas, las soluciones tienen un horizonte regular. El área del horizonte
se puede expresar también de forma manifiestamente invariante bajo dualidad (aquı́ llamada dualidad U,
correspondiente al grupo E7,7) [132]. La soluciones más simples están descritas en [133].
En N = 8, d = 4 aparecen dos fenómenos nuevos: hay combinaciones de las cargas que nos permiten
tener agujeros negros “sin masa” supersimétricos [134, 135]. Por otro lado, hay agujeros negros extremos
supersimétricos que pierden la supersimetrı́a cuando se cambia el signo de una carga (lo que deja invariante
la métrica y los escalares). Este es un hecho de difı́cil interpretación [136].
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Capı́tulo

14
Teorı́as efectivas de cuerdas: acciones

14.1 Introducción

En esta lección vamos a iniciar el estudio de los agujeros negros desde el punto de vista de la Teorı́a de
Cuerdas. Nuestro punto de vista será el de las acciones efectivas que describen la dinámica de los campos
sin masa de la Teorı́a de Cuerdas a bajas energı́as. Estas acciones efectivas son en general acciones de
SUEGRAS en diversas dimensiones, al menos cuando el espectro de la teorı́a de cuerdas correspondiente
es supersimétrico y contiene un gravitón. De ahı́ nuestro interés en SUEGRAS en la lección anterior. Las
referencias esenciales de introducción a la Teorı́a de Cuerdas son los libros de Green, Schwarz y Witten
[151], Lüst y Theysen [152] y el de Polchinski [153], más reciente. Menos extensas, pero igualmente
interesantes son [154, 155, 156].
En este momento los teóricos de cuerdas creen que existe la denominada Teorı́a M que se manifiesta en
diversos lı́mites y contextos como lo que antes se creı́a eran diferentes teorı́as de cuerdas y supergravedad.
Estas diferentes teorı́as están conectadas por una red de dualidades que las relacionan y que, se supone,
ponen de manifiesto la relación de todas ellas con la Teorı́a M. En un cierto lı́mite del que para nosotros es
conveniente partir, la Teorı́a M se manifiesta como una teorı́a que a bajas energı́as es SUGRAN = 1, d = 11.
Cuando esta teorı́a es compactificada en un cı́rculo se obtiene una teorı́a que a bajas energı́as no es sino
SUGRA N = 2A, d = 10. Esta teorı́a era conocida como el lı́mite a bajas energı́as de la Teorı́a de Cuerdas
tipo IIA y, de hecho, cuando incluimos en ella todos los modos masivos de Kaluza-Klein que aparecen en la
compactificación desde d = 11, se obtiene todo el espectro de esta teorı́a de cuerdas. Aún más interesante,
el dilatón de la Teorı́a de Cuerdas tipo IIA (que es su “constante” de acoplo) es el radio de la dimensión
compactificada, lo que permite visualizar SUGRA N = 1, d = 11 como el lı́mite de acoplo fuerte de la
dicha teorı́a de cuerdas [137]. Ésta y otras relaciones que vamos a ver están representadas en la Figura 14.1.
En d = 10 hay otra SUEGRA conocida: N = 2B, d = 10, que es quiral, y es el lı́mite de baja energı́a de
la Teorı́a de Cuerdas tipo IIB. Resulta que cuando esta teorı́a de cuerdas y la tipo IIA son compactificadas
en cı́rculos de radios inversos, tienen exactamente el mismo espectro y las mismas interacciones [138, 139].
Esta dualidad T entre ambas teorı́as se manifiesta en sus lı́mites de baja energı́a en que las SUEGRAS N =

2A, d = 10 y N = 2B, d = 10 son idénticas cuando se las somete a compactificaciones duales [140, 141].
Esta dualidad T que relaciona radios grandes y pequeños es una de las propiedades más interesantes y
especiales de la Teorı́a de Cuerdas1 que se aplica no sólo a vacı́os simples con una dimensión compacta
como el producto directo de Minkowski por un cı́rculo sino a variedades más generales con el resultado de
que geometrı́as muy diferentes son indistinguibles desde el punto de vista de la Teorı́a de Cuerdas [143].
Si el lı́mite de acoplo fuerte de la Teorı́a de Cuerdas tipo IIA es SUGRA N = 1, d = 11, ¿Cuál es del de
la tipo IIB? Esto es muy difı́cil de decir desde el punto de vista de la teorı́a de cuerdas, que está definida
perturbativamente (es decir: para constante de acoplo pequeña), pero su teorı́a efectiva de bajas energı́as

1Una monografı́a interesante sobre este tema es [142], aunque no contiene algunos de los resultados más interesantes sobre
dualidad en cuerdas abiertas y D-branas.
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nos da una pista: las ecuaciones del movimiento de la SUEGRA N = 2B, d = 10 son invariantes baso
una dualidad S que relaciona acoplos fuertes y débiles. Ası́, cuando el acoplo es fuerte, la teorı́a se puede
reescribir en términos de otra Teorı́a de Cuerdas tipo IIB con constante de acoplo pequeña.

Conforme vamos compactificando más dimensiones de estas teorı́as de cuerdas, aparecen otras dualidades
que se manifiestan (no siempre) como simetrı́as globales de las SUEGRAS correspondientes. El grupo de
todas estas dualidades de las teorı́as tipo II compactificadas en toros es el grupo de dualidad U [87].

Hasta este momento sólo hemos hablado de teorı́as con dos supersimetrı́as en d = 10 (N = 1 en d = 11

N = 8 en d = 4), pero una de las teorı́as de cuerdas más interesantes, la heterótica, tiene la mitad. Para
hablar de ésta y otras teorı́as de cuerdas con N = 1, d = 10 tenemos que mencionar la segunda idea que ha
modificado nuestra forma de entender la Teorı́a de Cuerdas: que ésta describe no sólo objetos unidimension-
ales (cuerdas) sino objetos de más dimensiones p-branas y p-orientiplanos y que se pueden construir nuevos
vacı́os de la teorı́a no sólo por el procedimiento de compactificar en ciertas variedades, sino poniendo p-
branas o p-orientiplanos, cuyo efecto es el de romper parcialmente las supersimetrı́as, hacer que aparezcan
nuevos estados sin masa (en particular campos de Yang-Mills con grupos gauge no-Abelianos) y truncar las
teorı́as. Existen varios tipos de estos objetos, algunos de ellos no muy bien conocidos, y todos ellos están
relacionados con las cargas cuasi-centrales de los superálgebras de las SUEGRAS correspondientes.

Ası́, si para SUGRA N = 1, d = 10 elegimos un vacı́o de la forma S1/Z2 y ponemos dos 9-branas (“M9-
branas”) en los puntos fijos, en vez de obtener la Teorı́a de Cuerdas tipo IIA obtenemos la Teorı́a Heterótica
E8 × E8 [144] cuyo lı́mite de baja energı́a está descrito por SUGRA N = 1, d = 10 acoplado a los
correspondientes supermultipletes vectoriales. Y si en el vacı́o de la Teorı́a de Cuerdas tipo IIB colocamos
el número adecuado de 9-branas de tipo Dirichlet (“D9-branas”) y 9-orientiplanos (“O9-planos”) obtenemos
la Teorı́a de Cuerdas tipo I SO(32) [145] cuyo lı́mite de baja energı́a está también descrito por SUGRA
N = 1, d = 10 acoplado a los correspondientes supermultipletes vectoriales. En el lı́mite de acoplo fuerte
esta teorı́a es S dual a la Teorı́a Heterótica SO(32) [146, 147, 148].

Para interpretar esta última teorı́a hay que introducir un importante aspecto de las p-branas y p-orientiplanos:
que también se transforman bajo las dualidades T y S. En particular, bajo dualidad S, las D9-branas se
transforman en S9-branas (también llamadas NSNS9-branas) y los O9-planos en otros objetos de forma que
la Teorı́a Heterótica SO(32) se puede considerar como la Teorı́a de Cuerdas tipo IIB en acoplamiento fuerte
(por la dualidad S) con S9-branas y los duales S de los O9-planos [149, 150].

Hora que conocemos las reglas fundamentales de este juego, podemos empezar a hacernos preguntas como
¿cuál es el T dual de la Teorı́a de Cuerdas tipo I SO(32)? (Es decir: si la compactificamos en un cı́rculo,
hay otra teorı́a de cuerdas compactificada en un cı́rculo de radio inverso que sea equivalente? De acuerdo
con lo que sabemos, esta teorı́a ha de ser el resultado de poner en la Teorı́a de Cuerdas tipo IIA los T duales
de las D9s y los O9s (D8s y O8s) con la dimensión que no está dentro de éstas compactificada en un cı́rculo
de radio inverso, que recibe el nombre de Teorı́a de Cuerdas tipo I’.

Ası́ se pueden generar muchas nuevas teorı́as. En esta lección vamos a estudiar las teorı́as efectivas a bajas
energı́as de las teorı́as de cuerdas más relevantes para nosotros: N = 1, d = 11, N = 2A, d = 10 y
N = 2B, d = 10, cómo se relacionan los campos y constantes que aparecen en sus acciones con los de
las teorı́as de cuerdas y cómo se reflejan en sus relaciones mutuas las dualidades entre las correspondientes
teorı́as de cuerdas.
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d=11

RR

RR

RA RARB
  =1/

RR

N=1

RR

d=10 N=1

(Chiral)

N=2A

(Nonchiral)  (Chiral)

N=2B

T−duality

R

d=9 N=2N=1

+ 1 V

 d=4
+ 6 V

N=8 N=4

 N=4

6 V

 N=2 N=1

T−duality

Figura 14.1: Directorio de SUGRAs. La relación entre distintas teorı́as compactificadas en cı́rculos (lı́neas con dos puntas de
flecha) y truncación (lı́neas con una única punta de flecha) está representada aquı́ esquemáticamente
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14.2 Acciones básicas y dualidades

14.2.1 SUGRA N = 1, d = 11

El superálgebra

El superálgebra N = 1, d = 11 con todas las posibles extensiones cuasi-centrales posibles tiene el siguiente
anticonmutador de supercargas es

{

ˆ̂
Q

ˆ̂α,
ˆ̂
Q

ˆ̂
β

}

= i
(

ˆ̂
Γ

ˆ̂a ˆ̂C−1
)

ˆ̂α
ˆ̂
β ˆ̂
P ˆ̂a + 1

2

(

ˆ̂
Γ

ˆ̂a1
ˆ̂a2 ˆ̂C−1

)

ˆ̂α
ˆ̂
β ˆ̂Z(2)

ˆ̂a1
ˆ̂a2

+ i
5!

(

ˆ̂
Γ

ˆ̂a1···ˆ̂a5 ˆ̂C−1
)

ˆ̂α
ˆ̂
β ˆ̂Z(5)

ˆ̂a1···ˆ̂a5

+ 1
6!

(

ˆ̂
Γ

ˆ̂a1···ˆ̂a6 ˆ̂C−1
)

ˆ̂α
ˆ̂
β ˆ̂Z(6)

ˆ̂a1···ˆ̂a6

+ i
9!

(

ˆ̂
Γ

ˆ̂a1···ˆ̂a9 ˆ̂C−1
)

ˆ̂α
ˆ̂
βZ(9)

a1···a9

+ 1
10!

(

ˆ̂
Γ

ˆ̂a1···ˆ̂a10 ˆ̂C−1
)

ˆ̂α
ˆ̂
β ˆ̂Z(10)

ˆ̂a1···ˆ̂a10
.

(14.1)

No todas las cargas cuasi-centrales pueden ser asociadas a potenciales de una SUGRA. Este es el caso de
ˆ̂Z(10) cuyo potencial asociado (una 11-forma) no es campos dinámico y no describe ningún grado de libertad
continuo. Otras cargas cuasi-centrales simplemente no aparecen (y los potenciales asociados tampoco). Este

es el caso de ˆ̂Z(6) y ˆ̂Z(9). Las dos cargas centrales que quedan ˆ̂Z(2),
ˆ̂Z(5)están asociadas a una 3-forma y una

6-forma, que son duales de Hodge una de la otra. Ası́ esperamos que SUGRA N = 1, d = 11 tenga métrica,
gravitino (representado por un vector-espinor de Majorana con 32 componentes reales) y una 3-forma2:

{

ˆ̂eˆ̂µ

ˆ̂a,
ˆ̂
C ˆ̂µˆ̂νˆ̂ρ,

ˆ̂
ψ ˆ̂µ

}

. (14.2)

Los estados/soluciones asociados a los campos bosónicos y a las cargas del superálgebra son la onda gravi-
tatoria (MW), la membrana (M2-brana) y la 5-brana (M5-brana).
Cuando la teorı́a está compactificada en un cı́rculo, aparecen nuevos estados en la teorı́a: el monopolo de

Kaluza-Klein (KK7) y la 9-brana (KK9 o M9-brana para otros autores) y las dos cargas cuasi-centrales ˆ̂Z(6)

y ˆ̂Z(9) aparecen. En la teorı́a en d = 10 que se obtiene por reducción dimensional sı́ se puede definir un

potencial 7-forma asociado a la ˆ̂Z(6) y un potencial 9-forma asociado a la ˆ̂Z(9) (uno de sus ı́ndices tiene que
ser siempre la dirección compacta y sólo los 8 restantes juegan algún papel).

La acción

La acción para los campos bosónicos de SUGRA N = 1, d = 11 es [157]

ˆ̂
S = 1

16πG
(11)
N

∫

d11 ˆ̂x

√

|ˆ̂g|
[

ˆ̂
R− 1

2·4!
ˆ̂
G 2 − 1

(144)2
1√
|ˆ̂g|

ˆ̂ε
ˆ̂
G

ˆ̂
G

ˆ̂
C

]

, (14.3)

donde
ˆ̂
G = 4∂

ˆ̂
C, (14.4)

2O una 6-forma, pero no se sabe cómo formular la teorı́a únicamente en función de la 6-forma.
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es la intensidad de campo de la 3-forma y es invariante bajo las transformaciones gauge

δˆ̂χ
ˆ̂
C = 3∂ ˆ̂χ. (14.5)

La acción es invariante bajo las transformaciones de supersimetrı́a locales







































δˆ̂ε
ˆ̂eˆ̂µ

ˆ̂a = − i
2
¯̂
ε̂
ˆ̂
Γ

ˆ̂a ˆ̂
ψ ˆ̂µ,

δˆ̂ε
ˆ̂
ψ ˆ̂µ = 2∇ˆ̂µ

ˆ̂ε+ i
144

(

ˆ̂
Γ

ˆ̂α
ˆ̂
β ˆ̂γ

ˆ̂
δ
ˆ̂µ − 8

ˆ̂
Γ

ˆ̂
β ˆ̂γ

ˆ̂
δ ˆ̂η ˆ̂µ

ˆ̂α

)

ˆ̂ε
ˆ̂
Gˆ̂α

ˆ̂
β ˆ̂γ

ˆ̂
δ
,

δˆ̂ε
ˆ̂
C ˆ̂µˆ̂νˆ̂ρ = 3

2
¯̂
ε̂
ˆ̂
Γ[ˆ̂µˆ̂ν

ˆ̂
ψˆ̂ρ].

(14.6)

Esta teorı́a sólo tiene una constante de acoplo: G(11)
N o, equivalentemente, la longitud de Planck `(11)Planck.

Es interesante también observar la presencia de un término de Chern-Simons ˆ̂ε
ˆ̂
G

ˆ̂
G

ˆ̂
C en la acción. Este

término topológico (no depende de la métrica) modifica la ecuación del movimiento de ˆ̂
C pero no la de

Einstein, y, de acuerdo con Townsend [200] rige las posibles intersecciones de M2- y M5-branas, como
veremos en la Sección 16.3.

El potencial magnético

La ecuación de movimiento de la 3-forma se puede escribir ası́:

∂
(

? ˆ̂
G+ 35

2
ˆ̂
C

ˆ̂
G
)

= 0, (14.7)

como una identidad de Bianchi. Ası́ podemos identificar la expresión que está entre paréntesis con 7∂
ˆ̂
C̃

donde
ˆ̂
C̃ es, por definición, el potencial 6-forma dual. Esto implica que la intensidad de campo de la 6-forma

dual
ˆ̂
C̃ es [158, 159, 160]:

? ˆ̂
G = 7

(

∂
ˆ̂
C̃ − 10

ˆ̂
C∂

ˆ̂
C

)

≡
ˆ̂
G̃. (14.8)

ˆ̂
G̃ es evidentemente invariante bajo las transformaciones gauge

δˆ̂
χ̃

ˆ̂
C̃ = 6∂

ˆ̂
χ̃, (14.9)

donde ˆ̂
χ̃ es una 5-forma. Sin embargo, contiene explı́citamente la 3-forma y, para que sea invariante bajo las

transformaciones gauge de ésta (14.5)
ˆ̂
C̃ tiene que transformarse ası́:

δˆ̂χ

ˆ̂
C̃ = −30∂ ˆ̂χ

ˆ̂
C. (14.10)

Este procedimiento para definir el dual de ˆ̂
C en el que ˆ̂

C no es completamente eliminado recibe el nombre
de dualización “on-shell”.
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14.2.2 Reducción a d = 10: la teorı́a tipo IIA

El superálgebra

Como hemos dicho, al definir supersimetrı́a en el espacio de Minkowski 10− dimensiononal veces un

cı́rculo, aparecen las cargas ˆ̂Z(6) y ˆ̂Z(9) y hay que tenerlas en cuenta para hallar todas las cargas del su-
perálgebra 10− dimensiononal.
La reducción dimensional del superálgebra es sencilla: los espinores3 (y las supercargas) en d = 10 son los
mismos que en d = 11, de forma que sólo hace falta quitar una de las tildes, las matrices gamma en d = 11

y d = 10 se relacionan entre sı́ de acuerdo con Ec. (A.32) de forma que ˆ̂C = Ĉ y las cargas bosónicas se
descomponen

ˆ̂
P ˆ̂a = (P̂â, Ẑ

(0)),

ˆ̂
Z

(2)

ˆ̂a
ˆ̂
b

= (Ẑ
(2)

âb̂
, Ẑ

(1)
â ),

ˆ̂
Z

(5)
ˆ̂a1···ˆ̂a5

= (Ẑ
(5)
â1···â5

, Ẑ
(4)
â1···â4

),

(14.11)

mientras que
ˆ̂
Z

(6)
ˆ̂a1···ˆ̂a6

= (Ẑ
(6)
â1···â6

, ·), ˆ̂
Z

(9)
ˆ̂a1···ˆ̂a9

= (·, Ẑ(8)
â1···â8

), (14.12)

con lo que se obtiene el superálgebra N = 2A, d = 10

{Q̂α̂, Q̂β̂} = i
(

Γ̂âĈ−1
)

α̂β̂P̂â

+
∑

n=0,1,4,8
cn
n!

(

Γ̂â1···ânΓ̂11Ĉ−1
)

α̂β̂Ẑ
(n)
â1···ân

+
∑

n=2,5,6
cn
n!

(

Γ̂â1···ânΓ̂11Ĉ−1
)

α̂β̂Ẑ
(n)
â1···ân

.

(14.13)

Las cargas están asociadas a un gravitino, una métrica y potenciales que son (p + 1)-formas con p =

0, 1, 2, 4, 5, 6, 8. De éstos los p = 0, 6 y p = 2, 4 están relacionados por dualidad de Hodge y sólo uno
de ellos (el de rango menor) aparece en la SUGRA. En vez de la 9-forma lo que aparece en la supergravedad
es un parámetro constante con dimensiones de masa (SUGRA masiva de Romans [161]), pero aquı́ vamos a
ignorar esta complicación de forma que sólo consideraremos los campos4

{

ĝµ̂ν̂ , B̂µ̂ν̂ , φ̂, Ĉ
(3)

µ̂ν̂ρ̂, Ĉ
(1)

µ̂,
}

. (14.14)

Los estados/soluciones asociados son la onda plana gravitacional, las Dp-branas con p = 0, 2, 4, 6, 8, la
cuerda fundamental (F1A o 1-brana NSNS) y la 5-brana solitónica (S5A).
De forma general, es posible introducir más cargas cuasi-centrales en este superálgebra. En particular,
podemos introducir una de 5 ı́ndices distinta (aunque relacionada por dualidad) y una de 9:

c5
5!

(

Γ̂â1···â5Γ̂11Ĉ−1
)

α̂β̂Ẑ
(5)
â1···â5

+ c9
9!

(

Γ̂â1···â9 Ĉ−1
)

α̂β̂Ẑ
(9)
â1···â9

, (14.15)

3Aunque los espinores son los mismos, en d = 10 son reducibles en dos espinores de Majorana-Weyl con quiralidades opuestas.
De ahı́ que pasemos de N = 1 a N = 2.

4Además de los campos asociados a las cargas que aparecen en el álgebra, hay un dilatón y un dilatino.
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que hemos de interpretar de nuevo que sólo aparecen cuando la teorı́a está compactificada en un cı́rculo.
Los estados/soluciones asociados son el monopolo de Kaluza-Klein (KK6A) y la 9-brana NSNS (KK9A)
[150]. Además hay que incluir una segunda carga de 8 ı́ndices uno de los cuales está siempre en la dirección
compacta [162].

La acción bosónica

Para obtener la acción para los modos sin masa que se obtienen al compactificar SUGRA N = 1, d = 11 en
un cı́rculo seguimos el procedimiento general de Scherk y Schwarz [163]. Suponemos que todos los campos
son independientes de la coordenada espacial z = x10 ∈ [0, 2π−̀(11)Planck] y reescribimos la teorı́a en forma 10−
dimensiononal. La reducción de la métrica 11− dimensiononal da lugar a la métrica 10− dimensiononal,
un vector y un escalar (el dilatón) mientras que la 3-forma da lugar a una 3- y una 2-forma. La métrica,
la 2-forma y el dilatón son campos del sector Neveu-Schwarz-Neveu-Schwarz (NSNS) en el espectro de la
Teorı́a de Cuerdas tipo IIA y la 3-forma y el vector pertenecen al sector Ramond-Ramond (RR).
Los campos 11− dimensiononales se descomponen en campos 10− dimensiononales ası́:

ˆ̂gµ̂ν̂ = e−
2
3
φ̂ĝµ̂ν̂ − e

4
3
φ̂Ĉ(1)

µ̂Ĉ
(1)

ν̂ ,
ˆ̂
C µ̂ν̂ρ̂ = Ĉ(3)

µ̂ν̂ρ̂,

ˆ̂gµ̂z = −e 4
3
φ̂Ĉ(1)

µ̂,
ˆ̂
C µ̂ν̂z = B̂µ̂ν̂ ,

ˆ̂gzz = −e 4
3
φ̂.

(14.16)

Los Elfbein se descomponen ası́:

(

ˆ̂eˆ̂µ
ˆ̂a
)

=







e−
1
3
φ̂êµ̂

â e
2
3
φ̂Ĉ(1)

µ̂

0 e
2
3
φ̂






,

(

ˆ̂eˆ̂a
ˆ̂µ
)

=







e
1
3
φ̂êâ

µ̂ −e 1
3
φ̂Ĉ(1)

â

0 e−
2
3
φ̂






.

(14.17)

La acción para estos campos es la de la parte bosónica de SUEGRA N = 2A, d = 10 [164] pero escrita en
el sistema de referencia conforme de la cuerda5

Ŝ =
2π−`

(11)
Planck

16πG
(11)
N

∫

d10x̂
√

|ĝ|
{

e−2φ̂

[

R̂− 4
(

∂φ̂
)2

+ 1
2·3!Ĥ

2

]

−
[

1
4

(

Ĝ(2)
)2

+ 1
2·4!

(

Ĝ(4)
)2
]

− 1
144

1√
|ĝ|
ε̂∂Ĉ(3)∂Ĉ(3)B̂

}

.

(14.18)

Como vemos, los campos del sector NSNS vienen afectados por un prefactor común e−2φ̂, mientras que los
del sector RR no llevan ningún prefactor.

5Por definición, el sistema de referencia conforme de la cuerda es aquél en el que la métrica es la métrica que aparece en el
modelo sigma de la cuerda. El sistema de referencia conforme de Einstein es aquél en el que no hay ningún factor extra multiplicando
al escalar de Ricci en la acción de Einstein-Hilbert. En el sistema de referencia conforme de la cuerda, siempre aparece el prefactor
e−2φ̂. Ambos sistemas de referencia conforme están relacionados por una transformación conforme de la métrica, como veremos.
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Esta acción tiene un problema: la métrica no puede ser asintóticamente plana en d = 10 y d = 11 si-
multáneamente, puesto que, al ser z compacta ˆ̂gzz (el dilatón) no tiene por qué ser −1 en el infinito en las
direcciones no-compactas, sino que, esencialmente, da la dimensión asintótica de la dirección compacta,
que es un nuevo parámetro que hemos introducido implı́citamente con la compactificación. Si la métrica
11− dimensiononal es asintóticamente plana y denotamos por φ̂0 el valor asintótico del dilatón, entonces la
métrica que hemos definido se comporta en el infinito ası́:

ĝµ̂ν̂ → e
2
3
φ̂0 η̂µ̂ν̂ . (14.19)

Para obtener la métrica de la cuerda “correcta” hemos de multiplicar ésta, y todos los campos, por un factor
numérico, de acuerdo con

ĝµ̂ν̂ → e
2
3
φ̂0 ĝµ̂ν̂ , Ĉ(1)

µ̂ → e
1
3
φ̂0Ĉ(1)

µ̂,

B̂µ̂ν̂ → e
2
3
φ̂0B̂µ̂ν̂ , Ĉ(3)

µ̂ν̂ρ̂ → eφ̂0Ĉ(3)
µ̂ν̂ρ̂,

(14.20)

de forma que la acción queda ası́:

Ŝ =
g2

A

16πG
(10)
N A

∫

d10x̂
√

|ĝ|
{

e−2φ̂

[

R̂− 4
(

∂φ̂
)2

+ 1
2·3!Ĥ

2

]

−
[

1
4

(

Ĝ(2)
)2

+ 1
2·4!

(

Ĝ(4)
)2
]

− 1
144

1√
|ĝ|
ε̂∂Ĉ(3)∂Ĉ(3)B̂

}

.

(14.21)

Aquı́ hemos hecho las siguientes identificaciones de constantes. Primero, hemos identificado la constante
de acoplo de la cuerda gA, que cuenta los lazos en las amplitudes de cuerdas con el exponencial del valor
asintótico del dilatón

gA = eφ̂0 . (14.22)

y, seguidamente, hemos identificado la constante de Newton 10− dimensiononal ası́6:

2π−̀(11)Plancke
8
3
φ̂0

16πG
(11)
N

=
g2
A

16πG
(10)
N A

. (14.23)

Esto implica la relación

G
(10)
N =

G
(11)
N

2π−̀(11)Planckg
2/3
A

. (14.24)

Es útil introducir el radio de la dirección compacta R11 (que no es −̀(11)
Planck)

R11 =
1

2π
lim

r→∞

∫

√

|ˆ̂gzz|dz = `
(11)
Plancke

2
3
φ̂0 = `

(11)
Planckg

2/3
A . (14.25)

con el que la relación entre las constantes de Newton en d = 10 y d = 11 se escribe

G
(10)
N A =

G
(11)
N

2πR11
=
G

(11)
N

V11
, (14.26)

6El factor g2
A absorbe el valor asintótico del dilatón en la acción.
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como esperamos en teorı́as de Kaluza-Klein (V11 es el volumen del espacio compacto).
Utilizando la definición de la longitud de Planck Ec. (12.6) tenemos

G
(10)
N A =

(`
(11)
Planck)

8

32π2g
2/3
A

. (14.27)

Este resultado ha de ser comparado con el valor deG(10)
N que se obtiene, con argumentos puramente cuerdı́sticos

en términos de las variables `s, gA

G
(10)
N A = 8π6g2

A`
8
s, (14.28)

donde `s =
√
α′ es la longitud de la cuerda. Ambos resultados son consistentes si

`
(11)
Planck = 2π`sg

1/3
A ,

R11 = `sgA,

(14.29)

que son las relaciones entre constantes 11- y 10− dimensiononales más importantes.
Es fácil ver que el lı́mite de acoplo fuerte de la teorı́a tipo IIA (gA → ∞) coincide con el lı́mite de descom-
pactificación (R11 → ∞) en el que una nueva dimensión se vuelve macroscópica.
Esta teorı́a hereda de la 11− dimensiononal un término de Chern-Simons que determina las intersecciones
posibles de los objetos extensos de la misma [200] como veremos en la Sección 16.3.

Potenciales magnéticos

Los potenciales duales de la SUEGRA N = 2A, d = 10 sólo se pueden introducir por dualización on-shell.
Es posible relacionar las intensidades de campo “eléctricas” y “magnéticas” de acuerdo con la relación
general

Ĝ(10−k) = (−1)[k/2] ?Ĝ(k), (14.30)

de forma que todas las intensidades de campo RR se escriben ası́7

Ĝ = dĈ − Ĥ ∧ Ĉ, (14.31)

y las identidades de Bianchi y las ecuaciones de movimiento ası́:

dĜ− Ĥ ∧ Ĝ = 0, d?Ĝ+ Ĥ ∧ ?Ĝ = 0. (14.32)

Para la 2-forma NSNS, la definición de la intensidad de campo dual es

Ĥ(7) = e−2φ̂ ?Ĥ, (14.33)

y la identidad de Bianchi de la 3-forma se vuelve la ecuación de movimiento de la 7-forma dual

dH = 0, d
(

e2φ ?Ĥ(7)
)

= 0, (14.34)

7Estamos utilizando el lenguaje de formas diferenciales y la notación en la que cada letra representa la suma formal de las formas
diferenciales de todos los rangos Ĉ = Ĉ(0) + Ĉ(1) + Ĉ(2) + . . . etc.
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y viceversa
d
(

e−2φ ?Ĥ
)

+ 1
2

?Ĝ ∧ Ĝ = 0, dĤ(7) + 1
2

?Ĝ ∧ Ĝ = 0. (14.35)

Una definición posible es

Ĥ(7) = dB̂(6) − 1
2

n=4
∑

n=1

?Ĝ(2n+2) ∧ Ĉ(2n−1). (14.36)

Fermiones y reglas de supersimetrı́a

Los espinores 11− dimensiononales se expresan en términos de los 10− dimensiononales (gravitino ψ̂µ̂ y
dilatino λ̂ y el parámetro de transformación de supersimetrı́a ε̂) ası́:















ˆ̂ε = e−
1
6
(φ̂−φ̂0) ε̂,

ˆ̂
ψâ = e

1
6
(φ̂−φ̂0)

(

2ψ̂â − 1
3 Γ̂âλ̂

)

,

ˆ̂
ψz = 2i

3 e
1
6
(φ̂−φ̂0)Γ̂11λ̂.

(14.37)

Obsérvese que con estas definiciones el gravitino ψ̂µ̂ es real pero el dilatino λ̂ es imaginario puro.
Las reglas de transformación de supersimetrı́a (al orden más bajo en fermiones y sólo con los potenciales
NSNS y RR “eléctricos”) son:

δε̂êµ̂
â = −i¯̂εΓ̂âψ̂µ̂,

δε̂ψ̂µ̂ =
{

∂µ̂ − 1
4

(

6 ω̂µ̂ + 1
2Γ11 6Ĥµ

)}

ε̂

+ i
8e

φ̂Σn=1,2
1

(2n)! 6Ĝ(2n)Γ̂µ̂

(

−Γ̂11

)n
ε̂,

δε̂B̂µ̂ν̂ = −2i¯̂εΓ̂[µ̂Γ̂11ψ̂ν̂],

δε̂Ĉ
(1)

µ̂ = −eφ̂¯̂εΓ̂11

(

ψ̂µ̂ − 1
2 Γ̂µ̂λ̂

)

,

δε̂Ĉ
(3)

µ̂ν̂ρ̂ = 3eφ̂ε̄Γ̂µ̂ν̂

(

ψ̂ρ̂] − 1
3! Γ̂ρ̂]λ̂

)

+ 3Ĉ(1)
[µ̂δε̂B̂µ̂ν̂],

δε̂λ̂ =
(

6∂φ̂+ 1
12 Γ̂11 6Ĥ

)

ε̂

+ i
4e

φ̂
∑

n=1,2
5−2n
(2n)! 6Ĝ(2n)

(

−Γ̂11

)n
ε̂,

δε̂φ̂ = − i
2
¯̂ελ̂.

(14.38)

14.2.3 La teorı́a tipo IIB. Dualidad S

El superálgebra

Las dos supercargas del superálgebraN = 2B, d = 10 tienen la misma quiralidad (positiva, por simplicidad)
y no es posible combinarlas en una sola, como en el caso anterior. Por ello hemos de introducir ı́ndices
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i, j = 1, 2 de SO(2) para distinguirlas. De acuerdo con los principios generales, el anticonmutador más
general posible de las supercargas es

{Q̂i α̂, Q̂j β̂} = iδij
(

Γ̂âĈ−1
)

α̂β̂P̂â +
(

Γ̂âĈ−1
)

α̂β̂Ẑ
(1) (ij)
â

+ i
3!

(

Γ̂â1â2â3 Ĉ−1
)

α̂β̂Ẑ
(3) [ij]
â1â2â3

+ i
5!

(

Γ̂â1···â5 Ĉ−1
)

α̂β̂Ẑ
(5) (ij)
â1···â5

+ i
7!

(

Γ̂â1···â7 Ĉ−1
)

α̂β̂Ẑ
(7) [ij]
â1···â7

+ i
9!

(

Γ̂â1···â9 Ĉ−1
)

α̂β̂Ẑ
(9) (ij)
â1···â9

.

(14.39)

Las cargas simétricas en el par de ı́ndices ij se descomponen en las 3 posibilidades independientes:

Ẑ
(1) (ij)
â = Ẑ

(1) 0
â δijẐ

(1) 1
â σ1 + Ẑ

(1) 3
â σ3, (14.40)

etc. El primer término es un singlete de SO(2) y los otros dos forman un doblete. En el caso de Ẑ(1) no
existe un singlete independiente del momento y en los de Ẑ(5) y Ẑ(9) tampoco existe un singlete si no se
compactifica en un cı́rculo.
Las cargas asimétricas son singletes de SO(2). Por ejemplo:

Ẑ
(3) [ij]
â1â2â3

= Ẑ
(3)
â1â2â3

iσ2. (14.41)

Todas estas cargas están asociadas a dos gravitinos, una métrica y potenciales que son (p + 1)-formas con
p = 1, 3, 5, 7, 9. Los casos p = 1, 5 están relacionados por dualidad de Hodge y sólo los de p = 1 aparecen
en la acción, formando un doblete de dualidad S (un potencial NSNS y uno RR, como veremos) que está
relacionada con la simetrı́a SO(2) del superálgebra. En el caso p = 3 sólo hay un potencial que es autodual
(de hecho su intensidad de campo es una 5-forma autodual). En el caso p = 7 sólo hay un potencial: un
escalar que de hecho es el dual de la 8-forma correspondiente. Este potencial no es invariante bajo dualidad S,
pero no parece formar un doblete con ningún otro campo. Argumentos de dualidad T entre las teorı́as IIA
y IIB parecen sugerir que se debe de introducir una segunda carga Ẑ(7)′. Ası́ los campos bosónicos son8

{̂µ̂ν̂ , B̂µ̂ν̂ , ϕ̂}, (14.42)

en el sector NSNS y

{ ˆC(0), ˆC(2)
µ̂ν̂ ,

ˆC(4)
µ̂ν̂ρ̂σ̂}, (14.43)

en el sector RR.
Los estados/soluciones asociados son la onda gravitacional, las Dp-branas con p = 1, 3, 5, 7, 9 y, en el sector
NSNS, la cuerda fundamental F1B, la 5-brana solitónica S5B y la 9-brana solitónica S9B (a veces llamada
NSNS9). Dada la no-invariancia de la D7-brana bajo dualidad S, es tentador introducir un objeto dual: la
S7-brana que además parece ser requerida por dualidad T [168, 165], pero el status de este objeto no está
completamente claro.
Al compactificar la teorı́a en un cı́rculo hay que considerar una carga con 5 ı́ndices singlete asociada al
monopolo de Kaluza-Klein (KK6B).

8Como en el caso IIA, hay dilatón y dilatino que no aparecen asociados directamente a ninguna carga del álgebra.
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La acción de la teorı́a tipo IIB

Las intensidades de campo de los potenciales RR de esta teorı́a se pueden escribir exactamente igual que en
el caso IIA, de acuerdo con las Ecs. (14.31),(14.32). Ası́ tenemos























Ĥ = 3∂B,
Ĝ(1) = ∂Ĉ(0),

Ĝ(3) = 3
(

∂Ĉ(2) − ∂B̂Ĉ(0)
)

,

Ĝ(5) = 5
(

∂Ĉ(4) − 6∂B̂Ĉ(2)
)

.

(14.44)

Una de las ecuaciones de esta teorı́a es la condición de auto-dualidad de la 5-forma RR [166]

Ĝ(5) = +?Ĝ(5). (14.45)

Es imposible escribir una acción covariante que dé esta ecuación del movimiento, al menos sin introducir
campos auxiliares, básicamente porque la autodualidad implica

(

Ĝ(5)
)2

=
(

?Ĝ(5)
)2

= −
(

Ĝ(5)
)2

⇒= 0. (14.46)

Si prescindimos de esta condición, sı́ que podemos escribir una acción (acción NSD) [167] de la cual deriva-
mos ecuaciones de movimiento que simplemente debemos de complementar con la condición de autoduali-
dad. Esta acción es en el sistema de referencia conforme de la cuerda

SNSD =
g2

B

16πG
(10)
N B

∫

d10x̂
√

|̂|
{

e−2ϕ̂
[

R̂(̂) − 4 (∂ϕ̂)2 + 1
2·5!Ĥ2

]

+1
2

(

Ĝ(0)
)2

+ 1
2·3!

(

Ĝ(3)
)2

+ 1
4·3!

(

Ĝ(5)
)2

− 1
192

1√
|̂|
ε ∂Ĉ(4)∂Ĉ(2)B̂

}

,

(14.47)

Obsérvese que el término cinético de la 4-forma tiene un factor extra de 1/2 que, en cierto sentido, tiene
en cuenta que la 4-forma no-autodual describe el doble de grados de libertad de los que debe. Obsérvese
también que hemos introducido, como en el caso IIA un prefactor g2

B para absorber el valor asintóicos del
dilatón, usando la definición

gB = eϕ̂0 . (14.48)

Potenciales magnéticos

Los potenciales magnéticos se introducen también usando la misma relación que en el caso IIA Ec. (14.30),
consistentemente con las Ecs. (14.31), (14.32).
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Las reglas de transformación bajo supersimetrı́a

δε̂êµ̂
â = −i¯̂εΓ̂âζ̂µ̂,

δε̂ζ̂µ̂ = ∇µ̂ε̂− 1
8 6Ĥµ̂σ3ε̂

+1
8e

ϕ̂
∑

n=1,2,3
1

(2n−1)! 6Ĝ(2n−1)Γ̂µ̂Pnε̂,

δε̂B̂µ̂ν̂ = −2i¯̂εσ3Γ̂[µ̂ζ̂ν̂],

δε̂Ĉ
(2n−2)

µ̂1···µ̂2n−2 = i(2n− 2)e−ϕ̂¯̂εPnΓ̂[µ̂1···µ̂2n−3
(

ζ̂µ̂2n−2] − 1
2(2n−2) Γ̂µ̂2n−2]χ̂

)

+1
2(2n− 2)(2n− 3)

Ĉ(2n−4)
[µ̂1···µ̂2n−4

δε̂B̂µ̂2n−3µ̂2n−4 ,

δε̂χ̂ =
(

6∂ϕ̂− 1
12 6Ĥσ3

)

ε̂

+1
2e

ϕ̂
∑

n=1,2,3
(n−3)

(2n−1)! 6Ĝ(2n−1)Pnε,

δε̂ϕ̂ = − i
2
¯̂εχ̂,

(14.49)

donde

Pn =

{

σ1, n even,
iσ2, n odd.

(14.50)

Dualidad S en la teorı́a tipo IIB

Hemos mencionado que la teorı́a tipo IIB es invariante bajo una dualidad S. Como la mayor parte de las
dualidades, ésta sólo es manifiesta en el sistema de referencia conforme de Einstein. La razón es que si las
dualidades involucran a los escalares y éstos aparecen como prefactores de la acción, sólo transformando la
métrica vamos a ver la dualidad, lo cual puede ser muy complicado.
Por lo tanto, para empezar, reescalemos la métrica con el dilatón para reescribir la acción en el sistema de
referencia conforme de Einstein

̂E µν = e−ϕ/2µν . (14.51)

Esto no es suficiente para hacer la simetrı́a manifiesta. Hemos de redefinir los potenciales, puesto que los
que estamos utilizando son adecuados para describir dualidad T, pero no dualidad S. Los nuevos potenciales
son







~̂B =

(

Ĉ(2)

B̂

)

,

D̂ = Ĉ(4) − 3B̂Ĉ(2),

(14.52)

y sus intensidades de campo son














~̂H = 3∂ ~̂B,
F̂ = Ĝ(5) = + ?F̂

= 5
(

∂D̂ − ~̂B T η ~̂H
)

,

(14.53)
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donde η es la matriz 2 × 2

η = iσ2 =

(

0 1
−1 0

)

= −η−1 = −ηT , (14.54)

que, dado el isomorfismo SL(2,R) ∼ Sp(2,R), puede ser identificada con una métrica invariante

ΛηΛT = η, ⇒ ηΛηT = (Λ−1)T , Λ ∈ SL(2,R). (14.55)

Finalmente, definimos la matriz de escalares 2 × 2 M̂ij

M̂ = eϕ̂





|τ̂ |2 Ĉ(0)

Ĉ(0) 1



 , M̂−1 = eϕ̂





1 −Ĉ(0)

−Ĉ(0) |τ̂ |2



 , (14.56)

donde τ̂ es el escalar complejo
τ̂ = Ĉ(0) + ie−ϕ̂. (14.57)

Bajo Λ ∈ SL(2,R) los diferentes campos que hemos definido se transforman ası́:

M̂′ = ΛM̂ΛT ,

~̂B′ = Λ ~̂B,
(14.58)

mientras que la 4-forma y la métrica de Einstein son invariantes. La regla de transformación de M̂ implica,
para τ̂

τ̂ ′ =
aτ̂ + b

cτ̂ + d
. (14.59)

En términos de los nuevos campos, la acción NSD es manifiestamente invariante bajo dualidad S:

ŜNSD =
g2

B

16πG
(10)
N

∫

d10x̂
√

|̂E |
{

R̂(̂E) + 1
4Tr

(

∂M̂M̂−1
)2

+ 1
2·3!

~̂H TM̂−1 ~̂H + 1
4·5! F̂

2 − 1
27·33

1√
|̂E |

ε D̂ ~̂H T η ~̂H
}

,

(14.60)

Obsérvese que el factor g2
B

16πG
(10)
N

es invariante bajo dualidad S porque no depende de gB (véase la Ec. (14.28)).

Sólo en este sistema de referencia conforme la métrica es invariante bajo dualidad S. Sin embargo, éste no
es en realidad el sistema de referencia conforme de Einstein porque, si la métrica de la que partimos era
asintóticamente plana, ésta no lo es9. Hay que volver a reescalearla con el valor asintótico del dilatón para
llegar a la auténtica métrica de Einstein (métrica de Einstein modificada)que, por lo tanto, no es invari-
ante bajo dualidad S. Tampoco lo serán las masas medidas en este sistema. Éste es un dato importante que
utilizaremos en la siguiente lección.
Es costumbre llamar transformación de dualidad S a la producida por la matriz de SL(2,R) Λ = η. Esta
transformación intercambia las 2-formas NSNS y RR e invierte el escalar complejo τ̂ ′ = −1/τ̂ . En ausencia
de 0-forma RR, esta transformación invierte el dilatón y, por lo tanto la constante de acoplo de la cuerda

g′B = 1/gB. (14.61)
9En la literatura, sin embargo, se le denomina sistema de referencia de Einstein y, al que deberı́a denominarse de Einstein se le

llama sistema de referencia conforme de Einstein modificado [2].
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La métrica de la cuerda se transforma bajo SL(2,R) ası́:

̂′ = |cλ̂+ d|̂, (14.62)

y, bajo la transformación de dualidad S anterior, en ausencia de 0-forma RR

̂′ = e−ϕ̂̂, (14.63)

lo que implica para los radios de las dimensiones compactas medidos en este sistema de referencia

R′ = R/gB (14.64)

14.2.4 Dualidad T entre las teorı́as tipo II

En la introducción hemos dicho que las Teorı́as de Cuerdas tipo IIA y IIB son equivalentes cuando se las
compactifica en cı́rculos de radios recı́procamente inversos (son duales T). Esto permite relacionar todos los
grados de libertad de las teorı́as. Hay dos relaciones principales:

i. La relación entre modos de momento (Kaluza-Klein) y modos de enrollamiento (winding): los estados
que en una teorı́a corresponden a cuerdas (cerradas) moviéndose en la dimensión compacta, en la otra
corresponden a cuerdas que están enrolladas en la dimensión compacta dual, de radio dual. En los
espectros respectivos, ambos tipos de modos aparecen con la misma masa.

ii. La relación entre Dp-branas de una teorı́a con una de sus dimensiones enrollada en la dimensión
compacta del espacio-tiempo y D(p− 1)-branas de la otra teorı́a ortogonales a la dimensión compacta
dual.

La dualidad T es la más interesante de las propiedades de la Teorı́a de Cuerdas. Una de sus implicaciones
es que no podemos hacer desaparecer una dimensión compactificándola en un cı́rculo y haciendo su radio
tender a cero, porque (a diferencia de lo que pasa en las teorı́as de Kaluza-Klein) esta teorı́a es equivalente a
otra con un radio que tiende a infinito. Por otro lado sugiere que con las cuerdas (objetos de tamaño finito)
no se pueden medir distancias pequeñas, lo que implicarı́a una modificación del Principio de Incertidumbre
de Heisenberg.
En las acciones efectivas la dualidad T se manifiesta relación entre los campos 10− dimensiononales de
ambas teorı́as que permite transformar cualquier solución de una de ellas que no dependa de la coordenada
compacta en una solución de la otra que no depende de la otra coordenada compacta. Las reglas que per-
miten hacer esta transformación son las reglas de Buscher. Para obtenerlas hay que realizar la reducción
dimensional de las acciones de las SUEGRAS N = 2A, d = 10 y N = 2B, d = 10 de tal manera que den
la misma acción en d = 9.
En esta Sección vamos simplemente a contar cómo se reducen ambas teorı́as y dar las reglas de Buscher
resultantes, que necesitaremos en la próxima lección para relacionar soluciones. También podemos aprender
de ellas la relación entre los grados de libertad de las dos teorı́as tipo II, comprobando lo dicho más arriba.
Para empezar y como preparación, vamos a reducir las superálgebras de estas teorı́as. De esta reducción
podemos aprender también cómo se relacionan los grados de libertad solitónicos de estas dos teorı́as a través
de las relaciones entre las cargas cuasi-centrales.
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Reducción del superálgebra N = 2A, d = 10 a d = 9

Los espinores en d = 10 se descomponen en dos espinores en d = 9, que indicamos con un ı́ndice espinorial
y un ı́ndice de SO(2): α̂ = (α, i), i = 1, 2. Las matrices gamma 10− dimensiononales se descomponen en
el producto tensorial de matrices gamma 9− dimensiononales y matrices de Pauli como viene indicado en el
Apéndice A.2.3. Incluyendo todas las cargas que aparecen cuando una de las dimensiones es compacta, se
obtiene el siguiente superálgebra N = 2, d = 9

{Qi α, Qj β} = i
(

ΓaC−1
)αβ

(

δijPa + σ1 ijZ
(1) 1
a + σ3 ijZ

(1) 3
a

)

+
(

C−1
)αβ (

δijZ(0) 0 + σ1 ijZ(0) 1 + σ3 ijZ(0) 3
)

+ i
2!

(

Γa1a2C−1
)αβ

σ2 ijZ
(2)
a1a2

+ 1
3!

(

Γa1a2a3C−1
)αβ

σ2 ijZ
(3)
a1a2a3

+ 1
4!

(

Γa1·a4C−1
)αβ

(

σ1 ijZ
(4) 1
a1·a4 + σ3 ijZ

(4) 3
a1·a4

)

+ i
5!

(

Γa1·a5C−1
)αβ

(

δijZ
(5) 0
a1·a5 + σ1 ijZ

(5) 1
a1·a5 + σ3 ijZ

(5) 3
a1·a5

)

+ i
6!

(

Γa1···a6C−1
)αβ

σ2 ij
(

Z
(6)
a1···a6 + Z

(6)′
a1···a6

)

+ 1
7!

(

Γa1···a7C−1
)αβ

σ2 ij
(

Z
(7)
a1···a7 + Z

(7)′
a1···a7

)

+ 1
8!

(

Γa1·a8C−1
)αβ

(

σ1 ijZ
(8) 1
a1·a8 + σ3 ijZ

(8) 3
a1·a8

)

.

(14.65)

La invariancia (o covariancia) SO(2) de este superálgebra es herencia de su origen 11− dimensiononal a
través de la compactificación en un 2-toro. El superálgebra N = 2B, d = 10 tiene la misma estructura
SO(2), pero no relacionada con compactificaciones, sino con la dualidad S. Esto sugiere una relación entre
la dualidad S de la teorı́a tipo IIB y la simetrı́a del 2-toro10.

Reducción del superálgebra N = 2B, d = 10 a d = 9

La reducción de este superálgebra es muy sencilla y da el mismo superálgebra en d = 9. Esto nos permite
relacionar las componentes de las cargas de las dos superálgebras 10− dimensiononales, conformando las
dos reglas generales de T dualidad.

Reducción de la tipo IIA a d = 9

Para establecer dualidad T entre las acciones efectivas de las SUEGRASN = 2A, d = 10 yN = 2B, d = 10

tenemos que hacer la reducción dimensional de ambas acciones, utilizando variables duales. Por razones de
espacio, no podemos explicar en detalle todo el proceso y simplemente escribimos cómo los campos de

10El grupo modular del toro es precisamente PSL(2, Z).
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las dos teorı́as 10− dimensiononales se descomponen en términos de los campos de la única teorı́a 9−
dimensiononal.

Campos del sector NSNS:

ĝµν = gµν − k2A(1)
µA

(1)
ν ,

B̂µν = Bµν +A(1)
[µA

(2)
ν],

φ̂ = φ+ 1
2 log k,

ĝµx = −k2A(1)
µ,

B̂µx = −A(2)
µ,

ĝxx = −k2,

gµν = ĝµν − ĝµxĝνx/ĝxx,

Bµν = B̂µν + ĝ[µ|x|B̂ν]x/ĝxx,

φ = φ̂− 1
4 log |ĝxx|,

A(1)
µ = ĝµx/ĝxx,

A(2)
µ = −B̂µx,

k = |ĝxx|1/2.

(14.66)

Campos del sector RR:

Ĉ(2n−1)
µ1···µ2n−1 = C(2n−1)

µ1···µ2n−1

+(2n− 1)A(1)[µ1C(2n−2)
µ2···µ2n−1],

Ĉ(2n+1)
µ1···µ2nx = C(2n)

µ1···µ2n ,

C(2n−1)
µ1···µ2n−1 = Ĉ(2n−1)

µ1···µ2n−1

−(2n− 1)ĝ[µ1|x|Ĉ
(2n−1)

µ2···µ2n−1]x/ĝxx,

C(2n)
µ1···µ2n = Ĉ(2n+1)

µ1···µ2nx.

(14.67)

Reducción de la tipo IIB a d = 9

Campos del sector NSNS:

̂µν = gµν − k−2A(2)
µA

(2)
ν ,

B̂µν = Bµν +A(1)
[µA

(2)
ν],

ϕ̂ = φ− 1
2 log k,

̂µy = −k−2A(2)
µ,

B̂µy = A(1)
µ,

̂yy = −k−2,

gµν = ̂µν − ̂µy ̂νy/̂yy,

Bµν = B̂µν + ̂[µ|y|B̂ν]y/̂yy,

φ = ϕ̂− 1
4 log |̂yy|,

A(1)
µ = B̂µy,

A(2)
µ = ̂µy/̂yy,

k = |̂yy|−1/2.

(14.68)
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Campos del sector RR:

Ĉ(2n)
µ1···µ2n = C(2n)

µ1···µ2n − (2n)A(2)
[µ1
C(2n−1)

µ2···µ2n],

Ĉ(2n)
µ1···µ2n−1y = −C(2n−1)

µ1···µ2n−1 ,

C(2n)
µ1···µ2n = Ĉ(2n)

µ1···µ2n + (2n)̂[µ1|y|Ĉ
(2n)

µ2···µ2n]y/̂yy,

C(2n−1)
µ1···µ2n−1 = −Ĉ(2n)

µ1···µ2n−1y.

(14.69)

Reglas de Buscher tipo II

Para hallar las reglas de Buscher no tenemos más que utilizar las relaciones anteriores [140, 168]:

De IIA a IIB:

̂µν = ĝµν −
(

ĝµxĝνx − B̂µxB̂νx

)

/ĝxx, ̂µy = B̂µx/ĝxx,

B̂µν = B̂µν + 2ĝ[µ|xB̂ν]x/ĝxx, B̂µy = ĝµx/ĝxx,

ϕ̂ = φ̂− 1
2 log |ĝxx|, ̂yy = 1/ĝxx,

Ĉ(2n)
µ1...µ2n = Ĉ(2n+1)

µ1...µ2nx

+2nB̂[µ1|x|Ĉ
(2n−1)

µ2...µ2n]

−2n(2n− 1)B̂[µ1|x|ĝµ2|x|
Ĉ(2n−1)

µ3...µ2n]x/ĝxx,

Ĉ(2n)
µ1...µ2n−1y = −Ĉ(2n−1)

µ1...µ2n−1

+(2n− 1)ĝ[µ1|x|Ĉ
(2n−1)

µ2...µ2n−1]x/ĝxx.

(14.70)
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De IIB a IIA:

ĝµν = ̂µν −
(

̂µy ̂νy − B̂µyB̂νy

)

/̂yy, ĝµx = B̂µy/̂yy,

B̂µν = B̂µν + 2̂[µ|yB̂ν]y/̂yy, B̂µx = ̂µy/̂yy,

φ̂ = ϕ̂− 1
2 log |̂yy|, ĝxx = 1/̂yy,

Ĉ(2n+1)
µ1...µ2n+1 = −Ĉ(2n+2)

µ1...µ2n+1y

+(2n+ 1)B̂[µ1|y|Ĉ
(2n)

µ2...µ2n+1]

−2n(2n+ 1)B̂[µ1|y|̂µ2|y|
Ĉ(2n)

µ3...µ2n+1]y/̂yy,

Ĉ(2n+1)
µ1...µ2nx = Ĉ(2n)

µ1...µ2n

+2n̂[µ1|y|Ĉ
(2n)

µ2...µ2n]y/̂yy.

(14.71)

Comentarios

Podemos ahora ver cómo reflejan estas reglas de dualidad T las relaciones generales que anunciamos al
principio de esta sección.
Para empezar, dado que las componentes de la métrica en la dirección compacta nos dan su medida (como
en la Ec. (14.25)), la regla

̂yy = 1/ĝxx, ĝxx = 1/̂yy, (14.72)

nos dice que los radios de estas dos teorı́as son recı́procamente inversos. Si las coordenadas que parametrizan
las dimensiones compactas toman valores entre 0 y 2π`s, entonces, asintóticamente

ĝxx → (RA/`s)
2 , ̂yy → (RB/`s)

2 (14.73)

de donde deducimos

RA,B = `2s/RB,A. (14.74)

Seguidamente vemos que el vector de Kaluza-Klein que viene de la métrica de una teorı́a y se acopla a sus
modos de Kaluza-Klein se intercambia con el vector que viene de la 2-forma NSNS, que se acopla a los
modos de enrollamiento de las cuerdas.
También vemos que las (p + 1)-formas RR de una teorı́a que tienen una componente en la dimensión com-
pacta (lo que asociamos a enrollamiento de la Dp-brana correspondiente) se transforman en p-formas RR de
la otra, asociadas a D(p− 1)-branas.
Finalmente observamos que los dilatones se transforman bajo dualidad T, lo que implica que las constantes
de acoplamiento de las teorı́as de cuerdas lo hacen. Utilizando Ec. (14.73) es inmediato obtener

gA,B = gB,A/RB,A. (14.75)
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14.3 Consideraciones finales

El orden que hemos escogido para presentar las acciones efectivas de las teorı́as de cuerdas es quizá el
más eficaz para entender las relaciones de dualidad que existen entre ellas, pero no para entender cómo se
obtienen estas acciones a partir de la definición perturbativa de las teorı́as de cuerdas y cuáles son sus lı́mites
de validez.
La acciones efectivas aparecen de dos modos que en principio no tienen nada que ver. El primer modo es el
que corresponde a su definición: se trata de una acción con la propiedad de reproducir, en un cierto lı́mite, las
amplitudes de dispersión de los modos sin masa de las teorı́as de cuerdas. Las amplitudes de dispersión se
definen como expansiones perturbativas con el dilatón (la constante de acoplo de la cuerda) como parámetro
pequeño. Estas amplitudes dependen de la longitud de la cuerda `s y en el lı́mite `s → 0 (que podemos
entender como el lı́mite en el que la cuerda se vuelve un punto) sólo los modos sin masa aparecen en ellas.
Éste lı́mite coincide con el lı́mite de bajas energı́as. La teorı́a de campos efectiva que describe la dinámica
de estos modos sin masa se define como un doble desarrollo perturbativo en `s y en la constante de acoplo de
la cuerda g. Las acciones de SUEGRA N = 2A, 2B, d = 10 son los términos más bajos en el desarrollo en
`s pero contienen contribuciones de dos tipos de diagramas de cuerdas distintos, y por ello una parte de las
mismas (el sector NSNS) tiene el factor global e−2φ̂ mientras que la otra (el sector RR) no contiene ningún
factor con dilatón.
Ası́, principio, estas acciones describen bien la teorı́a de cuerdas correspondiente si

g << 1, `s << 1. (14.76)

La primera condición afecta a un parámetro sin dimensiones,que es lo correcto. La segunda no: hay que
comparar `s con la escala de longitud relevante11 que no puede ser otra que el radio de curvatura del espacio-
tiempo Rc, de forma que debemos de reescribir la condición ası́

`s/Rc << 1. (14.77)

Ambas condiciones son en realidad locales: la primera sobre el dilatón y la segunda sobre los invariantes de
curvatura del espacio-tiempo, y pueden satisfacerse en unas regiones del espacio-tiempo y violarse en otras.
Si el dilatón diverge, entonces la teorı́a perturbativa de cuerdas no serı́a válida ahı́. Si el radio de curvatura
es más pequeño que `s, el lı́mite de teorı́a de campos `s → 0 deja de ser válido ahı́ y los efectos cuerdı́sticos
empiezan a ser importantes.
La segunda forma de llegar a las anteriores acciones efectivas es más sutil. Uno de los principios fundamen-
tales de la Teorı́a de Cuerdas es la invariancia conforme bidimensional, que es una propiedad de la acción
clásica de una cuerda propagándose en el espacio de Minkowski. Al cuantizar hay una anomalı́a que sólo
se anula si el espacio tiene la dimensión crı́tica d = 10 para supercuerdas. En espacios más generales, con
configuraciones no triviales de los campos sin masa de la cuerda (métrica, 2-forma NSNS, dilatón etc.) la in-
variancia conforme se mantiene cuánticamente si los campos obedecen ciertas ecuaciones. Estas ecuaciones
son precisamente las mismas que se derivan de las acciones efectivas. La cuantización de la cuerda se hace
perturbativamente en `s con `s/Rc como parámetro adimensional perturbativo, lo que nos lleva a la segunda
condición para que las ecuaciones garanticen la invariancia cuántica conforme al orden más bajo en `s. Las
condiciones sobre el dilatón están implı́citas en la topologı́a del espacio bidimensional en el que definimos
la acción de la cuerda.

11De otra forma, podrı́amos satisfacer esa condición con un simple cambio de unidades.
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Es realmente sorprendente que por caminos tan dispares se llegue a una misma acción efectiva, lo que nos
da confianza en la consistencia de la Teorı́a de Cuerdas. Hay, además, una tercera forma de llegar a la
misma acción en los casos supersimétricos (que son los que nos ocupan). Tiene que ver con la invariancia
de la acción bidimensional de la supercuerda en la formulación de Green y Schwarz bajo la simetrı́a κ,
que sólo se mantiene si los campos obedecen las ecuaciones de la teorı́a de supergravedad correspondiente.
Esta misteriosa simetrı́a está presente en las acciones de la mayor parte de los objetos extensos que vamos a
estudiar en la próxima lección e implica siempre las ecuaciones de supergravedad (¡lo que incluye la ecuación
de Einstein!), mientras que la invariancia conforme no lo está y no se sabe cómo cuantizar estas acciones.
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Capı́tulo

15
Teorı́as efectivas de cuerdas: Soluciones

15.1 Introducción

En la última lección hemos visto las acciones efectivas de las teorı́as de cuerdas que más nos interesan.
También hemos estudiado sus superálgebras y hemos anticipado qué estados/soluciones esperamos en estas
teorı́as. En esta lección nos vamos a dedicar a buscar y estudiar estos estados/soluciones.
Primeramente vamos a estudiar de forma genérica los objetos extensos (p-branas etc.), las acciones efectivas
que dictan su dinámica, sus masas y sus cargas, lo que nos ayudará a hacer una clasificación preliminar.
Seguidamente, y usando los resultados parciales de las lecciones anteriores, vamos a estudiar los objetos
extensos que de hecho aparecen en las teorı́as de cuerdas 10− dimensiononales (y en SUGRA N = 1, d =

11, a la que nos referiremos sin precisar demasiado como “Teorı́a M”) que nos interesan, determinando sus
masas y cargas, relaciones de dualidad etc.
A continuación vamos a elaborar modelos genéricos de los que sacar familias de soluciones de las que luego
extraeremos las que corresponden a los objetos que buscamos. Exhibiremos estas últimas con todo lujo de
detalles y, cuando corresponda, daremos sus espinores de Killing.
Una vez que tengamos las soluciones “elementales” podremos combinarlas en soluciones más complejas en
forma de intersecciones (estados ligados “en el umbral”) o estados ligados.
Algunas referencias generales sobre objetos extensos gravitantes en RG o en teorı́as de supergravedad y
supercuerdas son [169, 170, 171, 172, 173, 174, 175, 176, 205, 177, 178]

15.2 Objetos extensos: acciones, masas y cargas

Un objeto extenso con p dimensiones espaciales barre un volumen del universo que es un espacio-tiempo
(p + 1)− dimensional que se puede describir intrı́nsecamente con coordenadas ξi, i = 0, 1, . . . , p. La
posición de cada punto de este volumen en el espacio-tiempo ambiente d− dimensional de coordenadas xµ

viene dada por las d funciones Xµ(ξ). La acción básica para un objeto masivo de este tipo es la acción de
Nambu y Goto [179, 180], que da el volumen del volumen del universo

S
(p)
NG[Xµ(ξ)] = −T(p)

∫

dp+1ξ
√

|gij |, (15.1)

donde
gij = gµν(X)∂iX

µ∂jX
ν , (15.2)

es la métrica inducida sobre la p-brana y |gij | denota al valor absoluto de su determinante. T(p) es la tensión
de la p-brana y tiene dimensiones de masa por unidad de volumen p− dimensional1, o sea, Lp+1. La acción

1De hecho, si compactificamos p dimensiones espaciales del espacio-tiempo y enrollamos en ellas la p-brana, congelando los
grados de libertad que describen sus fluctuaciones, la acción de Nambu y Goto se transforma en la acción de una partı́cula puntual
con masa T(p)V(p).
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anterior es una teorı́a de campos para d campos escalares, altamente no-lineal. A veces es más conveniente
usar la acción de Polyakov [181] que contiene una métrica auxiliar γij(ξ) definida sobre el volumen del
mundo:

S
(p)
P [Xµ, γij ] = −T(p)

2

∫

dp+1ξ
√

|γ|
[

γij∂iX
µ∂jX

νgµν + (1 − p)
]

. (15.3)

La ecuación de γij(ξ) tiene la solución
γij = gij , (15.4)

que, sustituida en la acción de Polyakov, nos da la de Nambu y Goto. En el caso p = 1 (cuerda) hay muchas
soluciones, todas de la forma

γij = Ω(ξ)gij , (15.5)

debido a la invariancia conforme de la acción de Polyakov. En otros contextos, la acción de Polyakov es
también conocida como modelo sigma.
Estas dos acciones son invariantes bajo reparametrizaciones del volumen del mundo y covariantes (la métrica
del espacio-tiempo cambia) bajo reparametrizaciones del espacio-tiempo ambiente.
Estas dos acciones describen únicamente el acoplo de la p-brana a la gravitación del espacio-tiempo am-
biente, pero hay dos tipos de campos más del espacio ambiente a los que una p-brana se puede acoplar:
escalares, que juegan el papel de constantes de acoplo locales (como el dilatón) y (p + 1)-formas diferen-
ciales, a través de términos de Wess-Zumino. Ası́, la acción de una p-brana genérica con los acoplos más
generales es

S
(p)
NG[Xµ(ξ)] = −

T(p)

Kα
0

∫

dp+1ξ K(X)α
√

|gij |

− µ

Kα
0 (p+ 1)!

∫

dp+1ξεi1···ip+1A(p+1) i1···ip+1
, (15.6)

donde K(X) es un cierto escalar, a un cierto número real

A(p+1) i1···ip+1
= A(p+1) µ1···µp+1

(X)∂i1X
µ1 . . . ∂ip+1X

µp+1 , (15.7)

y µ la carga de la p-brana con respecto a este campo2, que suele ser igual a la tensión en los casos que nos
ocupan. Hemos introducido el factor K−α

0 , donde K0 es el valor asintótico del escalar K, de forma que T(p)

sigue siendo la tensión fı́sica de la p-brana. El término añadido tiene las anteriores invariancias y, además,
es invariante bajo transformaciones gauge de la (p+ 1)-forma

δA(p+1) = (p+ 1)∂Λ(p). (15.8)

No hay más acoplos posibles, pero sı́ dos generalizaciones de esta acción: la introducción de más campos
que viven en el volumen del mundo, además de los escalares Xµ(ξ), y la eliminación de ciertos grados de
libertad a través del “gaugeo” de simetrı́as globales de la acción asociadas a isometrı́as de la métrica del
espacio-ambiente. De esta última generalización no vamos a decir más. De la primera, hay que decir que el
campo de volumen del mundo que más a menudo aparece es el campo vectorial de Born e Infeld (BI) Vi, y
lo hace de una forma muy caracterı́stica (acción de Born e Infeld):

S
(p)
NG[Xµ(ξ)] = −

T(p)

Kα
0

∫

dp+1ξ Kα(X)
√

|gij + Fij | + . . . ,

Fij = 2∂[iVj]. (15.9)

2Cuando las intensidades de campo de los potenciales contienen términos de Chern-Simons, como es el caso en las SUGRAS
que nos ocupan, se pueden definir otros dos tipos de carga distintos de la carga de la brana que acabamos de definir [182]. La
conservación ( o no conservación) de estas tres cargas está relacionada con la posibilidad de que las branas acaben en otras [200].
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Utilizando la métrica inducida gij para subir y bajar ı́ndices, podemos expandir la acción de Born e Infeld
ası́:

S
(p)
NG[Xµ(ξ)] = −

T(p)

Kα
0

∫

dp+1ξ Kα(X)
√

|gij |{1 − 1
2F

2 + . . .}, (15.10)

en donde se ve un término cinético estándar (cuadrático) para un vector abeliano con correcciones de orden
superior que le dan un carácter no-lineal.
¿Cuál es la acción de los campos del espacio-tiempo ambiente a los que se acopla la p-brana? Suele ser de
esta forma:

S = 1

16πG
(d)
N

∫

ddx
√

|g| [R+ 2(∂ logK)2 + (−1)p+1

2·(p+2)!K
βF 2

(p+2)], (15.11)

donde
F(p+2) = (p+ 2)∂A(p+1), (15.12)

es la intensidad de campo de A(p+1), invariante gauge. Esta acción genérica suele corresponder a una trun-
cación de una teorı́a de SUGRA como las que hemos visto en la lección anterior. La consistencia del acoplo
de la p-brana a los campos de una teorı́a de SUGRA se consigue sólo si la acción de la p-brana es invariante
bajo la simetrı́a κ, que juega un papel crucial. Por otro lado, la simetrı́a κ exige que los campos satisfagan
las ecuaciones de movimiento de la SUGRA, cerrando el cı́rculo de relaciones.

15.2.1 Los objetos extensos de las teorı́as de cuerdas tipo II: acciones efectivas y masas

El acoplo de la p-brana al escalar K depende evidentemente del sistema de referencia conforme en el que
estemos trabajando. Siempre hay un sistema de referencia conforme en el que α = 0: el sistema de referencia
conforme de la p-brana, en el que ésta es “fundamental” (explicaremos esto más tarde). Fijado este sistema
de referencia conforme, podemos clasificar las demás p-branas con respecto a ésta por cómo se acoplan a
K. En Teorı́a de Cuerdas, el sistema de referencia canónico es el de la cuerda, y el escalar es el dilatón, la
“constante” de acoplo de la cuerda. En el sistema de referencia conforme de la cuerda, las cuerdas son los
objetos fundamentales, elementales, que dan lugar a los estados perturbativos de la teorı́a, y todos los objetos
cuyas acciones en este sistema de referencia no se acoplen al dilatón (con tensiones independientes de g),
son también p-branas fundamentales. Prácticamente la única es la

Cuerda fundamental

Ésta se acopla de forma natural a la 2-forma NSNS ası́:

S = −T
∫

d2ξ
√

|ĝij | − T
2

∫

d2ξ εijB̂ij . (15.13)

La tensión T de la cuerda es T = 1/α′, donde α′ = `2s es la pendiente de Regge y `s es la longitud de la
cuerda.
Los objetos no-perturbativos de una teorı́a de campos estándar tienen masas proporcionales a g−2. Por esta
razón, objetos con acciones de la forma

S(p) = −T(p)e
2φ0

∫

dp+1ξ e−2φ
√

|gij | + . . . , (15.14)

son p-branas solitónicas. Las principales en las teorı́as tipo II en d = 10 son las dos
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5-branas solitónicas

(S5A y S5B), que se acoplan a las 6-formas de NSNS B(6) que los las duales de Hodge de las 2-formas a
las que se acoplan las cuerdas fundamentales:

S = −TS5e
2φ̂0

∫

d6ξ e−2φ̂
√

|ĝij | − TS5e2φ̂0

6!

∫

d6ξ εi1···i6B̂(6)
i1···i6 . (15.15)

En las teorı́as de cuerdas tipo II, hay además otros objetos que están a medio camino entre los perturbativos
y los no-perturbativos: las3

Dp-branas

(p par en la IIA, p impar en la IIB), con tensiones proporcionales a g−1 y que se acoplan a las (p+1)-formas
RR y a la 2-forma NSNS:

S = −TDpe
φ̂0

∫

dp+1ξ e−φ̂
√

|ĝij + 2πα′Fij |

−TSDpeφ̂0

6!

∫

d6ξ εi1···ip+1Ĉ
(p+1)
i1···ip+1

, (15.16)

donde Vi es el vector de Born e Infeld (BI) con intensidad de campo

Fij = Fij + 1
2πα′ B̂ij , Fij = 2∂[iVj]. (15.17)

La existencia de Dp-branas en la Teorı́a de Cuerdas y sus propiedades fundamentales fueron descubiertas
por Polchinski en Ref. [189]. Representan hipersuperficies sobre las que los extremos de las cuerdas abiertas
pueden moverse sin salir de ellas. Estos extremos parecen puntos (desde el punto de vista del volumen del
universo de la brana) eléctricamente cargados con respecto al vector de BI Vi.
La dinámica de las cuerdas abiertas ligadas a las Dp-branas está, pues, descrita por el campo de BI, cuya
existencia es lo que las hace interesantes: si hay una única Dp-brana, sólo puede haber cuerdas abiertas con
los dos extremos sobre la misma. En el espectro de la cuerda con estas condiciones de contorno, hay un
modo sin masa asociado que es precisamente el vector de BI. Si hay N Dp-branas paralelas4, además de
los N vectores de BI asociados a cuerdas con los dos extremos en la misma brana, habrá cuerdas abiertas
con extremos en branas distintas. En general, el modo más ligero de éstas tiene una masa proporcional a
la separación entre ambas Dp-branas y se hace cero si las branas se superponen. Ası́, si las N branas se
superponen, hay N 2 vectores de BI sin masa que corresponden a la representación adjunta de U(N). Este
mecanismo nos permite tener teorı́as de (super-) Yang-Mills U(N) en las p + 1 dimensiones del volumen
del mundo de las Dp-branas.
No se conoce una acción que describa la dinámica de N Dp-branas superpuestas, aunque su expansión es, al
orden más bajo en α′, una teorı́a de super-Yang-Mills en p + 1 dimensiones. Una referencia reciente sobre
el status de la generalización no-abeliana de la acción de Born e Infeld es [196].
La presencia del vector de BI y su interpretación sugieren la posible presencia de otros campos en los
volúmenes del mundo de los objetos extensos y su asociación a los extremos o fronteras que otros objetos
puedan tener en los primeros. Que esta interpretación es correcta fue explicado por Townsend en [200]. En

3Hay bastantes referencias sobre las Dp-branas. Además del resumen de Johnson [156] son interesantes las lecciones de Bachas
[190, 191], muy pedagógicas, Douglas [192], el propio Polchinski [193], Vancea [194] y Förste [195].

4Que esto es posible se debe a que son objetos supersimétricos que pueden estar en equilibrio como los agujeros negros de
Reissner y Nordström extremos [189].
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cuanto a la presencia de otros campos, los más sencillos son los duales eléctrico-magnéticos de los BI en las
Dp-branas: (p − 2)-formas diferenciales que viven en los volúmenes del mundo de las Dp-branas y están
asociadas, como veremos, a intersecciones (p−3)− dimensionales con otros objetos. A través de dualidades
es posible ver que el los volúmenes del mundo de las 5-branas solitónicas hay otras formas diferenciales con
interpretaciones análogas: un vector en la S5B, que representa la intersección de D1-branas con la 5-brana
(por dualidad S con la intersección de cuerdas fundamentales con la D5-brana) y una 2-forma cuya intensidad
de campo es autodual en la S5A. La autodualidad conlleva el problema de la ausencia de acción covariante
que se puede resolver por el método utilizado en el caso de SUEGRA N = 2B, d = 10 [183] o por el
método alternativo de introducir campos auxiliares [184].

15.2.2 Relaciones de dualidad y masas

Vamos ahora a explorar las relaciones de dualidad que hay entre estos objetos (y algún otro que aparecerá
por el camino) que ya hemos discutido anteriormente, representadas en el diagrama de la Figura 15.1.
Las relaciones de dualidad entre los objetos extensos se reflejan en sus acciones efectivas, aunque no es
sencillo verlo en el espacio y tiempo de que disponemos. Por ello, vamos a explorar las relaciones de
dualidad de las masas de estos objetos cuando están enrollados en p-toros. Las reglas fundamentales de este
juego vienen dadas por las Ecs. (14.74) y (14.75), que reescribimos aquı́ por comodidad

RA,B = `2s/RB,A,

gA,B = gB`s/RB,A.
(15.18)

para dualidad T, y las Ecs. (14.61) y (14.64) que también reescribimos aquı́ por comodidad

g′ = 1/g,

R′
i = Ri/

√
g,

(15.19)

para la dualidad S en la tipo IIB. Estas reglas han de ser complementadas por la reglas de transformación de
las masas medidas en el sistema de referencia conforme de Einstein “modificado” (es decir, el correcto):

M ′ = g1/2M. (15.20)

El punto de partida, es la masa de una cuerda fundamental enrollada sobre una dimensión compacta x9 de
radio R9. Este dato hemos de tomarlo de la cuantización de la Teorı́a de Cuerdas:

MF1 =
R9

`2s
. (15.21)

Si ésta es la cuerda fundamental de la teorı́a IIB, entonces está relacionada por dualidad S con la D-cuerda
(D1-brana). Utilizando las reglas Ecs. (15.19) y (15.20), tenemos

MD1 = M ′
F1 = g1/2MF1 = g1/2R9

`2s
=

R′
9

g′`2s
. (15.22)
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Figura 15.1: Relaciones de dualidad entre soluciones clásicas de las SUGRAS en d = 10, 11: cuerdas fundamentales F1,
5-branas solitónicas S5, Mp-branas, Dp-branas, ondas gravitacionales W y monopolo de Kaluza-Klein KK. Las lı́neas con dos
flechas señalan dualidad T y las discontinuas, dualidad S. Las lı́neas con una sola flecha indican relaciones por compactificación en
cı́rculos: vertical (el objeto no está enrollado en la dimensión compacta) o diagonal (sı́ lo está).
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Ahora podemos hacer una transformación de dualidad T en la dirección x9, con lo que se obtiene una D0-
brana de la IIA de masa

MD0 = M ′
D1 =

R9

g`2s
=

`2s/R
′
9

g′`s/R′
9`

2
s

=
1

g′`s
. (15.23)

Si hacemos dualidad T en una dirección ortogonal a la D-cuerda (x8), tenemos la D-membrana (D2-brana)
de la teorı́a IIB:

MD0 = M ′
D1 =

R9

g`2s
=

R9

g′`s/R′
8`

2
s

=
R8R9

g′`3s
. (15.24)

Repitiendo suficientes veces este procedimiento, obtenemos la masa de una Dp-brana enrollada en un p-toro
(quitando las primas):

MDp =
R10−p . . . R9

g`p+1
s

. (15.25)

La D5-brana está relacionada por dualidad S con la 5-brana solitónica de la IIB:

MS5 = g1/2M ′
D5 = g1/2R5 . . . R9

g`6s

= g′−1/2R
′
5/g

′1/2 . . . R′
9/g

′1/2

g′−1`6s

=
R5 . . . R9

g2`6s
, (15.26)

lo que confirma su carácter solitónico. Los resultados para éstos y otros objetos extensos de las teorı́as tipo II
están reunidos en las Tablas 15.1 y 15.2.
Las tensiones que aparecen en las acciones de estos objetos se pueden calcular simplemente dividiendo las
masas por el volumen espacial en el que están compactificadas (el producto de las longitudes de los cı́rculos).

15.2.3 Los objetos extensos de SUGRA N = 1, d = 11

Hemos dicho repetidas veces que el lı́mite de acoplo fuerte de la Teorı́a de Cuerdas tipo IIA es SUGRA
N = 1, d = 11 y que los objetos extensos de esa teorı́a de cuerdas provienen de objetos extensos 11−
dimensiononales. Además de la onda gravitacional, que no es propiamente un objeto extenso y que está
igualmente presente en d = 10, los objetos extensos de SUGRA N = 1, d = 11 son la M2-brana y la

M5-brana, que se acoplan respectivamente a la 3-forma ˆ̂
C y a su dual la 6-forma

˜̂
Ĉ. Cuando una de las

direcciones es compacta, se puede añadir a esta lista el monopolo de Kaluza-Klein (KK7M), que es una
solución puramente gravitacional y por lo tanto presente, como la onda gravitacional, en todas las dimen-
siones.
En SUGRA N = 1, d = 11 no hay ningún campo escalar que pueda interpretarse como una constante de
acoplo y, ası́, la M2 y la M5 tienen un carácter fundamental. La acción de la M2 es

S = −TM2

∫

d3ξ
√

|ˆ̂gij | − TM2
3!

∫

d3ξ εi1···i3 ˆ̂
Ci1···i3 , (15.27)

y no contiene ningún otro campo en su volumen del mundo aparte de los escalares ˆ̂
X

ˆ̂µ

. En la reducción

dimensional para obtener la D2-brana, el escalar del volumen del mundo ˆ̂
X

10

deja de tener significado
espacio-temporal y se puede dualizar en el vector de BI de la D2-brana [185].
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Objeto Masa en const. Masa en cons. Objeto
IIA d = 10 d = 11 d11

F1m R−1
9

D0 g−1
A `−1

s R−1
10 WM(+,−10)

F1w R9`
−2
s R10R9(

−`
(11)
Planck)

−3 M2(+,−8, +2)

D2 R9R8g
−1
A `−3

s R9R8(
−`
(11)
Planck)

−3 M2(+,−7, +2,−)

D4 R9 . . . R6g
−1
A `−5

s R10R9. . .R5(
−`
(11)
Planck)

−6 M5(+,−5, +5)

S5A R9. . .R5g
−2
A `−6

s R9. . .R5(
−`
(11)
Planck)

−6 M5(+,−4, +5,−)

D6 R9. . .R4g
−1
A `−7

s R2
10R9. . .R4(

−`
(11)
Planck)

−9 KK7M(+,−3, +6,−?)

KK6A R2
9R8. . .R4g

−2
A `−8

s R10R
2
9. . .R4(

−`
(11)
Planck)

−9 KK7M(+,−3, +5, +?, +)

D8 R9. . .R2g
−1
A `−9

s R3
10R9. . .R4(

−`
(11)
Planck)

−12 KK9M(+,−, +8, +?)

KK8A R3
9R8. . .R2g

−3
A `−11

s R10R
3
9R8. . .R2(

−`
(11)
Planck)

−12 KK9M(+,−, +7, +?, +)

KK9A R3
9R8. . .R1g

−4
A `−12

s R10R
3
9R8. . .R1(

−`
(11)
Planck)

−12 KK9M(+, +8, +?,−)

Tabla 15.1: En esta tabla están las masas de los objetos extensos de la Teorı́a de Cuerdas tipo IIA en lenguaje 10− dimensiononal
(radios de compactificación Ri, constante de acoplo gA y longitud de la cuerda `s) y en lenguaje 11− dimensiononal (de SUGRA
N = 1, d = 11) (radios de compactificación Ri, constante de Planck reducida 11− dimensiononal −`

(11)
Planck = `

(11)
Planck/2π). La

coordenada que se compactifica para relacionar las teorı́as 10- y 11− dimensiononales es, por convenio, x10 de forma que el “radio
11− dimensiononal” es R10 = gA`s = g

2/3
A

−`
(11)
Planck. Además, las configuraciones de los objetos 11− dimensiononales que dan

lugar a los 10− dimensiononales que dan lugar a los 10− dimensiononales se dan en la siguiente notación: la lista de signos
representa las 11 coordenadas, de ˆ̂x0 hasta ˆ̂x10. Un signo + significa que una de las dimensiones del volumen del mundo ocupa
esa dirección espacio-temporal. Una estrella significa que en esa dirección el objeto tiene una isometrı́a especial y la dirección
correspondiente no se puede descompactificar.

Objeto Objeto
IIB Masa IIB Masa

F1m R−1
9 KK6A R2

9R8 . . . R4g
−2
B `−8

s

F1w R9`
−2
s D7 R9 . . . R3g

−1
B `−8

s

D1 R9g
−1
B `−2

s Q7 R9 . . . R3g
−3
B `−8

s

D3 R9 . . . R7g
−1
B `−4

s D9 R9 . . . R1g
−1
B `−10

s

D5 R9 . . . R5g
−1
B `−6

s Q9 R9 . . . R1g
−4
B `−10

s

S5B R9 . . . R5g
−2
B `−6

s

Tabla 15.2: En esta tabla están las masas de los objetos extensos de la Teorı́a de Cuerdas tipo IIB en términos de los radios de
compactificación Ri, la constante de acoplo de la cuerda gB y longitud de la cuerda `s. Cuando una masa depende de un radio con
una potencia superior a la unidad, el objeto (tipo monopolo de Kaluza-Klein) tiene una isometrı́a especial en esa dirección.
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La acción de la M5, sin embargo, contiene otros campos: una 2-forma cuya intensidad de campo es una
3-forma autodual. Por reducción dimensional, esta forma da lugar a la 2-forma con intensidad de campo
autodual de la S5A o a la 2-forma que es el dual del vector de BI de la D4-brana.
Para determinar las masas y las tensiones de la M2 y la M5, vamos a relacionarlas con las de los objetos
de la tipo IIA, utilizando las relaciones entre las constantes 10- y 11− dimensiononales Ecs. (14.29), que
reescribimos aquı́ invertidas por comodidad, llamando R10 a lo que allı́ llamamos R11:

`s = −̀(11)
Planck/R

1/2
10 ,

gA = R
3/2
10 /

−̀(11)
Planck,

(15.28)

Podemos empezar con la masa de la cuerda fundamental F1A, que no es sino la M2 compactificada en el
cı́rculo 11− dimensiononal:

MM2 = MF1A =
R9

`2s
=

R9R10

(−̀(11)Planck)
3
. (15.29)

Cuando la M2 no está enrollada en la undécima dimensión (sino, por ejemplo, en las x8, x9) tenemos la D2.
Comprobémoslo:

MM2 =
R8R9

(−̀(11)Planck)
3

=
R8R9

gA`3s
. (15.30)

La D4 no es más que una M5 enrollada en la undécima dimensión:

MM5 = MD4 =
R6 . . . R9

gA`5s
=
R6 . . . R10

(−̀(11)Planck)
6
, (15.31)

y la S5A una M5 no enrollada ahı́:

MM5 =
R5 . . . R9

(−̀(11)Planck)
6

=
R5 . . . R9

g2
A`

6
s

. (15.32)

Para finalizar, podemos ver que la D0-brana no es más que un modo de Kaluza-Klein del gravitón moviéndose
en la undécima dimensión:

MD0 =
1

gA`s
=

1

R10
. (15.33)

15.3 Soluciones genéricas y fuentes

El siguiente paso tras estudiar los estados correspondientes a objetos extensos en las teorı́as que nos ocupan,
es encontrar soluciones clásicas que se puedan asociar a ellos. Esto se hace en dos etapas:

i. Se buscan una solución de las acciones de SUGRA correspondientes en las que los campos que se
acoplan al objeto en cuestión sean no-triviales (los demás deben de tener sus valores de vacı́o) y
tengan además la forma correcta para describir un objeto extendido del la dimensión correspondiente.

Esto lo vamos a hacer buscando una solución de un modelo genérico, el modelo a que luego aplicare-
mos a distintos casos.
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Objeto Masa
WM 0
M2 R10R9(

−̀(11)
Planck)

−3

M5 R10 . . . R6(
−̀(11)
Planck)

−6

KK7M R2
10R9 . . . R4(

−̀(11)
Planck)

−9

KK9M R3
10R9 . . . R4(

−̀(11)
Planck)

−12

Tabla 15.3: En esta tabla se encuentran las masas de los distintos objetos extensos de SUGRA N = 1, d = 11 en términos de los
radios de compactificación Ri y de la constante de Planck reducida 11− dimensiononal −`

(11)
Planck = `

(11)
Planck/2π. Cuando un radio

aparece en una potencia superior a la unidad, el objeto tiene una dimensión isométrica especial en esa dirección.

ii. Se identifican las constantes de integración de la solución de forma que la tensión y carga calculadas
sobre la solución correspondan a las calculadas en la sección anterior.

Esto se puede hacer de dos formas: se puede “compactificar” la solución sobre un p-toro en las direc-
ciones correspondientes a la p-brana y calcular en d−p dimensiones la masa ADM y la carga eléctrica
correspondiente en función de las constantes de integración y comparar con las de la sección anterior.
Además, en todos los casos de la sección anterior se puede buscar la fuente: una acción de p-brana
con tensión y carga determinadas, relacionadas por las ecuaciones de movimiento con las constantes
de integración.

Aquı́ vamos a utilizar el segundo método. En la próxima sección particularizaremos para cada tipo de
p-brana de la Teorı́a de Cuerdas.

15.3.1 El modelo a

En la Sección 15.2 hemos visto que las p-branas se acoplan genéricamente a la métrica, a un escalar y a una
(p + 1)-forma descritas por la acción Ec. (15.11). Es costumbre escribir el escalar K como el exponencial
de otro ϕ, y sustituir la constante β que controla el acoplo a la forma diferencial por otra a para llegar a la
acción del modelo a [186, 118, 119]

S = 1

16πG
(d)
N

∫

ddx
√

|g|
[

R+ 2(∂ϕ)2 + (−1)p+1

2·(p+2)!e
−2aϕF 2

(p+2)

]

, (15.34)

donde F(p+2) es la intensidad de campo de la (p+ 1)-forma A(p+1):

F(p+2) = dA(p+1), F(p+2)µ1...µp+2
= (p+ 2)∂[µ1

A(p+1)µ2...µp+2]. (15.35)

Este modelo contiene muchos casos particulares interesantes: para a = 0 el modelo es equivalente al de
Einstein y Maxwell (el escalar está desacoplado) y para otros valores, el acoplo del escalar reproduce el de
el escalar de Kaluza y Klein al vector de Kaluza y Klein (o a su forma dual) o el del dilatón a formas NSNS
o RR. Es cierto que en las SUEGRAS que nos interesan aparecen también términos de Chern-Simons, pero
éstos no suelen jugar ningún papel cuando sólo hay una p-brana presente, aunque sı́ lo hacen cuando hay
varias de tipos distintos [200] como veremos en la Sección 16.3.
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De acuerdo con la regla general de que las (p + 1)-formas se acoplan a objetos p− dimensionales, las
soluciones estáticas naturales con la máxima simetrı́a (distintas del vacı́o) para p = 0 son agujeros negros5

cargados y en general p-branas negras cargadas. Como siempre, empezamos haciendo un Ansatz adecuado
al sistema que la solución pretende describir: un objeto con (p + 1) simetrı́as translacionales (a lo largo de
las direcciones del volumen del mundo de una p-brana plana) en las direcciones t, ~yp:

ds2 = f
[

Wdt2 − d~y 2
p

]

− g−1
[

W−1dρ2 − ρ2dΩ2
(p̃+2)

]

,

Aty1...yp = α
(

H−1 − 1
)

,

(15.36)

donde f, g,W y H son funciones de ρ, la coordenada radial en las direcciones transversas a la p-brana y
donde

p̃ ≡ d− p− 4. (15.37)

Para reducir el número de funciones independiente hemos de hacer algunas hipótesis más: si no hay “pelo”
escalar, eϕ será una potencia de H . Además sabemos que en el caso del agujero de Reissner y Nordström
(d = 4, p = a = 0) también f y g son potencias de H y vamos a suponer que eso es también cierto aquı́ de
forma que sólo H y W son funciones independientes, para las que vamos a suponer la forma

H = 1 +
h

ρp̃+1
, W = 1 +

ω

ρp̃+1
. (15.38)

Sustituyendo el Ansatz en las ecuaciones de movimiento, es inmediato (pero asaz laborioso) encontrar la
solución general, que escribimos de esta forma:

ds2 = H
2x−2
p+1

[

Wdt2 − d~y 2
p

]

−H
−(2x−2)

p̃+1

[

W−1dρ2 + ρ2dΩ2
(p̃+2)

]

,

e−2aϕ = e−2aϕ0H2x, Aty1...yp = eaϕ0α
(

H−1 − 1
)

,

H = 1 +
h

ρp̃+1
, W = 1 +

ω

ρp̃+1
,

ω = h
[

1 − a2

4xα
2
]

,

x =
a2

2
c

1+ a2

2
c
, c = (p+1)+(p̃+1)

(p+1)(p̃+1) .

(15.39)

Las constantes d, p, a que definen el modelo están combinadas en la constante x. La constante ϕ0 es el
valor del escalar en el infinito (estas soluciones son asintóticamente planas en las direcciones ortogonales al
volumen del mundo de la p-brana (direcciones transversas) ρ → ∞) y las constantes de integración h, ω, α
están relacionadas por una ecuación. La solución está escrita de forma que es válida para a = 0. Está claro
también que en esta solución la carga escalar no es independiente de la carga “eléctrica” de la p-brana, como
querı́amos.

5Aquı́ usamos este término en el sentido de objeto masivo puntual.
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Como ocurrı́a en la solución de Reissner y Nordström, cuando el parámetro de no-extremalidad ω = 0

(lı́mite extremo), el “factor de Schwarzschild” W = 1 y H puede ser una función armónica arbitraria en el
espacio transverso:

ds2 = H
2x−2
p+1

(

dt2 − d~y 2
p

)

−H
−(2x−2)

p̃+1 d~x 2
(p̃+3),

e−2aϕ = e−2aϕ0H2x, Aty1...yp = eaϕ0α
(

H−1 − 1
)

,

∂m∂mH = 0,

x =
a2

2
c

1+ a2

2
c
, c = (p+1)+(p̃+1)

(p+1)(p̃+1) , α2 = 4x
a2 .

(15.40)

Las elecciones de función armónica H que más nos interesan son, evidentemente, las de la forma

H = 1 +
h

|~x(p̃+3)|p̃+1
, (15.41)

para describir una sola p-brana extrema situada en el origen de coordenadas ~x(p̃+3) = 0, ó

H = 1 +
∑

I=1

N hI

|~x(p̃+3) − ~x(p̃+3) I |p̃+1
, (15.42)

para describir N p-branas paralelas localizadas en ~x(p̃+3) = ~x(p̃+3) I .
También como ocurrı́a en la solución de Reissner y Nordström (pero aquı́ sólo en el caso a = 0) si tomamos
h = 0, obtenemos un objeto sin carga y con horizonte: una p-brana negra, con métrica (los otros campos
son constantes arbitrarias)

ds2 = Wdt2 − d~y 2
p −W−1dρ2 + ρ2dΩ2

(p̃+2),

W = 1 +
ω

ρp̃+1
,

(15.43)

que generalizan la solución de Schwarzschild d− dimensional (p = 0) [187, 188]. Todas las p-branas
no-extremas, cargadas o no, tienen un horizonte de eventos regular y se pueden definir sus temperaturas y
entropı́as, pero nosotros sólo nos vamos a concentrar en los agujeros negros.

15.3.2 Fuentes

Nuestra experiencia con el agujero de Reissner y Nordström nos dice que podemos encontrar fuentes para las
p-branas cargadas que son soluciones del modelo a en el lı́mite extremo (ω = 0). Conociendo las fuentes,
podemos relacionar la constante de integración h de la solución Ec. (15.40) con la tensión y la carga que
aparecen en la acción de la p-brana, que es, evidentemente, nuestro candidato a fuente.
Consideremos, por lo tanto, el siguiente sistema acoplado

S = Sa + Sp, (15.44)
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donde Sa es la acción del modelo a Ec. (15.34) y Sp es la acción de la p-brana cargada

Sp[X
µ, γij ] = −T

2

∫

dp+1ξ
√

|γ|
[

e−2bϕ γij∂iX
µ∂jX

νgµν − (p− 1)
]

− µ
(p+1)!

∫

dp+1ξ A(p+1) µ1···µp+1
∂i1X

µ1 . . . ∂ip+1X
µp+1 .

(15.45)

Para resolver las ecuaciones de movimiento, se usa el gauge estático o fı́sico en el que las primeras (p + 1)

coordenadas de la p-brana se identifican con las espacio-temporales

Y i(ξ) = ξi, (15.46)

y el Ansatz
Xm(ξ) = 0, (15.47)

para las demás. Esto describe una p brana extendida en las direcciones ~y(p+1) en reposo en el origen de
coordenadas transversas ~x(p̃+3) = ~0. El Ansatz para los campos del espacio-tiempo es la solución general
extrema del modelo a Ec. (15.40), pero dejando H como una función de ~x(p̃+3) sin determinar.
El resultado es que todas las ecuaciones se pueden satisfacer si,

i. a y b están relacionadas por
a = −(p+ 1)b, (15.48)

ii. la tensión y la carga de la p-brana están relacionadas por

µ = T/α, (15.49)

iii. y H viene dada por

H = ε+
h

|~x(p̃+3)|p̃+1
, (15.50)

donde ε es una constante arbitraria (ε = +1 si queremos una solución asintóticamente plana) y donde
h está dada por

h =
16πG

(d)
N T

(p̃+ 1)α2ω(p̃+2)
, (15.51)

La primera condición se cumple en todos los casos de interés y está en el fondo relacionada con que los
objetos extensos han de corresponder a genuinos objetos supersimétricos de la SUGRA correspondiente.
La segunda es la condición BPS con nuestra normalización de los campos. De nuevo está relacionada con
supersimetrı́a. La condición sobreH selecciona de entre todas las posibles funciones armónicas en el espacio
transverso aquella que tiene un polo del orden adecuado en la posición en la que se encuentra la p-brana con
el coeficiente que corresponde a su tensión y carga.
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Como vemos, la supersimetrı́a juega un papel crucial, incluso aunque no hay ningún fermión presente en
estas fórmulas.
¿Qué pasa con las soluciones no-extremas Ec. (15.39)? La interpretación que se suele hacer de ellas es que
describen p-branas excitadas6 y, por lo tanto, no supersimétricas. Su carga debe de ser la de las extremas,
pero su tensión es mayor. En las soluciones, la carga depende de h y la tensión de h y ω, por lo que h tendrá
el valor determinado arriba, pero ω, que parametriza la desviación de la extremalidad, es arbitraria.

15.4 Soluciones en d = 11

Vamos ahora a utilizar los resultados de la sección anterior para encontrar soluciones que describan los
objetos extensos de SUGRA N = 1, d = 11, que son la M2 y la M5. En esta teorı́a no hay escalares por
lo que estamos en los casos d = 11, a = 0, p = 2 y d = 11, a = 0, p = 5. De las soluciones generales
Ecs. (15.39) y (15.40) obtenemos inmediatamente los siguientes resultados:

15.4.1 La membrana M2

En el caso no-extremo, la solución es

dˆ̂s2E = H
−2/3
M2

[

Wdt2 − d~y 2
2

]

−H
1/3
M2

[

W−1dρ2 + ρ2dΩ2
(7)

]

,

ˆ̂
Cty1y2 = α

(

H−1
M2 − 1

)

,

HM2 = 1 +
hM2

ρ6
, W = 1 +

ω

ρ6
,

ω = hM2

[

1 − α2
]

,

(15.52)

y en el extremo ω = 0 α = ±1

dˆ̂s2 = H
−2/3
M2

[

dt2 − d~y 2
2

]

−H
1/3
M2 d~x

2
8 ,

ˆ̂
Cty1y2 = ±

(

H−1
M2 − 1

)

,

HM2 = 1 +
hM2

|~x8|6
.

(15.53)

Para determinar la constante de integración hM2 utilizamos la Ec. (15.51)

hM2 =
16πG

(11)
N TM2

6ω(7)
, (15.54)

6Esto quiere decir, en los casos estáticos, que los campos de su volumen del mundo tienen configuraciones no-triviales, por
ejemplo.
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la relación entre la tensión y la masa de la M2 compactificada en un 2-toro Ec. (15.29)

TM2 =
MM2

(2π)2R9R10
=

1

(2π)2(−̀(11)Planck)
3

=
2π

(`
(11)
Planck)

3
, (15.55)

y la definición de la longitud de Planck Ec. (12.6), y obtenemos

hM2 =
(`

(11)
Planck)

6

6ω(7)
. (15.56)

Si queremos que la solución describa NM2 M2-branas, simplemente debemos de reemplazar la función
armónica por otra con otros tantos polos, todos ellos con el coeficiente hM2. Si las M2-branas coinciden,
habrá un solo polo con coeficiente NM2hM2. Observaciones enteramente análogas a éstas se pueden hacer
en todos los casos que siguen y las daremos por hechas.

15.4.2 La 5-brana M5

En el caso no-extremo tenemos

dˆ̂s
2

= H
−1/3
M5

[

Wdt2 − d~y 2
5

]

−H
2/3
M5

[

W−1dρ2 + ρ2dΩ2
(4)

]

,

˜̂
Ĉty1...y5 = α

(

H−1
M5s − 1

)

,

HM5 = 1 +
hM5

ρ3
, W = 1 +

ω

ρ3
,

ω = hM5

[

1 − α2
]

.

(15.57)

En el lı́mite extremo ω = 0, α = ±1 tenemos

dˆ̂s2 = H
−1/3
M5

[

dt2 − d~y 2
5

]

−H
2/3
M5 d~x

2
5 ,

˜̂
Ĉty1...y5 = ±

(

H−1
M5 − 1

)

,

HM5 = 1 +
hM5

|~x5|3
.

(15.58)

Por el mismo procedimiento que en el caso de la M2-brana encontramos

hM5 =
(`

(11)
Planck)

3

3ω(4)
. (15.59)
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15.5 Soluciones en d = 10

La identificación de soluciones de las teorı́as tipo II con soluciones del modelo a es un poco más complicada.
Primero hemos de identificar cuáles son los valores de a para cada caso.
La forma genérica de las acciones efectivas tipo II en el sistema de referencia conforme de la cuerda7 es

S = 1

16πG
(d)
N

∫

ddx
√

|gs|
{

e−2φ
[

Rs − 4(∂φ)2 + (−1)p1+1

2·(p1+2)!F
2
(p1+2)

]

+ (−1)p2+1

2·(p2+2)!F
2
(p2+2)

}

.
(15.60)

Hay dos tipos de formas diferenciales en esta acción: las que se acoplan al dilatón con el prefactor e−2φ

(F(p1+2)), que pertenecen al sector NSNS al que se acoplan las p-branas fundamentales y las que no (F(p2+2)),
que pertenecen al sector RR, a las que se acoplan las Dp-branas. Para identificar soluciones de esta acción
en la general del modelo a, tenemos que reescribir esta acción en la métrica de Einstein, identificar al di-
latón como función de ϕ, e identificar el valor de a. Éste es diferente para las p-branas fundamentales y las
Dp-branas, y lo denotamos por a1 y a2 respectivamente. Haciendo una transformación de Weyl a la métrica
gs

gs µν = e
4

(d−2)
φ
gµν , (15.61)

tenemos
S = 1

16πG
(d)
N

∫

ddx
√

|g|
[

R+ 4
(d−2)(∂φ)2

+ (−1)p1+1

2·(p1+2)!e
−4

(p1+1)
(d−2)

φ
F 2

(p1+2) + (−1)p2+1

2·(p2+2)!e
2

(p̃2−p1)
(d−2)

φ
F 2

(p2+2)

}

.

(15.62)

Comparando con la acción del modelo a Ec. (15.34) vemos que el dilatón φ y el escalar ϕ están relacionados
por

φ =

√

(d−2)
2 ϕ, (15.63)

y que los valores de la constante a son, para formas NSNS y RR

a1 =
2(p1 + 1)
√

2(d− 2)
, (NS − NS) (15.64)

a2 =
−(p̃2 − p2)
√

2(d− 2)
. (RR) (15.65)

Antes de ir al sistema de referencia conforme de Einstein, podrı́amos haber dualizado las intensidades de
campo NSNS (para describir p-branas solitónicas). En ese caso, habrı́amos encontrado el modelo a con

a3 = − 2(p̃1 + 1)
√

2(d− 2)
. (15.66)

Con estos datos vamos a identificar las soluciones 10− dimensiononales. La única sutileza está en la intro-
ducción del valor del dilatón en el infinito, que no se puede deducir correctamente de la solución genérica,
sino que hay que introducirlo después observando cómo se transforman los distintos campos bajo la adición
de una constante al dilatón.

7Hacemos énfasis en este punto añadiendo el subı́ndice s.
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15.5.1 La cuerda fundamental F1

Corresponde al caso p = 1, a = 1 en d = 10

d˜̂s
2
E = H

−3/4
F1

[

Wdt2 − dy2
]

−H
1/4
F1

[

W−1dρ2 + ρ2dΩ2
(7)

]

,

dŝ2s = H−1
F1

[

Wdt2 − dy2
]

−
[

W−1dρ2 + ρ2dΩ2
(7)

]

,

e−2(φ̂−φ̂0) = HF1,

B̂ty = α
(

H−1
F1 − 1

)

,

HF1 = 1 +
hF1

ρ6
, W = 1 +

ω

ρ6
,

ω = hF1

[

1 − α2
]

.

(15.67)

En el lı́mite extremo ω = 0, α = ±1 es conocida como la solución de la cuerda fundamental [197] y toma
la forma:

d˜̂s
2
E = H

−3/4
F1

[

dt2 − dy2
]

−H
1/4
F1 d~x

2
8 ,

dŝ2s = H−1
F1

[

dt2 − dy 2
]

− d~x 2
8 ,

e−2(φ̂−φ̂0) = HF1,

B̂ty = ±
(

H−1
F1 − 1

)

,

HF1 = 1 +
hF1

|~x8|6
,

(15.68)

Observemos que con a = p = 1, la fuente del modelo a, reexpresada en el sistema de referencia conforme
de la cuerda es realmente la acción de una cuerda fundamental que no se acopla directamente al dilatón en
ese sistema de referencia (véase las Refs. [197, 172]).
El valor de la constante de integración que reproduce correctamente la tensión de la F1 se puede calcular por
el mismo método que utilizamos con los objetos 11− dimensiononales

hF1 =
25π6`6sg

2

3ω(7)
, (15.69)

pero también se puede calcular explotando las relaciones de dualidad con otras soluciones, como veremos
en la Sección 15.6
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15.5.2 La 5-brana solitónica

Corresponde al caso a = −1, p = 5 en diez dimensiones:

d˜̂s2E = H
−1/4
S5

[

Wdt2 − d~y 2
5

]

−H
3/4
S5

[

W−1dρ2 + ρ2dΩ2
(3)

]

,

dŝ2s =
[

Wdt2 − d~y 2
5

]

−HS5

[

W−1dρ2 + ρ2dΩ2
(3)

]

,

e−2(φ̂−φ̂0) = H−1
S5 ,

B̂(6)
ty1...y5 = αe−2φ̂0

(

H−1
S5 − 1

)

,

HS5 = 1 +
hps

ρ2
, W = 1 +

ω

ρ2
,

ω = hS5

[

1 − α2
]

,

(15.70)

y, en el lı́mite extremo ω = 0, α = ±1 en el que es conocida como la solución de la 5-brana solitónica
[198, 199]), toma la forma

d˜̂s2E = H
−1/4
S5

[

dt2 − d~y 2
5

]

−H
3/4
S5 d~x 2

4 ,

dŝ2s =
[

dt2 − d~y 2
5

]

−HS5 d~x
2
4 ,

e−2(φ̂−φ̂0) = H−1
S5 ,

˜̂
B(6)

ty1···y5 = ±e−2φ̂0
(

H−1
S5 − 1

)

,

HS5 = 1 +
hS5

|~x4|2
.

(15.71)

El valor de la constante de integración se puede determinar por el método que hemos explicado y por rela-
ciones de dualidad y es

hS5 = `2s. (15.72)
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15.5.3 Las Dp-branas

Las hay para todos los valores de p = 0, . . . , 9, y la solución general para todas ellas en diez dimensiones es

d˜̂s
2
E = H

− (7−p)
8

Dp

[

Wdt2 − d~y 2
p

]

−H
(p+1)

8
Dp

[

W−1dρ2 + ρ2dΩ2
(8−p)

]

,

dŝ2s = H
−1/2
Dp

[

Wdt2 − d~y 2
p

]

−H1/2
Dp

[

W−1dρ2 + ρ2dΩ2
(8−p)

]

,

e−2(φ̂−φ̂0) = H
(p−3)

2
Dp ,

Ĉ(p+1)
ty1...yp = αe−φ̂0

(

H−1
Dp − 1

)

,

HDp = 1 +
hDp

ρ7−p
, W = 1 +

ω

ρ7−p
,

ω = hDp

[

1 − α2
]

.

(15.73)

Estrictamente estas soluciones sólo son válidas para p < 7. Para p ≥ 7y, de forma general en todas las
soluciones que hemos visto, cuando las dimensiones transversas son menos de dos, las funciones H,W han
de ser reemplazadas por funciones armónicas con un polo en el espacio bidimensional

H ∼ h log ρ, W ∼ ω log ρ, (15.74)

o unidimensional transverso.
H ∼ hρ, W ∼ ωρ. (15.75)

También en el caso de la D3-brana la solución no es estrictamente correcta porque faltan componentes de la
4-forma necesarias para mantener la autodualidad que hay que calcular.
En el lı́mite extremo, tenemos

d˜̂s
2
E = H

p−7
8

Dp

[

dt2 − d~y 2
p

]

−H
p+1
8

Dp d~x 2
9−p,

dŝ2s = H
−1/2
Dp

[

dt2 − d~y 2
p

]

−H
1/2
Dp d~x

2
9−p,

e−2(φ̂−φ̂0) = H
(p−3)

2
Dp ,

Ĉ(p+1)
ty1···yp = ±e−φ̂0

(

H−1
Dp − 1

)

,

HDp = 1 +
hDp

|~x9−p|7−p
.

(15.76)
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Como en el caso no-extremo, para p = 3 hay que añadir las componentes que faltan a la 4-forma y hay que
sustituir HD7 por

HD7 = 1 + hD7 log |~x2|, (15.77)

y HD8 por
HD8 = 1 + hD8|x|, (15.78)

Las constantes de integración vienen dadas por

hDp =
(2π`s)

(7−p)g

(7 − p)ω(8−p)
, (15.79)

para p < 7 y

hD7 =, hD8 =
g

4π`s
. (15.80)

El signo negativo de hD8 juega un papel muy importante.

15.6 Relaciones de dualidad

En la sección anterior hemos identificado una serie de candidatos a ser las soluciones clásicas que representan
los campos de largo alcance producidos por los estados de las teorı́as de cuerdas tipo II cuya existencia
conocemos bien a través del espectro perturbativo, bien a través del superálgebra y las relaciones de dualidad.
Para completar la identificación debemos de comprobar que estas soluciones guardan entre sı́ las mismas
relaciones de dualidad que los estados que representan.

15.6.1 Relación entre soluciones de 11− y 10− dimensiononales. Compactificación

Las primeras relaciones que debemos comprobar son las que hay entre estados/soluciones de SUGRA N =

1, d = 11 y de la Teorı́a de Cuerdas tipo IIA.
Hay dos relaciones posibles: o bien el objeto 10− dimensiononal se obtiene por compactificación del 11− di-
mensiononal en una dirección del volumen del mundo o bien por compactificación de una dirección transver-
sa.
Consideremos el caso más sencillo8: la compactificación de la M2-brana. Si la M2-brana está compactifi-
cada en una dirección de su volumen del mundo (dicho de otro modo: está enrollada en la dimensión que
compactificamos), da lugar a una F1 en d = 10 y si es en una dirección transversa, da lugar a una D2-brana.
Para compactificar la M2-brana tenemos que construir una solución bien definida cuando una coordenada
es compacta. Para compactificaciones en cı́rculos o toros estos supone una pequeña modificación de las
soluciones que hemos obtenido anteriormente.

8Un caso aún más sencillo es el de la compactificación de la onda gravitacional plana en d = 11 para dar una onda gravitacional
plana o una D0-brana en d = 10. Por falta de espacio no estamos discutiendo aquı́ las soluciones puramente gravitacionales como
las ondas planas gravitacionales y el monopolo de Kaluza-Klein que, sin embargo, juegan papeles muy importantes. Las ondas
gravitacionales harán su aparición en la Sección 16.3.
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Si una de las direcciones del volumen del mundo de la M2-brana extrema (vgr. y2 ≡ z) es compacta, como,
por construcción, la solución no depende de ella, la solución Ec. (15.53) sigue siendo completamente válida.
Tan sólo necesitamos introducir el valor del dilatón en el infinito multiplicando la coordenada compacta z
por él:







































dˆ̂s2 = H
−2/3
M2

[

dt2 − dy2 − e
4
3
φ̂0dz2

]

−H
1/3
M2 d~x

2
8 ,

ˆ̂
Ctyz = ±e 2

3
φ̂0
(

H−1
M2 − 1

)

,

HM2 = 1 +
hM2

|~x8|6
.

(15.81)

Ahora podemos utilizar directamente las fórmulas Ecs. (14.16) y (esto es muy importante) Ecs. (14.20) para
hallar una solución 10− dimensiononal que tiene la forma de la de la D2-brana extrema Ec. (15.76) pero
con la función armónica HM2 en vez de HD2. Sólo necesitamos, pues, comparar estas funciones, que son
idénticas excepto por las constantes de integración hM2 y hD2. Sin embargo, utilizando las relaciones entre
las constantes 11− y 10− dimensiononales Ecs. (14.29) para ver que

hM2 =
(`

(11)
Planck)

6

6ω(7)
=

(2π`sg
1/3)6

6ω(7)
=

(2π`s)
6g2

6ω(7)
= hD2. (15.82)

Si es una de las direcciones transversas la que es compacta, entonces es la función armónica HM2 la que hay
cambiar, puesto que la que aparece en Ec. (15.53) resuelve la ecuación de Laplace con una fuente puntual
en el espacio euclidiano, pero no con una dimensión compacta. El procedimiento corriente para encontrar
la función armónica correcta explota el hecho de que las M2-branas son objetos supersimétricos (como
veremos) y se puede poner a un número arbitrario de M2-branas paralelas en equilibrio estático en posiciones
arbitrarias. Esta libertad está asociada a la arbitrariedad en la elección de la función armónica HM2 en
ausencia de fuentes. La idea consiste en poner un número infinito de M2-branas paralelas a intervalos
regulares de la coordenada x10 ≡ z, siendo el periodo igual a la longitud del cı́rculo en el que vamos a
compactificar z. Esto corresponde a elegir una función armónica

HM2 = 1 + hM2

n=+∞
∑

n=−∞

1

(|~x7|2 + (z + 2πnR11)2|)3
, (15.83)

donde esta vez hemos supuesto que z ∈ [0, 2πR11] por razones técnicas. Esta función es periódica en z y
tiene un polo en ~x7 = z = 0, como querı́amos.

Sin embargo, ahora no podemos utilizar directamente las fórmulas de compactificación usuales porque la
solución depende explı́citamente de la coordenada periódica. Hay dos estrategias que se pueden seguir: una
es sumar la serie anterior para obtener la función periódica, expandirla en serie de Fourier y quedarnos con
el modo cero. Un poco más sencillo es simplemente aproximar la suma por una integral, lo que es válido si
|~x7| >> R11 [1]. Primero hacemos el cambio de variables

un =
(z − 2πnR11)

|~x7|
, un ∈ [

2πnR11

|~x7|
,
2π(n+ 1)R11

|~x7|
], (15.84)
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con lo que tenemos

HM2 = 1 +
hM2

|~x7|6
n=+∞
∑

n=−∞

1

(1 + u2
n)3

∼ 1 +
hM2

|~x7|6
1

2πR11/|~x7|

∫ +∞

−∞

du

(1 + u2)3

= 1 +
hM2ω(5)

2πR11ω(4)

1

|~x7|5
.

(15.85)

Sustituyendo esta función armónica en Ec. (15.53) con x10 = z, ya podemos utilizar las fórmulas Ecs. (14.16)
para reducir la solución a diez dimensiones9 y obtenemos la solución de la D2-brana extrema Ec. (15.76)
exactamente puesto que

hM2ω(5)

2πR11ω(4)
= hD2. (15.86)

De la misma forma podemos comprobar que la M5 se reduce a la D4 y la S5A. Es útil la siguiente fórmula
general:

Hp = 1 + hp

n=+∞
∑

n=−∞

1

(|~xn+1|2 + (z + 2πn)2|)n/2

∼ 1 +
hpω(n−1)

2πRω(n−2)

1

|~xn+1|n−1
, (15.87)

que nos da la relación entre el coeficiente hp de una p-brana y el h′p de la p-brana que se obtiene al compact-
ificar la otra en una dirección transversa de radio R:

h′p =
hpω(n−1)

2πRω(n−2)
. (15.88)

Si repetimos el procedimiento m veces (compactificamos en Tm), tenemos

h′p =
hpω(n−1)

V mω(n−m−1)
, V m = (2π)mR1 . . . Rm. (15.89)

15.6.2 Dualidad T entre soluciones 10− dimensiononales

Las relaciones de dualidad T más importantes son las que ligan a todas las Dp-branas y consisten en que una
Dp-brana con una dimensión transversa compactificada está relacionada con una D(p + 1)-brana con una
dirección del volumen del mundo compactificada con el radio dual y con la constante de acoplo de la cuerda
dual.
Para comprobar esta relación empezamos por aplicar el algoritmo que acabamos de explicar para obtener la
función armónicaHDp periódica y su aproximación independiente de la coordenada transversa z. Aplicando
las reglas de Buscher tipo II Ecs. (14.70) y (14.71), encontramos inmediatamente la solución de la D(p+1)-
brana con una función armónica con coeficiente (p ≤ 6)

hDpω(6−p)

2πRω(5−p)
=

(2π`s)
7−pg

2πR

ω(6−p)

(7 − p)ω(8−p)ω(6−p)
. (15.90)

9No es necesario hacer los cambios de escala Ecs. (14.20) porque el valor del dilatón en el infinito está absorbido en la definición
de z. Para recuperarlo simplemente hay que reescalear consistentemente los campos 10− dimensiononales.
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Usando en el primer factor las reglas de transformación de g y R bajo dualidad T Ec. (15.18) y usando la
identidad

ω(n−1)

nω(n+1)ω(n−2)
=

1

(n− 1)ω(n)
, (15.91)

obtenemos hD(p+1)(g
′), como esperábamos.

15.7 Supersimetrı́as residuales

Para finalizar las comprobaciones sobre nuestra identificación de soluciones y estados sólo nos queda ver
que las soluciones de p-branas extremas tienen supersimetrı́as residuales (claramente las no-extremas no las
tienen). Para comprobarlo hay que resolver las ecuaciones de los espinores de Killing correspondientes a las
SUGRAS de las que sean soluciones. Vamos a empezar con las p-branas 11− dimensiononales.

15.7.1 Supersimetrı́as residuales de la M2-brana

Las ecuaciones de los espinores de Killing en SUGRA N = 1, d = 11 son simplemente δˆ̂ε
ˆ̂
ψ ˆ̂µ = 0 donde

la variación del gravitino viene dada por la Ec. (14.6). No tenemos más que sustituir las componentes de la
conexión de espı́n y de la 4-forma de la solución Ec. (15.53). Eligiendo las tétradas











ˆ̂ei
j = H

−1/3
M2 δi

j ,

ˆ̂em
n = H

1/6
M2δm

n,

(15.92)

encontramos las componentes no nulas



























ˆ̂ωm
nl = −1

3H
−1
M2∂qHM2ηm

[nηp]q,

ˆ̂ωi
mj = 2

3H
−3/2
M2 ∂qHM2ηi

[mηj]q,

ˆ̂
Gmty1y2 = ∓H−2

M2∂mHM2,

(15.93)

y sustituyendo en las ecuaciones de los espinores de Killing, llegamos a























δˆ̂ε
ˆ̂
ψi = 1

3H
−3/2
M2 ∂nHM2

ˆ̂
Γ(i)

n
(

1 ∓ i
2ε(i)jk

ˆ̂
Γ(i)jk

)

ˆ̂ε = 0,

δˆ̂ε
ˆ̂
ψm = 2∂m

ˆ̂ε− 1
6H

−1
M2∂nHM2

[

ˆ̂
Γmn ∓ i

(

ˆ̂
Γmn + 2δmn

)

ˆ̂
Γ012

]

ˆ̂ε

= 0.

(15.94)

La primera ecuación se resuelve sólo si ˆ̂ε satisface la condición algebraica

(

1 ∓ i
ˆ̂
Γ012

)

ˆ̂ε = 0. (15.95)

Utilizándola en la segunda ecuación, ésta se transforma en

δˆ̂ε
ˆ̂
ψm = 2

(

∂m + 1
6H

−1
M2∂mHM2

)

ˆ̂ε = 0, (15.96)
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cuya solución es ˆ̂ε = H
−1/6
M2

ˆ̂ε0, donde ˆ̂ε0 es un espinor constante. Ası́ hemos encontrado los espinores de
Killing

ˆ̂ε = H
−1/6
M2

ˆ̂ε0,
(

1 ∓ i
ˆ̂
Γ012

)

ˆ̂ε0 = 0. (15.97)

La condición algebraica no es más que el proyector Ec. (13.31), como esperábamos, y, debido a ella, sólo la
mitad de las componentes de ˆ̂ε0 son independientes y sólo 1/2 de las posibles supersimetrı́as son preservadas.
Lo mismo va a ocurrir en los siguientes soluciones que describen un único objeto BPS.
Obsérvese que incluimos los dos posibles signos de la carga. Para una sola M2-brana, el signo es irrelevante,
pero es a veces crucial cuando hay otras branas presentes y se estudia la supersimetrı́a del conjunto.
Obsérvese también que el espinor de Killing existe para una función armónica HM2 arbitraria. Para ser
rigurosos, deberı́amos de decir que la solución es supersimétrica si los espinores de Killing además tienen el
comportamiento asintótico adecuado: si la solución tiende asintóticamente al vacı́o, los espinores de Killing
han de tender asintóticamente a los espinores de Killing del vacı́o y además son normalizables. Si HM2 es
la función armónica para una o varias M2-branas paralelas, estas condiciones se cumplen.

15.7.2 Supersimetrı́as residuales de la M5-brana

El cálculo de los espinores de Killing de la M5-brana sigue la pauta del de los de la M2-brana: elegimos una
tétrada











ˆ̂ei
j = H

−1/6
M5 δi

j ,

ˆ̂em
n = H

1/3
M5δm

n,

(15.98)

y calculamos las componentes no-nulas de la conexión de espı́n y la intensidad de campo



























ˆ̂ωm
nl = −2

3H
−1
M5∂qHM2ηm

[nηp]q,

ˆ̂ωi
mj = 1

3H
−3/2
M5 ∂qHM2ηi

[mηj]q,

ˆ̂
Gm1···m4

= ±εm1···m5∂m5
HM5.

(15.99)

Al sustituir en las ecuaciones de los espinores de Killing vemos de nuevo que las ecuaciones correspondientes
a las componentes del gravitino que están en las direcciones del volumen del mundo de la M5-brana se
resuelven si el espinor satisface una condición algebraica que, al ser sustituida en las otras ecuaciones las
simplifica. El resultado es

ˆ̂ε = H
−1/12
M5

ˆ̂ε0,
(

1 ∓ ˆ̂
Γ012345

)

ˆ̂ε0 = 0. (15.100)
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15.7.3 Supersimetrı́as residuales de las Dp-branas

Teniendo en cuenta que la 2-forma NSNS es cero para estas soluciones y que la única intensidad de campo
que no es cero es Ĝ(p+2), las ecuaciones de los espinores de Killing toman la forma























δε̂ψ̂µ̂ =

{

∂µ̂ − 1
4 6 ω̂µ̂ + i

8e
φ̂ 1

(p+2)! 6Ĝ(p+2)Γ̂µ̂

(

−Γ̂11

)
p+2
2

}

ε̂,

δε̂λ̂ =

{

6 ∂φ̂− i
4e

φ̂ (p−3)
(p+2)! 6Ĝ(p+2)

(

−Γ̂11

)
p+2
2

}

ε̂,

(15.101)

para la teorı́a tipo IIA y














δε̂ζ̂µ̂ =
{

∂µ̂ − 1
4 6 ω̂µ̂ + 1

8e
ϕ̂ 1

(p+2)! 6Ĝ(p+2)Γ̂µ̂P p+3
2

}

ε̂,

δε̂χ̂ =
{

6 ∂ϕ̂+ 1
4e

ϕ̂ (p−3)
(p+2)! 6Ĝ(p+2)P p+3

2

}

ε̂,

(15.102)

para la tipo IIB, donde

Pn =







σ1, n par,

iσ2, n impar,
(15.103)

Como en los casos anteriores sólo necesitamos calcular las componentes de la conexión de espı́n y las
intensidades de campo usando la solución Ec. (15.76):































6 ω̂i = −1
2H

−3/2
Dp ∂nHDpηijΓ

nj ,

6 ω̂m = 1
2H

−1
Dp∂nHDpηmqΓ̂

nq,

6Ĝ(p+2) = ∓e−φ̂0H
p
4
−2

Dp ∂mHDpΓ̂
mΓ̂01···p.

(15.104)

Para hallar una solución primero resolvemos las ecuaciones correspondientes a las variaciones del dilatino y
las componentes del gravitino en las direcciones del volumen del mundo de las Dp-branas, obteniendo como
antes una ecuación algebraica que es una ligadura restringe el número de componentes independientes de los
espinores de Killing. La misma ligadura resuelve todas estas ecuaciones. Después usamos la ligadura para
resolver las ecuaciones correspondientes a las componentes del gravitino en las direcciones transversas. El
resultado es un sistema de ecuaciones diferenciales desacopladas que determinan la dependencia del espinor
de Killing en las direcciones transversas a la Dp-brana ~x(9−p) salvo por una constante global que corresponde
a la normalización del espinor. La dependencia en ~x(9−p) está concentrada en un factor que multiplica a un
espinor constante ε̂0 que satisface la ligadura algebraica. El resultado es

IIA: ε̂ = H
−1/8
Dp ε̂0,

[

1 ∓ iΓ̂01···p
(

−Γ̂11

)
p+2
2

]

ε̂0 = 0,

IIB: ε̂ = H
−1/8
Dp ε̂0,

(

1 ± iΓ̂01···pP p+3
2

)

ε̂0 = 0.

(15.105)
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15.7.4 Supersimetrı́as residuales de la F1

Podemos buscar simultáneamente los espinores de Killing de la F1 extrema como solución de las teorı́as
tipo IIA, IIB y heterótica escribiendo















δε̂ψ̂µ̂ =
{

∂µ̂ − 1
4

(

6 ω̂µ̂ + 1
2 6Ĥµ̂O

)}

ε̂,

δε̂λ̂ =
{

6 ∂φ̂− 1
12 6ĤO

}

ε,

(15.106)

donde ε es un espinor de Majorana, un par de espinores Majorana-Weyl o un único espinor de Majorana y
donde O = Γ11, σ

3, I, respectivamente. Usando la forma explı́cita de la solución Ecs. (15.68), encontramos

6ωi = −H−3/2
F1 ∂mHF1Γi

m,

6Hi = ∓2H−1
F1∂mHF1Γ

01,

6Hm = ±εijH−3/2
F1 ∂mHF1Γ

mj ,

(15.107)

y, siguiendo los mismos pasos que en el caso de las Dp-branas, encontramos la solución

ε̂ = H
1/4
F1 ε̂0,

(

1 ± Γ̂01O
)

ε̂0 = 0. (15.108)

15.7.5 Supersimetrı́as residuales de la S5

De nuevo podemos hacer el cálculo simultáneo para las tres teorı́as escribiendo














δε̂ψ̂µ̂ =
{

∂µ̂ − 1
4

(

6 ω̂µ̂ + 1
7!e

2φ̂ 6Ĥ(7) â1···â7Γ̂µ̂â1···â7O
)}

ε̂,

δε̂λ̂ =
{

6∂φ̂+ 1
2 6Ĥ(7)O

}

ε̂,

(15.109)

donde ahora O = σ3 para la IIB y I para las otras dos. El resultado es

ε̂ = ε̂0,
(

1 ± Γ̂0···5O
)

ε̂0 = 0. (15.110)

Noviembre, 2001



Capı́tulo

16

Agujeros negros en Supercuerdas

16.1 Introducción

En la última lección vimos que hay soluciones de las teorı́as efectivas de las cuerdas (SUEGRAS) que
describen con gran precisión los campos de largo alcance de los objetos extensos que aparecen en el espectro
de las teorı́as de cuerdas correspondientes. En general no son agujeros negros, cuya descripción en el marco
de la Teorı́a de Cuerdas es nuestro objetivo. En esta lección vamos a dar los últimos pasos para encontrar
soluciones de tipo agujero negro extremo1 que correspondan a estados de la Teorı́a de Cuerdas.

Primeramente vamos a probar a construirlos por compactificación toroidal de las direcciones del volumen
del mundo de las soluciones de p-branas que encontramos en le lección anterior. Los agujeros negros que
encontramos tienen horizontes singulares, de volumen cero.

A nosotros nos gustarı́a es obtener un modelo de un agujero negro extremo cuya geometrı́a clásica sea no-
singular, cuyo horizonte tenga un volumen distinto de cero. Para esto hay que construir primero soluciones
que describan más de un objeto extenso: intersecciones. Vamos a estudiar las condiciones bajo las que
existen y las soluciones clásicas de las SUEGRAS que las describen.

Inmediatamente después vamos a compactificar una de estas soluciones que representan intersecciones para
obtener en d = 5 un agujero negro extremo completamente regular. Realmente es una familia uno de cuyos
miembros es el conocido agujero extremo de Reissner y Nordström en d = 5.

Tras este primer éxito, vamos a ver que la Teorı́a de Cuerdas nos permite calcular el valor de su entropı́a
a partir del recuento de microestados de la Teorı́a de Campos Conformes de la cuerda en el vacı́o de las
p-branas correspondientes. Este era nuestro gran objetivo al comenzar este curso.

Finalmente vamos a enumerar cosas que por falta de espacio se nos han quedado fuera del tintero.

16.2 Agujeros de una sola p-brana

Las soluciones naturales de las teorı́as efectivas de cuerdas son objetos extensos (salvo la D0-brana). El
procedimiento más sencillo para generar soluciones de tipo agujero negro es compactificar las anteriores en
las direcciones del volumen del mundo. Recordemos que en esta operación la función armónica no cambia.

Es fácil ver que la cuerda fundamental F1 Ec. (15.68) enrollada en un cı́rculo da lugar al agujero negro

1Los no-extremos se construyen fácilmente a partir de los extremos, pero en general, por falta de espacio, vamos a dedicarnos a
describir en detalle sólo los extremos.
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cargado extremo en d = 9


























































ds̃2E = H
−6/7
F1 dt2 −H

1/7
F1 d~x

2
8 ,

ds2s = H−1
F1dt

2 − d~x 2
8 ,

At = ±
(

H−1
F1 − 1

)

,

e−2(φ−φ0) = H
1/2
F1 ,

K/K0 = H
−1/2
F1 .

(16.1)

El horizonte está en el polo de HF1 ~x8 = 0. En ese punto, el volumen del cı́rculo compacto, medido por el
módulo K va a cero y el dilatón diverge. Además el área del horizonte es cero.
Una 5-brana solitónica S5 Ec. (15.71) enrollada en un 5-toro da lugar al siguiente agujero negro cargado
extremo en cinco dimensiones:



























































ds̃2E = H
−2/3
S5 dt2 −H

1/3
S5 d~x

2
4 ,

ds2s = dt2 −HS5d~x
2
4 ,

At = ±
(

H−1
S5 − 1

)

,

e−2(φ−φ0) = H−1
S5 ,

K/K0 = 1.

(16.2)

En este caso el volumen del 5-toro es finito en el horizonte, y el dilatón va a cero, pero el horizonte sigue
teniendo área cero en el sistema de referencia de Einstein (aunque es finito en el de la cuerda).
Las Dp-branas Ec. (15.76) enrolladas en un p-toros dan lugar a los siguientes agujeros negros cargados
extremos en 10 − p dimensiones:







































































ds̃2E = H
− 7−p

8−p

Dp dt2 −H
1

(8−p)

Dp d~x 2
9−p,

ds2s = H
−1/2
Dp dt2 −H

1/2
Dp d~x

2
4 ,

At = ±
(

H−1
Dp − 1

)

,

e−2(φ−φ0) = H
p−6
4

Dp ,

K/K0 = H
−p/4
Dp .

(16.3)

En todos los casos el volumen del p-toro y también (excepto si p ≥ 6) el dilatón son singulares en el
horizonte. El área del horizonte en el sistema de Einstein es siempre cero, aunque para p = 3 no lo sea en el
sistema de referencia conforme de la cuerda.
Podemos compactificar también dimensiones transversas o una combinación de ambas, pero en todos los
casos vamos a obtener agujeros negros con horizontes singulares de área cero, porque todos ellos son
máximamente simétricos y sabemos que no hay agujeros negros regulares máximamente supersimétricos
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en el sistema de referencia de Einstein. Esta observación nos da una pista para construir agujeros regulares:
romper más supersimetrı́a a través de intersecciones de p-branas.

16.3 Reglas de intersección

Una vez obtenidas las soluciones correspondientes a objetos/estados “elementales”es lógico preguntarse
por la existencia de estados ligados en los que hay presentes varios objetos de tipos distintos, y por las
soluciones que los describen. En las teorı́as supersimétricas hay un tipo de estados ligados particularmente
fácil de describir: aquellos en los que la energı́a de ligadura es cero, como cuando hay varios objetos BPS
del mismo tipo paralelos y en equilibrio estático formando un estado BPS. Este tipo de estados juega un
papel muy importante en lo que sigue. Si queremos tener varios objetos supersimétricos formando un estado
supersimétrico, podemos empezar por estudiar el superálgebra para ver en qué condiciones es compatible
imponer la aniquilación de un mismo estado por las cargas de supersimetrı́a asociadas a los distintos objetos
(que pueden ser iguales, pero no paralelos) que en general tendrán varias direcciones (aparte del tiempo)
comunes, es decir: se intersectarán.
Como vimos en su momento, la aniquilación de los estados por las supercargas era completamente equiv-
alente a la acción de ciertos proyectores sobre espinores. Para una p-brana extendida en las direcciones
y1 . . . yp, que podemos representar ası́ (p = 5)

5 − brana + + + + + + − − − − (16.4)

el proyector tiene la forma genérica Ec. (13.31) que reescribimos ası́ (Z(p) = ±M )

Ppε =
(

1 ± Γ01···pOp

)

ε = 0. (16.5)

La pregunta que nos hemos hecho (¿cuáles son las reglas de intersección de los objetos extensos que hemos
estudiado?) se traduce entonces en la compatibilidad de imponer Ppε = 0 y Pp′ε = 0, en el caso de una p-
y una p′-brana. El análisis general es complicado por la presencia de Op. Si ignoramos su presencia por un
momento (considerando, por ejemplo, objetos iguales pero no paralelos), podemos ver que

[Pp, Pp′ ] = 0, (16.6)

si el número de dimensiones transversas relativas total (direcciones que para una de ellas son de volumen
del mundo y para la otra no) es 0 mod 4. Por ejemplo, si tenemos dos S5 esta configuración darı́a lugar a
proyectores compatibles

S5 + + + + + + − − − −
S5 + + + + − − + + − − (16.7)

porque las direcciones 4 y 5 son del volumen del mundo de la primera pero transversas a la segunda y las
6 y 7 al revés, con lo que hay 4 dimensiones transversas relativas. También ésta darı́a lugar a proyectores
compatibles

S5 + + + + + + − − − −
S5 + + − − − − + + + +

(16.8)

porque tiene un total de 8 direcciones transversas relativas. En la notación de la Ref. [1], estas configura-
ciones son, respectivamente

S5 ⊥ S5(3), S5 ⊥ S5(1). (16.9)
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En las teorı́as que nos ocupan, Op = I,Γ11, σ
1, iσ2, y depende de p mod 4 para Dp-branas, de lo que

deducimos que podemos tener un estado ligado con energı́a de ligadura cero, de una Dp-brana y una D(p+4)-
brana que se intersectan en p direcciones:

Dp ⊥ D(p+4)(p). (16.10)

Podemos estudiar casos más complicados o simplemente generarlos utilizando las reglas de dualidad. Además
se pueden estudiar configuraciones en las que las p-branas no son perpendiculares, sino que forman ángulos.
En todos estos casos, cada uno de los dos proyectores compatibles reduce el número de supersimetrı́as resid-
uales a la mitad, de forma que la configuración total tiene 1/4 de las supersimetrı́as totales preservadas.
Antes de generar más reglas de intersección por dualidad, es interesante ver otro método por el que se pueden
deducir, basado en el estudio de la conservación de la carga asociada a las p-branas en la teorı́a de SUGRA
[200, 201]. Consideremos una cuerda fundamental de la teorı́a tipo IIB F1B (el objeto que se acopla a la
2-forma NSNS B̂µν). Su carga con respecto a B̂µν viene dada, en ausencia de otros campos, por

qF1 ∼
∫

S7

e−2ϕ?Ĥ, (16.11)

donde S7 es una 7-esfera que rodea a la cuerda en las direcciones transversas. Esta carga es distinta de
cero sólo si la cuerda es infinita o es cerrada (topológicamente un cı́rculo). La razón es que esta integral
es invariante bajo deformaciones continuas de la 7-esfera en las que ésta no cruce singularidades, lo que se
demuestra usando que, fuera de la cuerda, que es una fuente localizada del campo B̂µν

de−2ϕ?Ĥ = 0. (16.12)

Si la cuerda tiene extremos libres, la 7-esfera se puede deslizar continuamente a lo largo de la cuerda hasta
ir más allá de los extremos y entonces contraerla a un punto sin encontrar ninguna singularidad2, con lo que
la integral vale cero.
La situación cambia en presencia de otros campos3. El invariante de homotopı́a que debemos utilizar para
definir la carga4 es ahora

qF1 ∼
∫

S7

(

e−2ϕ?Ĥ − ?Ĝ(3)Ĉ(0) − Ĝ(5)Ĉ(2)
)

. (16.13)

Consideramos una cuerda semi-infinita con un extremo. A una distancia L suficientemente grande del ex-
tremo podemos ignorar los campos distintos de B̂µν , y la carga debe de ser aproximadamente la misma que
en el caso anterior, tanto más aproximada a ella cuanto mayor sea L para un valor fijo del radio R de la
7-esfera. Si deslizamos la 7-esfera hacia el extremo, los otros campos deben de empezar a contribuir (si no,
estamos en el caso anterior), pero podemos hacer que la integral siga dando aproximadamente el mismo valor
de qF1 haciendo tender R→ 0 con R/L constante hasta que la única contribución a la integral provenga del
extremo. Ahı́ la 7-esfera degenerada se puede descomponer, por ejemplo, en el producto S5 ×S2, suponien-
do que sea el tercer término en el integrando el relevante en este caso, con lo que toda la contribución a qF1

proviene de
∫

S5

Ĝ(5)

∫

S2

Ĉ(2). (16.14)

2Esto se puede visualizar bien en cuatro dimensiones donde las dimensiones transversas a una cuerda son dos en vez de ocho,
sustituyendo S7 por S1.

3En la cuerda heterótica no hay otros campos que modifiquen la situación, pero en las de tipo II sı́.
4Esta definición de carga es la de Page [182].
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La primera integral es la carga de una D3-brana (por autodualidad de Ĝ(5)), de forma que la cuerda tiene
su extremo en una D3-brana. En cuanto a la segunda integral, si no hay ninguna D1, podemos suponer que
dentro de la D3-brana Ĝ(3) ∼ dĈ(2) = 0, y, sólo localmente, Ĉ(2) = dV (1), con lo que

qF1 ∼
∫

S2

dV (1). (16.15)

La interpretación es clara: una cuerda fundamental puede acabar en (intersectar) una D3-brana. En el punto
del volumen del mundo de la D3-brana correspondiente a la intersección hay un campo vectorial excitado
de forma que su carga magnética es la misma de la cuerda fundamental. Ese campo es el dual del campo de
Born e Infeld que está presente en la acción de la D3-brana.
Este argumento parece depender de posibles redefiniciones de campos, pero en realidad, lo que se ve es que
otras variables son más adecuadas para describir otras intersecciones [200]. Por otro lado, su virtud es que
demuestra la relación existente entre la fı́sica en el espacio-tiempo ambiente y en los volúmenes del mundo
de las p-branas. Es posible, por ejemplo, ver las cuerdas fundamentales ancladas en las Dp-branas como
excitaciones solitónicas de los campos de BI llamadas BIones [202] etc.
Las sistemas

F1 ⊥ Dp(0), (16.16)

son muy convenientes para empezar a generar más reglas de intersección por dualidad. Todos ellos están
relacionados por dualidad T en direcciones perpendiculares a la F1. Si tomamos la intersección F1B ⊥
D3(0) y efectuamos una transformación de dualidad S, obtenemos una intersección entre Dp-branas: D1 ⊥
D3(0) y haciendo ahora transformaciones de dualidad T en direcciones transversas comunes, obtenemos las
intersecciones

Dp ⊥ Dp+2(p− 1), p ≥ 1. (16.17)

Si hacemos transformaciones de dualidad T en la dirección de la D1 en vez de en las transversas comunes,
tenemos la D0 ⊥ D4(0) y haciendo de nuevo dualidad T en las transversas comunes generamos las intersec-
ciones

Dp ⊥ Dp+4(p). (16.18)

Por dualidad S de la D1 ⊥ D5(1) que está en esta clase, generamos la

F1 ⊥ S5B(0). (16.19)

Si hacemos dualidad T en una dirección del volumen del mundo de la D3 en la configuración D1 ⊥ D3(0), en
la familia Ec. (16.17) obtenemos D2 ⊥ D2(0) y haciendo nuevas dualidades T en las direcciones transversas
comunes, generamos la familia

Dp ⊥ Dp(p− 2), p ≥ 2. (16.20)

Si hacemos dualidad S a la F1 ⊥ D5(0) en la familia Ec. (16.16), generamos la D1 ⊥ S5B(0) y con
dualidades sucesivas en direcciones transversas relativas a las Dp-branas, generamos la familia

Dp ⊥ S5(p− 1), p ≥ 1, (16.21)
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etc. El resumen de todos estos resultados es:

F1 ‖ S5, F1 ⊥ Dp(0),

S5 ⊥ S5(1), S5 ⊥ S5(1), S5 ⊥ Dp(p− 1) (p > 1),

Dp ⊥ Dp′(m) p+ p′ = 4 + 2m,

W ‖ F1, W ‖ S5, W ‖ Dp,

KK ⊥ Dp(p− 2).

(16.22)

En 11 dimensiones, incluyendo intersecciones con ondas gravitacionales y monopolos de Kaluza-Klein [204]

M2 ⊥ M2(0), M2 ⊥ M5(1), M5 ⊥ M5(1),
M5 ⊥ M5(3),

W ‖ M2, W ‖ M5,

KK ‖ M2, KK ⊥ M2(0), KK ‖ M5,
KK ⊥ M5(1), KK ⊥ M5(3),

W ‖ KK, W ⊥ KK(2), W ⊥ KK(4).

(16.23)

Está claro que podemos extender este juego a un número mayor de branas y que el requisito de que formen
un estado ligado con energı́a de ligadura cero es que los proyectores asociados conmuten entre sı́. En el caso
de 3 p-branas, en general la supersimetrı́a del sistema se reduce a 1/8 del total, excepto en algunos casos
en los que la tercera p-brana no rompe ninguna supersimetrı́a adicional. Este caso está relacionado con la
creación de p-branas cuando otras se cruzan, por ejemplo [203] cuando una D5-brana y una S5B-brana se
cruzan, se crea una D3-brana asociada a la intersección. El proyector de la D3-brana no impone ninguna
condición adicional.

16.3.1 Soluciones: superposiciones armónicas

Finalmente, veamos qué soluciones clásicas de las teorı́as efectivas de cuerdas describen estas configura-
ciones. Un compendio útil sobre intersecciones es el de Gauntlett [205]. Las primeras soluciones fueron
identificadas por Papadopoulos y Townsend en la Ref. [207] de entre una familia muy amplia descubierta
por Güven en la Ref. [206]. Resulta que estas soluciones, y todas las correspondientes a sistemas ligados con
energı́a de ligadura cero se pueden construir por superposición armónica de las soluciones que describen
a uno sólo de los objetos [208, 209], poniendo a cada componente de la métrica, multiplicadas, las fun-
ciones armónicas que tienen las soluciones individuales, con las mismas potencias, pero donde las funciones
armónicas sólo dependen ahora de las dimensiones transversas comunes. Un ejemplo vale aquı́ más que
mil palabras: si las soluciones que describen una única cuerda fundamental y una única Dp-brana son las
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Ecs. (15.68) y (15.76), la solución que describe la intersección de una cuerda fundamental que está en la
dirección y y una Dp-brana que está en las direcciones ~zp ≡ (z1, . . . , zp) es

dŝ2s = H
−1/2
Dp H−1

F1dt
2 −H

+1/2
Dp H−1

F1dy
2

−H−1/2
Dp d~z 2

p −H
+1/2
Dp d~x 2

8−p,

e−2(φ̂−φ̂0) = H
(p−3)

2
Dp HF1,

Ĉ(p+1)
tz1···zp = ±e−φ̂0

(

H−1
Dp − 1

)

,

B̂ty = ±
(

H−1
F1 − 1

)

,

HDp,F1 = 1 +
hDp,F1

|~x8−p|6−p
,

(16.24)

Es evidente cómo extender este ejemplo a otros casos. Lo importante es que las soluciones ası́ obtenidas
no son enteramente satisfactorias porque no nos dicen en qué punto la F1 intersecta la Dp-brana, y las
F1 está deslocalizada sobre el volumen del mundo de la Dp-brana. En algunos casos las dependencia de
las funciones armónicas se puede extender a algunas de las dimensiones transversas relativas, pero no hay
soluciones que describan intersecciones completamente localizadas. Una referencia en la que se discute este
problema es [210].
Que se puedan construir estas soluciones por superposición en una teorı́a tan no-lineal como la gravitación
nos da idea de lo especiales que son, de lo peculiar que es tener objetos cuya energı́a de interacción es cero
y de lo crucial que es la supersimetrı́a en este juego.

16.3.2 Intersecciones con ondas gravitacionales y transformaciones de Lorentz singulares

Antes de finalizar esta lección vamos a ver un método de generar soluciones que describen una onda grav-
itacional propagándose en una dirección del volumen del mundo de una p-brana cualquiera. El método fue
ideado originalmente por Aichelburg y Sexl para generar una onda gravitacional plana de choque a partir de
la solución de Schwarzschild [211]. Aplicado a las p-branas negras cargadas de las Ecs. (15.39), nos va a
dar una onda gravitacional plana moviéndose en el volumen del mundo de una p-brana extrema. Esto nos va
a dar pie para estudiar las ondas planas, que son soluciones puramente gravitacionales que no pertenecen a
las familias de soluciones que hemos estudiado.
Consideremos una solución de la forma genérica























































ds2 = Hα
[

Wdt2 − d~y 2
p−1 − dz2

]

−Hβ
[

W−1dρ2 + ρ2dΩ2
]

,

e−2(φ−φ0) = Hγ ,

A(p+1) ty1···yp−1z = α
(

H−1 − 1
)

.

W = 1 +
ω

ρn
, H = 1 +

h

ρn
,

(16.25)
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Ni la dimensión ni el sistema de referencia conforme en el que trabajemos son relevantes. Hacemos la
transformación de Lorentz

(

t
z

)

→
(

cosh γ sinh γ
sinh γ cosh γ

)(

t
z

)

, (16.26)

que deja invariante todo5 menos este trozo de la métrica:

Wdt2 − dz2 → dt2 − dz2 + cosh2 γ(W − 1)(dt+ tanh2 γdz)2, (16.27)

que en el lı́mite singular γ → ∞, ω → 0 con e2γω → hW finito, se convierte en

H−1
W dt2 −HW [dz − (H−1

W − 1)dt]2, HW = 1 +
hW

ρn
, (16.28)

y obtenemos la nueva solución con métrica

ds2 = Hα
{

H−1
W dt2 −HW [dz − (H−1

W − 1)dt]2 − d~y 2
p−1

}

−Hβd~x2, (16.29)

y los demás campos como antes. Esta solución tiene dos parámetros independientes h y hW . Si h = 0 todos
los campos salvo la métrica se vuelven triviales y obtenemos una nueva solución puramente gravitatoria:
la onda gravitacional plana, válida en cualquier dimensión y para cualquier función armónica HW de las
coordenadas ~xn, aunque nosotros escogemos aquı́ una determinada (d > 4):

ds2 = H−1
W dt2 −HW [dz + α(H−1

W − 1)dt]2 − d~x2
d−2,

HW = 1 +
hW

|~xd−2|d−4
, α = ±1,

(16.30)

donde hemos incluido el parámetro α: α = +1(−1) cuando la onda se propaga en la dirección positiva
(negativa) del eje z.
La solución general claramente representa la onda propagándose en la dirección −z del volumen del mundo
de la p-brana y obedece la regla de superposición armónica.
Para determinar la constante de integración hW en términos de las constantes fı́sicas podemos utilizar de nue-
vo el método de la fuente, que aquı́ será la acción de una partı́cula sin masa. El resultado es, primeramente,
que HW debe de ser reemplazada por

HW = 1 + hW

|~xd−2|d−4 δ(uα). u = 1√
2
(t− αz). (16.31)

(El factor δ(uα) aparece también al tomar el lı́mite γ → 0 con cuidado [211].) Segundo,

hW = −α
√

2|pz|8πG(d)
N

(d− 4)ω(d−3)
, (16.32)

5Esto es ası́ porque la (p + 1)-forma tiene los dos ı́ndices tz.
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donde pz es el momento que transporta la onda. Éste es un parámetro continuo (a diferencia de la masa
ya la carga de las p-branas BPS), excepto si la dirección z es compacta, en cuyo caso está cuantizado en
múltiplos enteros de 1/Rz . Si queremos obtener la solución compactificada, tenemos que tener en cuenta
que a función armónica HW depende de z a través de u y tenemos que hacer una expansión en serie de
Fourier y quedarnos con el modo cero

δ(uα) ∼ −α
√

2

2πRz
, (16.33)

lo que, combinado con la cuantización del momento nos da

hW =
|N |8G(d)

N

R2
z(d− 4)ω(d−3)

. (16.34)

16.3.3 Agujeros negros a partir de intersecciones

Ahora estamos en condiciones de construir nuevas soluciones de tipo agujero negro a partir de intersecciones
de p-branas. Las más sencillas son las de tipo Dp ‖ Dp+4. No queremos utilizar branas con p > 6 porque
si no obtendrı́amos soluciones asintóticamente planas, y esto sólo nos deja tres posibilidades: D0 ‖ D4,
D1 ‖ D5 y D2 ‖ D6 que están relacionadas por dualidad T y son adecuadas para agujeros negros en d =

6, 5, 4 respectivamente, o dimensiones más bajas compactificando dimensiones transversas. Sin embargo,
sabemos que los agujeros negros regulares tienen más de dos cargas (y están compuestas por más de dos
objetos) por lo que vamos a tener que añadirlos. Lo más sencillo es añadir una onda gravitacional en una de
las direcciones del volumen del mundo comunes. Esto sólo es posible en los dos últimos casos. A los dos
primeros se les puede añadir una cuerda fundamental.
Si queremos obtener un agujero negro en d = 4 además vamos a necesitar un cuarto objeto que suele ser
un monopolo de Kaluza-Klein o una S5. Por simplicidad vamos a considerar el caso en d = 5 D1 ‖ D5

al que vamos a añadir una onda gravitacional en la dirección de la cuerda. Esta configuración fue estudiada
por primera vez por Callan y Maldacena en la Ref. [215], como alternativa más simple a la construcción
original de Strominger y Vafa [214], y su versión dual W ‖ D2 ‖ D6 fue considerada poco después por
Maldacena y Strominger en la Ref. [217]. En d = 4 se usaron las configuraciones W ‖ D2 ‖ D6 más una
S5 en el mismo artı́culo y las configuraciones D0 ‖ D4 y D1 ‖ D5 con F1 y monopolo de Kaluza-Klein por
Johnson, Khuri y Myers en Ref. [218]. Nosotros no hemos mencionado el momento angular, pero es posible
tener también agujeros negros supersimétricos con momento angular en d = 5 y su construcción a partir de
configuraciones de objetos extensos de Teorı́a de Cuerdas se hizo en la Ref. [216].

16.4 El agujero extremo W ‖ D1 ‖ D5 en d = 5

La solución de la que vamos a partir se construye usando el principio de superposición armónica. La config-
uración de ND1 D1-branas, ND5 D5-branas y una onda gravitacional con número de momento NW es

D1 + + ∼ ∼ ∼ ∼ − − − −
D5 + + + + + + − − − −
W + → ∼ ∼ ∼ ∼ − − − −

(16.35)

donde un signo + indica que esa dirección es del volumen del mundo de la brana (isométrica, pues), un
signo menos que es una dirección transversa en la que la solución conserva la dependencia, un ∼ que es una
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dirección transversa pero que hemos compactificado, eliminando primero la dependencia en esa coordenada
por el procedimiento explicado en el capı́tulo anterior, y el signo → denota la dirección de propagación de
la onda, y también vamos a eliminar la dependencia en la misma. Las direcciones espaciales con +,∼ ó →
van a estar compactificadas en un 5-toro T 5 = S1 × T 4 de volumen V 5 = 2πRV 4 donde R es el radio de la
coordenada y1 y V 4 = (2π)4R2 . . . R4 el del T 4 en el que están compactificadas las coordenadas y2, . . . , y4

y las funciones armónicas van a depender únicamente en las 4 coordenadas transversas comunes ~x4.

El principio de superposición armónica nos da la siguiente solución 10− dimensiononal, en el sistema de
referencia de la cuerda:



































































dŝ2s = H
−1/2
D1 H

−1/2
D5

{

H−1
W dt2 −HW

[

dy1 + αW (H−1
W − 1)dt

]2
}

−H1/2
D1 H

−1/2
D5 d~y 2

4 −H
1/2
D1 H

1/2
D5 d~x

2
4 ,

e−2(φ̂−φ̂0) = HD5/HD1,

Ĉ(2)
ty1 = αD1

(

H−1
D1 − 1

)

,

Ĉ(6)
ty1···y5 = αD5

(

H−1
D5 − 1

)

,

(16.36)

donde α2
D1,D5,W = 1 son los signos de las cargas y el momento y donde las funciones armónicas están dadas

por

Hi = 1 +
r2i

|~x4|2
, i = D1, D5,W, (16.37)

donde, para la D5-brana, ninguna de cuyas dimensiones transversas ha sido compactificada

r2D5 = ND5hD5 = ND5`
2
sg, (16.38)

para la D1-brana, cuatro de cuyas dimensiones transversas han sido compactificadas en un 4-toro, usando la
relación Ec. (15.89)

r2D1 = ND1hD1

ω(5)

V 4ω(1)
=
ND1`

6
sg

V
, V ≡ R2 . . . R5, (16.39)

y para la onda gravitacional, que se propaga en una dirección compacta y tiene 4 direcciones compactas
transversas, usando primero Ec. (16.34), donde G(10)

N viene dada por Ec. (14.28), y luego Ec. (15.89)

r2W = hW

ω(5)

V 4ω(1)
=
NW `8sg

2

R2V
. (16.40)

Los tres ND1, ND5, NW son enteros positivos.

Podemos compactificar inmediatamente la solución a 5 dimensiones, obteniendo una solución con tres cargas
relativas a tres campos vectoriales, y con tres módulos: el dilatón φ,KV que mide el volumen local del 4-toro
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y KR que mide la longitud del cı́rculo en el que se enrolla la D-cuerda:

ds̃2E = (HD1HD5HW )−2/3 dt2

− (HD1HD5HW )1/3 d~x 2
4 ,

ds2s = (HD1HD5)
−1/2H−1

W dt2 − (HD1HD5)
1/2 d~x 2

4 ,

A(D1,D5,W )
t = αD1,D5,W

(

H−1
D1,D5,W − 1

)

,

KV /KV 0 = HD1/HD5,

e−2(φ−φ0) = KR/KR0 = (HD1HD5)
−1/4H

1/2
W .

(16.41)

Los tres módulos son finitos en el horizonte de este agujero negro extremo. Además, el volumen del horizonte
(en el sistema de referencia conforme de Einstein) es también finito, como en el agujero de Reissner y
Nordström extremo

A = ω(3)

(

lim|~x4|→0 |~x4|6 HD1HD5HW

)1/2
= 2π2 (rD1rD5rW )1/2

= 2π2
√

ND1ND5NW
`8sg

2

RV
.

(16.42)

La entropı́a en cualquier dimensión viene dada por un cuarto del volumen del horizonte medida en unidades
de Planck [187]:

S =
A

4G
(5)
N

, G
(5)
N =

G
(10)
N

(2π)5RV
=
π

4

`8sg
2

RV
, (16.43)

lo que implica la bellı́sima fórmula

S = 2π
√

ND1ND5NW . (16.44)

Al expresar todos los parámetros de la teorı́a y la solución en función de constantes de la Teorı́a de Cuerdas
hemos obtenido un valor para la entropı́a que no depende de ninguno de los módulos g,R, V ni de la longitud
de la cuerda `s, y sólo depende de números enteros, lo que nos hace concebir esperanzas de que este valor
se pueda explicar a través del recuento de estados. Observemos que la masa del agujero negro sı́ depende de
los módulos:

M =
ND1R

g`s
+
ND5RV

g`6s
+
NW

R
. (16.45)

Si rD1 = rD5 = rW entonces todos los módulos toman un valor constante6, y la métrica es (no hay distinción
6En rigor, dado que estas constantes dependen de los números enteros ND1, ND5, NW , esto no es posible salvo para valores

espaciales de los módulos g, R, V . Sin embargo, si los enteros ND1, ND5, NW son suficientemente grandes, podemos estar arbi-
trariamente cerca de la igualdad.
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entre los sistemas de la cuerda y Einstein)

ds2 = H−2dt2 −Hd~x 2
4 , H = HD1 = HD5 = HW , (16.46)

justamente la del agujero negro extremo de Reissner y Nordström en d = 5. Esta métrica están entre las
soluciones extremas del modelo a con a = p = 0, d = 5 Ec. (15.40). La única diferencia es que ahı́
está cargada sólo con respecto a un vector y aquı́ con respecto a 3. Esto es necesario para que podamos
considerar la solución como una solución de la teorı́a efectiva de cuerdas IIB, que tiene muchos más campos
cuyas ecuaciones de movimiento se han de satisfacer incluso aunque tomen su valor de vacı́o.
Hemos ası́ conseguido no sólo obtener una solución de agujero negro extremo con entropı́a distinta de cero
en una teorı́a de SUGRA, sino que hemos identificado todos sus componentes elementales: D1- y D5-branas
más una onda gravitacional. El siguiente paso es intentar deducir de esta composición macroscópica, el
número de microestados del sistema y obtener de él la entropı́a.

16.5 Microestados y entropı́a de W ‖ D1 ‖ D5

Desde el punto de vista de la Teorı́a de Cuerdas microscópica, el agujero negro que hemos obtenido es un
vacı́o en el que se debe cuantizar la cuerda, teniendo en cuenta las condiciones de contorno que impone la
presencia de D-branas. Pero no sabemos cuantizar la cuerda en él porque en general la constante de acoplo
de la cuerda va a ser grande y sólo sabemos cuantizar perturbativamente las cuerdas.
En este punto hacemos uso de la independencia de la entropı́a de la constante de acoplo, una independencia
asociada a la supersimetrı́a. Si tomamos el lı́mite g → 0, puesto que todos los ris llevan potencias positivas
de g, la solución tiende al espacio plano. En este lı́mite de espacio plano sı́ sabemos cuantizar las cuerdas
e identificar los microestados. El resultado, del que derivaremos la entropı́a será válido para g grande, en el
que recuperamos el agujero negro extremo. Éste es uno de los puntos cruciales de este cálculo. Otra razón
por la que el cálculo es válido es porque los únicos microestados que contribuyen a la entropı́a son también
BPS. Su número está determinado por la supersimetrı́a (es decir, por la cinemática, no la dinámica) y es
completamente independiente de g, como de hecho demuestra la expresión que hemos obtenido para S.
Ası́ pues, debemos de identificar la teorı́a de cuerdas definida en el vacı́o de D1- y D5-branas que además
tiene momento en la dirección de la D1. En este punto echamos de menos el no haber podido dar paralela-
mente un curso de Teorı́a de Cuerdas basado en el enfoque tradicional de la fı́sica bidimensional en vez de
en la fı́sica espacio-temporal que nosotros hemos seguido, pero es imposible explicar ambos enfoques en un
tiempo reducido. Intentaremos explicar al menos la esencia de esta parte del cálculo.
Las teorı́as de cuerdas son casos especiales de Teorı́as de Campos Conformes bidimensionales [230]. Estas
teorı́as están caracterizadas por su carga central c. Además tienen un espectro infinito de estados cuya
degeneración crece con la energı́a. El comportamiento asintótico de la degeneración de estados viene dado
por la fórmula de Cardy

ρ(E) ∼ e
√

π(c−24E0)EL/3, (16.47)

donde E0 es la mı́nima energı́a y L la longitud de la coordenada espacial, que aquı́ es 2πR. De todo el
espectro de la teorı́a sólo van a contribuir significativamente7 a ρ(E) modos correspondientes a cuerdas
abiertas con un extremo en una D1 y otro en una D5, y con momento en la dirección y1. El número de
estos modos es proporcional al producto ND1ND5 puesto que pueden empezar o acabar en D1- y D5-branas
distintas., y por lo tanto esperamos que c, que es proporcional al número de grados de libertad de la teorı́a

7Hay contribuciones de otros estados a esta fórmula de la entropı́a, que sólo debe de ser considerada aproximada [231].
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conforme, sea proporcional a este producto. Una evaluación precisa que no podemos reproducir aquı́ da
precisamente c = 6ND1N2. Por otro lado, la energı́a de estos modos es igual a su momento NW /R.
Sustituyendo en la fórmula de Cardy todos estos datos, tenemos

ρ(E) = e2π
√

ND1ND5NW , (16.48)

lo que nos lleva inmediatamente al valor de la entropı́a que calculamos más arriba.

16.6 Comentarios finales

En el breve tiempo de que hemos dispuesto hemos intentado describir, desde sus fundamentos, los modelos
de agujero negro de la Teorı́a de Cuerdas. Hemos llegado a explicar cómo una configuración de objetos
extensos de la teorı́a, en acoplo fuerte, da origen a una métrica de agujero negro cargado extremo con
horizonte regular y cómo el conocer esa configuración nos permite hacer un cálculo estadı́stico de la entropı́a.
Hay muchas cosas más que desearı́amos haber podido contar: los modelos de agujeros extremos en d = 4

[217, 218], los de agujeros negros cuasi-extremos en d = 5 [215, 219], d = 4 [221] y con rotación [220]
y cómo estos modelos explican la radiación de Hawking [222, 223, 224], el Principio de correspondencia
[212, 213], la relación de estos cálculos de la entropı́a con el agujero negro en tres dimensiones de Bañados,
Teitelboim y Zanelli [225, 226, 227, 228], y la relación de todo esto con la dualidad entre SUGRA y Teorı́as
de Campos Conformes [229] a través de la geometrı́a del horizonte. Esperamos que al lector interesado estas
lecciones le sirvan como un buen punto de apoyo para adentrarse en este interesante mundo de ideas.
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Apéndice

A
Convenios y fórmulas

A.1 Convenios de geometrı́a diferencial

Utilizamos letras griegas µ, ν, ρ, . . . como ı́ndices tensoriales en la base de coordenadas (ı́ndices curvos) y
letras latinas a, b, c . . . como ı́ndices tensoriales en la base del espacio tangente asociada a una tétrada (ı́ndices
Lorentz o planos). Usamos dobles gorros sobre objetos once-dimensionales, un gorro para objetos diez-
dimensionales y ninguno para objetos en menos dimensiones. Simetrizamos y antisimetrizamos con peso uno
(dividiendo por n!). A veces utilizamos el siguiente convenio: los ı́ndices que no escribimos explı́citamente
están completamente antisimetrizados en el orden correspondiente. Esto es similar a la notación de formas
diferenciales, pero los factores numéricos difieren.
Nuestra signatura es (+− · · ·−). η es la métrica de Minkowski y la métrica en general es g (ˆ̂g es la métrica
11− dimensiononal, ĝ es la métrica 10− dimensiononal en el sistema de referencia conforme de la cuerda).
Los ı́ndices planos y curvos están relacionados por las tétradas ea

µ y sus inversos eµ
a, que satisfacen

ea
µeb

νgµν = ηab, eµ
aeν

bηab = gµν . (A.1)

∇ es la derivada covariantes total (con respecto a reparametrizaciones y transformaciones Lorentz locales) y
D es la derivada covariante Lorentz. Están definidas por

(A.2)

y sobre tensores del espacio tangente y espinores (ψ) por

∇µξ
ν = ∂µξ

ν + Γµρ
νξρ,

Dµξ
a = ∂µξ

a + ωµb
aξb,

∇µψ = ∂µψ − 1
4ωµ

abΓabψ,

(A.3)

donde Γab es el producto antisimétrico de dos matrices gamma. Los tensores de curvatura y torsión corre-
spondientes están definidos a través de las identidades de Ricci

[∇µ,∇ν ] ξ
ρ = Rµνσ

ρ(Γ) ξσ + Tµν
σ∇σξ

ρ,

[Dµ,Dν ] ξ
a = Rµνb

a(ω)ξb,
(A.4)

y las curvaturas están dadas en función de las conexiones por

Rµνρ
σ(Γ) = 2∂[µΓν]ρ

σ + 2Γ[µ|λ
σΓν]ρ

λ,

Rµνa
b(ω) = 2∂[µ ων]a

b − 2ω[µ|a
c ω|ν]c

b.
(A.5)
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Imponiendo el postulado de las tétradas
∇µea

µ = 0, (A.6)

las dos conexiones están relacionadas por

ωµa
b = Γµa

b + ea
ν∂µeν

b, (A.7)

y las curvaturas de ambas conexiones están a su vez relacionadas por

Rµνρ
σ(Γ) = eρ

aeσbRµνa
b(ω). (A.8)

Si imponemos el postulado métrico
∇µgρσ = 0, (A.9)

entonces la conexión se puede escribir siempre ası́:

Γµν
ρ =

{

ρ

µ ν

}

+Kµν
ρ = Γµν

ρ(g) +Kµν
ρ, (A.10)

donde
{

ρ

µ ν

}

= 1
2g

ρσ {∂µgνσ + ∂νgµσ − ∂σgµν} . (A.11)

son los sı́mbolos de Christoffel, y K, es el tensor de contorsión, que depende del tensor de torsión T ası́:

Kµν
ρ = 1

2g
ρσ {Tµσν + Tνσµ − Tµνσ} . (A.12)

Si, además del postulado métrico imponemos el postulado de las tétradas, entonces la relación entre Γ y ω
implica

ωabc = ωabc(e) +Kabc, ωabc(e) = −Ωabc + Ωbca − Ωcab,

Ωab
c = ea

µeb
ν∂[µe

c
ν]. (A.13)

ω(e) es la conexión de espı́n relacionada con la conexión de Levi-Cività Γ(g) por el postulado de las tétradas.

A.2 Matrices gamma y espinores

A.2.1 d = 11

Nuestras matrices gamma 11− dimensiononales satisfacen
{

ˆ̂
Γ

ˆ̂a,
ˆ̂
Γ

ˆ̂
b

}

= +2ˆ̂η
ˆ̂a
ˆ̂
b, (A.14)

con la undécima matriz gamma ˆ̂
Γ10 relacionada con las otras por

ˆ̂
Γ

ˆ̂10 = i
ˆ̂
Γ

ˆ̂0 . . .
ˆ̂
Γ

ˆ̂9 ≡ −iΓ̂1̂1, (A.15)

donde Γ̂1̂1 será la matriz de quiralidad en 10 dimensiones. Son puramente imaginarias (es decir, están en una
representación de Majorana)

ˆ̂
Γ

ˆ̂a ? = −ˆ̂
Γ

ˆ̂a, (A.16)
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y son todas, salvo ˆ̂
Γ

ˆ̂0, antihermı́ticas :

ˆ̂
Γ

ˆ̂0 † = +
ˆ̂
Γ

ˆ̂0.

ˆ̂
Γ

ˆ̂ı † = −ˆ̂
Γ

ˆ̂ı, ˆ̂ı = 1, . . . , 10.

(A.17)

Las propiedades de hermiticidad combinadas con su el hecho de que son imaginarias puras, implican que

todas ellas son simétricas excepto ˆ̂
Γ

ˆ̂0, que es antisimétrica:

ˆ̂
Γ

ˆ̂0 T = −ˆ̂
Γ

ˆ̂0.

ˆ̂
Γ

ˆ̂ı T = +
ˆ̂
Γ

ˆ̂ı, ˆ̂ı = 1, . . . , 10.

(A.18)

ˆ̂
Γ

ˆ̂0 tiene la propiedad
ˆ̂
Γ

ˆ̂0 ˆ̂
Γ

ˆ̂a ˆ̂
Γ

ˆ̂0 =
ˆ̂
Γ

ˆ̂a †. (A.19)

por lo que podemos escoger como matriz de conjugación de Dirac ˆ̂D la matriz antisimétrica y real

ˆ̂D = i
ˆ̂
Γ0, (A.20)

que satisface
ˆ̂D ˆ̂

Γ
ˆ̂a1···ˆ̂an ˆ̂D−1 = (−1)[n/2]

(

ˆ̂
Γ

ˆ̂a1···ˆ̂an

)†
. (A.21)

Nuestra matriz de conjugación de carga es igual a la de conjugación de Dirac

ˆ̂C =
ˆ̂D = i

ˆ̂
Γ0, (A.22)

y, por lo tanto
ˆ̂C T =

ˆ̂C † =
ˆ̂C−1 = −ˆ̂C, (A.23)

y
ˆ̂C ˆ̂

Γ
ˆ̂a ˆ̂C−1 = −ˆ̂

Γ
ˆ̂a T . (A.24)

Esta última propiedad implica

ˆ̂C ˆ̂
Γ

ˆ̂a1···ˆ̂an ˆ̂C−1 = (−1)n+[n/2]
(

ˆ̂
Γ

ˆ̂a1···ˆ̂an

)

T . (A.25)

La definición habitual de conjugado de Dirac

¯̂
λ̂ =

ˆ̂
λ†D̂, (A.26)

y conjugado de Majorana
ˆ̂
λc =

ˆ̂
λT ˆ̂C, (A.27)

y nuestra elección de matrices de conjugación de Dirac y carga ˆ̂C =
ˆ̂D implican que la condición de Majorana

¯̂
λ̂ =

ˆ̂
λc, (A.28)
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es equivalente a requerir que todas las componentes de un espinor de Majorana sean reales. Usando (A.25)
y la definición de espinor de Majorana (anticonmutante), tenemos

ˆ̂ε
ˆ̂
Γ

ˆ̂a1···ˆ̂an ˆ̂
ψ = (−1)n+[n/2]

¯̂
ψ̂

ˆ̂
Γ

ˆ̂a1···ˆ̂an ˆ̂ε, (A.29)

con lo que esta combinación bilineal es simétrica para n = 0, 3, 4, 7, 8 y antisimétrica para n = 1, 2, 5, 6, 9, 10.
Por otro lado, tomando el conjugado hermı́tico de la misma combinación 1 y usando (A.21) tenemos

(

¯̂
ε̂
ˆ̂
Γ

ˆ̂a1···ˆ̂an ˆ̂
ψ
)†

= (−1)[n/2]
¯̂
ψ̂

ˆ̂
Γ

ˆ̂a1···ˆ̂an ˆ̂ε, (A.30)

lo que implica, al comparar con Ec. (A.29) que pata n par es real e imaginario para n impar.
Finalmente, tenemos la identidad

ˆ̂
Γ

ˆ̂a1···ˆ̂an = i
(−1)[n/2]+1

(11 − n)!
ˆ̂ε
ˆ̂a1···ˆ̂an

ˆ̂
b1···ˆ̂b11−n ˆ̂

Γˆ̂
b1···ˆ̂b11−n

. (A.31)

A.2.2 d = 10

La representación de Majorana de las matrices gamma 11− dimensiononales se puede construir a partir de
una representación de Majorana 10− dimensiononal (son matrices de la misma dimensión)











ˆ̂
Γâ = Γ̂â, â = 0, . . . , 9,

ˆ̂
Γ10 = +iΓ̂0 . . . Γ̂9.

(A.32)

Los espinores 10− dimensiononales son idénticos a los 11− dimensiononales y las mismas definiciones e
identidades son válidas para ellos, pero en 10 dimensiones también se pueden definir espinores de Weyl, que
poseen propiedades adicionales. Los espinores de Weyl se definen con la matriz de quiralidad Γ̂11

Γ̂11 = −Γ̂0 . . . Γ̂9 = i
ˆ̂
Γ10, (A.33)

que es hermı́tica y satisface (Γ̂11)
2 = +1. Espinores de Weyl de quiralidad positiva ψ̂(+) y negativa ψ̂(−) se

definen por
Γ̂11ψ̂

(±) = ±ψ̂(±). (A.34)

Además, en 10 dimensiones se pueden definir espinores de Majorana-Weyl. Es útil trabajar en una repre-
sentación de Majorana-Weyl de las matrices gamma en la que éstas son imaginarias y Γ̂11 toma la forma

Γ̂11 = I16×16 ⊗ σ3 =





I16×16 0

0 −I16×16



 . (A.35)

En la representación de Majorana-Weyl, cada espinor de Majorana (real) se puede construir como suma
directa de un espinor de quiralidad positiva y otro de quiralidad negativa de 16 componentes:

ψ̂ =





ψ̂(+)

ψ̂(−)



 . (A.36)

Finalmente, tenemos la identidad

Γ11Γ̂
â1···ân =

(−1)[(10−n)/2]+1

(10 − n)!
ε̂â1···ânb̂1···b̂10−nΓ̂b̂1···b̂10−n

. (A.37)

1Usamos el convenio (ab)? = +a?b? para variables anticonmutantes.
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A.2.3 d = 9

La representación 10− dimensiononal de Majorana-Weyl, se puede construir a partir de una representación
puramente real (Majorana) de las matrices gamma 9− dimensiononales:







Γ̂a = Γa ⊗ σ2, a = 0, . . . , 8,

Γ̂9 = I16×16 ⊗ iσ1,

(A.38)

donde Γ8 satisface
Γ8 = Γ0 · · ·Γ7. (A.39)

Como antes, Γ8 será proporcional a la matriz de quiralidad 8− dimensiononal

Γ(8) 9 = iΓ8 = iΓ0 · · ·Γ7. (A.40)

Se puede comprobar explı́citamente que con estas definiciones, la representación 10− dimensiononal es
quiral y que Γ̂11 = I16×16 ⊗ σ3.

A.2.4 d = 4

En 4 dimensiones podemos utilizar representaciones Majorana o Weyl, pero no Majorana-Weyl. Nosotros
utilizamos una representación puramente imaginaria (Majorana). La matriz de quiralidad es

γ5 = −iγ0γ1γ2γ3 =
i

4!
εabcdγ

abcd, (A.41)

hermı́tica e imaginaria (y, por lo tanto, antisimétrica). En esta representación podemos usar como matrices
de conjugación de Dirac y de conjugación de carga D = C− = iγ0, que es real y antisimétrica. La condición
de Majorana es que los espinores de Majorana son reales ψ = ψ∗.
Finalmente, también tenemos la identidad

γa1···an =
(−1)[n/2]i

(4 − n)!
εa1···anb1···b4−nγb1···b4−nγ5. (A.42)

A.3 Geometrı́a extrı́nseca

Sea una hipersuperficie Σ inmersa en un espacio-tiempo d− dimensional con métrica gµν y sea nµ su vector
unitario normal:

nµnµ = ε,







ε = +1, Σ tipo espacio,

ε = −1, Σ tipo luz.
(A.43)

La métrica inducida en Σ es
hµν = gµν − εnµnν . (A.44)

hµν tiene carácter (d − 1)− dimensional pero está escrita en forma d− dimensional y es evidentemente
singular y no se puede invertir. Sus ı́ndices se suben y bajan con g. Obsérvese que hµνn

ν = 0 y por ello h
se puede usar para proyectar tensores sobre Σ.
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Una forma de medir cuan curvada está Σ en el espacio-tiempo serı́a medir la variación de su vector unitario
normal sobre ella. Matemáticamente esto se expresa ası́:

Kµν ≡ hµ
αhν

β∇(αnβ), (A.45)

donde Kµν recibe el nombre de curvatura extrı́nseca o segunda forma fundamental.
Podemos considerar un campo de vectores unitarios nµ(x) definido sobre todo el espacio-tiempo. Este
campo determina una familia de hipersuperficies. Podemos entonces calcular la derivada de Lie de las
métricas inducidas sobre las mismas en la dirección de los vectores unitarios. El resultado es que esta
derivada es dos veces la curvatura extrı́nseca

Kµν = 1
2£nhµν . (A.46)

La traza de la curvatura extrı́nseca se denota por K y está dada por

K = hµνKµν = hµν∇µnν . (A.47)

A.4 n-Esferas

La n− dimensional esfera de radio unidad Sn puede definirse como la hipersuperficie de radio constante
r = 1 en el espacio euclidiano (n + 1)− dimensional. r es una de las coordenadas esféricas (n + 1)−
dimensionales {r, ϕ, θ1, . . . , θn−1} definidas en función de las cartesianas {x1, . . . , xn} por las relaciones



























x1 = ρn−1 sinϕ,
x2 = ρn−1 cosϕ,
x3 = ρn−2 cos θ1,

...
...

xk = ρn−k+1 cos θk−2, 3 ≤ k ≤ n+ 1,

(A.48)

donde






ρl = [(x1)2 + . . .+ (xn+1−l)2]1/2 = r
∏l

m=1 sin θn−m,

ρ0 = r = [(x1)2 + . . .+ (xn+1)2]1/2,

(A.49)

La forma de volumen en Sn es

dΩn ≡ dϕ
n−1
∏

i=1

sini θidθi, (A.50)

En coordenadas cartesianas del espacio ambiente (n+ 1)− dimensional toma la forma

dΩn =
1

n!rn+1
εµ1...µn+1x

µn+1dxµ1 . . . dxµn . (A.51)

Otras identidades útiles son






dn+1x = rndrdΩn,

rndΩn = dny
√

|g|,
(A.52)

donde las ys son coordenadas en Sn.
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El volumen de la n-esfera de radio unidad Sn viene dado por la integral de la forma de volumen sobre toda
la esfera:

ω(n) =

∫

Sn

dΩn =
2π

n+1
2

Γ(n+1
2 )

. (A.53)

Usando
Γ(x+ 1) = xΓ(x), Γ(0) = 1, Γ(1/2) = π1/2, (A.54)

obtenemos ω(1) = 2π, ω(2) = 4π, ω(3) = 2π2 etc.
La métrica inducida en Sn en coordenadas esféricas es dΩ2

(n) y su relación con la métrica del espacio euclid-
iano ambiente es:

d~x 2 = dρ2
0 + ρ2

0dθ
2
n−1 + . . .+ ρ2

n−2dθ
2
1 + ρ2

n−1dϕ
2

= dr2 + r2
{

dθ2
n−1

+ sin2 θn−1

[

dθ2
n−2

+ sin2 θn−2

(

dθ2
n−3

+ sin2 θn−3 (· · ·
· · · + sin2 θ2

(

dθ2
1 + sin2 θ1dϕ

2
)

· · ·
))]}

= dr2 + r2dΩ2
(n).

(A.55)
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Ecole Normale Supérieure, Paris, August 1996. Ecole Polytechnique Report CPTH-PC491-0197 and
[hep-th/9701019].

[191] C. Bachas, Lectures on D-branes, Based on lectures given in 1997 at the Isaac Newton Institute,
Cambridge, the Trieste Spring School on String Theory, and at the 31rst International Symposium
Ahrenshoop in Buckow. [hep-th/9806199].

[192] M.R. Douglas, Superstring Dualities, Dirichlet Branes and the Small Scale Structure of Space, Talk
given at NATO Advanced Study Institute: Les Houches Summer School on Theoretical Physics, Ses-
sion 64: Quantum Symmetries, Les Houches, France, 1 August to 8 September 1995. Rutgers U. Re-
port RU-96-91 and hep-th/9610041.

[193] J. Polchinski, TASI Lectures on D branes, given at the Theoretical Advanced Study Institute in Ele-
mentary Particle Physics (TASI 96), Fields, Strings, and Duality, Boulder, Colorado (U.S.A.), 2-28
June 1996. ITP Report NSF-ITP-96-145 and [hep-th/9611050].

[194] I.V. Vancea, Introductory Lectures to D-branes, lectures delivered at Jorge Andre Swieca School on
Particles and Fields, Campos do Jordao, Brazil, 2001. [hep-th/0109029].

[195] S. Förste, Strings, Branes and Extra Dimensions, [hep-th/0110055].

VII Escuela “ La Hechicera ” Relatividad, Campos y Astrofı́sica



256 Tomás Ortı́n

[196] P. Koerber and A. Sevrin, Testing the α′ 3 Term in the Non-Abelian Open Superstring Effective Action,
JHEP 0109 (2001) 009. [hep-th/0109030].

[197] A. Dabholkar, G.W. Gibbons, J. Harvey and F. Ruiz-Ruiz, Superstrings and Solitons, Nucl. Phys. B340
(1990) 33.

[198] C.G. Callan, J.A. Harvey and A. Strominger, World-Sheet Approach to Heterotic Instantons and Soli-
tons, Nucl. Phys. B359 (1991) 611-634.

[199] C.G. Callan, J.A. Harvey and A. Strominger, Supersymmetric String Solitons, in the proceedings of
String Theory and Quantum Gravity ’91, Trieste 1991. [hep-th/911203].

[200] P.K. Townsend, Brane Surgery, Nucl. Phys. Proc. Suppl. B475 (1996). [hep-th/9609217].

[201] A. Strominger, Open p-Branes, Phys. Lett. B383 (1996) 44. [hep-th/9512059].

[202] C.G. Callan Jr. and J.M. Maldacena, Brane Dynamics from the Born-Infeld Action, Nucl. Phys. B513
(1998) 198-212. [hep-th/9708147].

[203] A. Hanany and E. Witten, Tyle IIB Superstrings, BPS Monopoles and 3-Dimensional Gauge Dynam-
ics, Nucl. Phys. B492 (1997) 152-190. [hep-th/9611230].

[204] E. Bergshoeff, M. de Roo, E. Eyras, B. Janssen and J.P. van der Schaar, Intersections In-
volving Monopoles and Waves in eleven Dimensions, Class. Quantum Grav. 14 (1997) 2757.
[hep-th/9704120].

[205] J.P. Gauntlett, Intersecting Branes, lectures given at the APCTP Winter School Dualities of Gauge and
String Theories, Korea, February 1997. [hep-th/9705011].

[206] R. Güven, Black p-Brane Solutions of D = 11 Supergravity Theory, Phys. Lett. 276B (1992) 49.

[207] G. Papadopoulos and P.K. Townsend, Intersecting M-Branes, Phys. Lett. B380 (1996) 273-279.
[hep-th/9603087].

[208] A.A. Tseytlin, Harmonic Superpositions of M Branes, Nucl. Phys. B475 (1996) 149.
[hep-th/9604035].

[209] J.P. Gauntlett, D.A. Kastor and J. Traschen, Overlapping Branes in M Theory, Nucl. Phys. B478
(1996) 544. [hep-th/9604179].

[210] A.W. Peet, Baldness/Delocalization in Intersecting Brane Systems, Class. Quantum Grav. 17 (2000)
1235. [hep-th/9910098].

[211] P. Aichelburg and R. Sexl, On the Gravitational Field of a Massless Particle, Gen. Relativ. Gravit. 2
(1971) 303.

[212] A. Sen, Extreme Black Holes and Elementary Strings, Mod. Phys. Lett. A10 (1995) 2081.
[hep-th/9504147].

[213] G.T. Horowitz and J. Polchinski, A Correspondence Principle for Black Holes and Strings,
Phys. Rev. D55 (1997) 6189. [hep-th/9612146].

Noviembre, 2001



Convenios y fórmulas 257
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