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Introduccién

Las primeras observaciones telescopicas del Sol realizadas por
Galileo sirvieron para poner de manifiesto que el Sol no era un
cuerpo puro sin macula. Durante los siglos posteriores hasta
llegar al siglo XX, las observaciones solares aumentaron en ca-
lidad y cantidad gracias a la aparicion de nuevos instrumentos
y telescopios, sin embargo, hasta la década de los setenta la
vision del Sol era la de un objeto cuyo funcionamiento se en-
tendia mas o menos bien, que estaba dotado de una atmosfera
con simetria esférica y cuyo campo magnético era despreciable
excepto en las manchas solares.

Muchas de estas ideas tradicionales fueron abandonadas cuando
nuevos telescopios solares situados en observatorios terrestres
y en satélites fueron capaces de obtener imagenes de alta re-
solucion, en diferentes longitudes de onda, poniendo de mani-
fiesto que la atmésfera del Sol esta altamente estructurada,
que es muy dinamica y que la causa de ello es el campo
magnético. De hecho, hoy en dia sabemos que el campo
magnético es crucial en la formacion estelar, en la actividad
estelar, en las magnetosferas de objetos compactos, en los
chorros galacticos, en los discos de acrecion, etc. Asi mismo,
detectores terrestres subterraneos han puesto de manifiesto
la existencia de un déficit de neutrinos solares, cuestionando

asi nuestro conocimiento sobre cémo funcionan los interiores
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estelares.

El Sol es una estrella que los astrofisicos clasifican como G2V,
es decir, se encuentra en la secuencia principal. Su edad es de
5 x 10? afios, su masa es de 2 x 10°° Kg, unas 330.000 veces
la de la Tierra, su radio es de 700.000 km, su luminosidad 3.86
x 10?6 W, su periodo de rotacién ecuatorial es de 26 dias y
su temperatura efectiva 6000 K.

El interior solar, inobservable, consta de tres regiones: (a) El
nucleo en el que se producen las reacciones de fusion nuclear,
siendo la temperatura de 15 x 10° K y la densidad de 1.6 x 10°
kg.m™3. Esta regién se extiende desde el centro hasta 0.25 R ;
(b) La zona radiativa viene a continuacién y se extiende hasta
0.7Rs. En esta region la energia es propagada por radiaciéon y
los fotones sufren miltiples absorciones y re-emisiones hasta
que el cabo de 10°¢ afos, aproximadamente, alcanzan la super-
ficie solar. Por tanto, la luz que ahora nos llega fue producida
hace un mill6n de afos; (c¢) La tltima regién es la zona de con-
veccion. En ella, al ser la opacidad muy elevada, la energia
es transportada hacia el exterior mediante la conveccion y el
efecto de estos movimientos convectivos los vemos en la su-
perficie del Sol constituyendo la granulacién solar fotosférica.

La atmoésfera solar, observable, también consta de tres zonas:
(a) La fotdsfera solar que es la capa mas baja de la atmdsfera
y se observa en luz blanca. Su espesor es de unos 300 km,
su temperatura varia desde unos 6000 K hasta 4300 K en su
parte més elevada y su densidad es de 107* kg.m™. Uno
de los rasgos caracteristicos de esta zona es la granulacion
solar (~ 10° granulos al mismo tiempo). El centro de los
granulos aparece brillante al ser plasma caliente en ascenso
(~ 0.4 km/s) y plasma que se mueve horizontalmente (0.25
km/s). El diametro tipico es de 700 — 1.500 km y la distancia
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entre sus centros es ~ 1800 km, siendo su vida media de ~ 8
minutos. El campo magnético fotosférico no es de caracter
dipolar, esta formado por pequenos elementos magnéticos or-
ganizados a gran escala de diferentes maneras: (1) Manchas
solares: Grandes concentraciones de flujo magnético (~ 3000
G); (2) Regiones plage: Parte exterior de una regién activa con
campos magnéticos del orden de unos pocos cientos de gauss.
El flujo esta concentrado en pequenos elementos magnéticos
de 1 — 2 kG situados en los bordes de las células supergranu-
lares. (3) Areas unipolares: Sobre ellas pueden observarse los
agujeros coronales; (b) La cromésfera solar se encuentra sobre
la fotésfera y puede ser vista en Ha. Su espesor es de 2500
km, la temperatura crece desde 4300 K hasta un millon de
grados Kelvin y su densidad es de p ~ 1072 — 10710 g - em 3.
Rasgos caracteristicos de la cromésfera son: La supergranu-
lacion que es la parte superior de grandes células convectivas
en las cuales el material asciende a ~ 0.1 km/s, se mueve
horizontalmente hacia afuera a 0.3 — 0.4 km s~! y desciende

1

en los bordes de la célula a 0.1 — 0.2 km s™'. Las células

supergranulares tienen formas irregulares y sus diametros son
~ 20000 — 54000 km, siendo su vida media ~ 1 — 2 dias. En
sus contornos se concentra el campo magnético. Otros rasgos
caracteristicos de esta capa son las espiculas y las fulgura-
ciones solares. Sobre ella, en Ha, se observan los filamentos,
llamados protuberancias cuando se ven en el limbo solar; (¢)
La capa mas exterior de la atmosfera solar es la corona cuya
temperatura se encuentra entre 10° y 2 x 10° K y su den-
sidad es de n ~ 10'2em™ a 1 Rg. La corona se encuentra
fuertemente ionizada y pueden observarse sus caracteristicas
fundamentales en UV y rayos X. Asi mismo, la corona solar
estd altamente estructurada pudiéndose distinguir en ella: (1)
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Coronal streamers: Estructuras radiales extendiéndose desde
0.5R hasta 10R5; (2) Agujeros coronales: Se observan en
rayos X y son zonas de campo magnético abierto, consti-
tuyendo la fuente mds importante del viento solar; (3) Bucles

coronales: Son zonas de campo magnético cerrado.
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Ecuaciones de la
Magnetohidrodinamica

Se dice a menudo que el 99% de la materia en el Universo se
encuentra en estado de plasma. Esta afirmacién parece razo-
nable ya que los interiores estelares, las atmosferas estelares,
las nebulosas gaseosas, la mayor parte del hidrogeno inter-
estelar, el viento solar, los cinturones de Van Allen, etc. son
plasmas. Es decir, al parecer vivimos en el 1% del universo
en el que los plasmas no se producen naturalmente.

Un plasma es, esencialmente, un fluido compuesto de particulas
cargadas, electrones e iones, mas que atomos neutros o molé-
culas. En general, el plasma es eléctricamente neutro (ny —
n_ << n) pero la existencia de particulas cargadas significa
que puede soportar corrientes eléctricas y reaccionar a cam-
pos eléctricos y magnéticos. Existe una fuerte diferencia en-
tre un gas neutro y un plasma, en el primero las fuerzas son
fuertes y de corto alcance y la dinamica del gas esta domi-
nado por colisiones de dos cuerpos. En un plasma, las fuerzas
son coulombianas, mas débiles y de largo alcance, esto hace
posible efectos colectivos que implican a muchas particulas y
complican el tratamiento. La importancia del estudio de los
plasmas radica en que el conocimiento de su comportamiento
es necesario para la fisica espacial y para la fusién nuclear
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controlada ya que un plasma a 10® K ha de ser confinado
mediante un campo magnético.

Si utilizamos la ecuacion de Saha para calcular el grado de
ionizacién de un gas en equilibrio térmico

3/2

i g 100 D v (13.1)

ny n;
siendo n;,n, la densidad de atomos ionizados y atomos neu-
tros, respectivamente, y U;, la energia de ionizacién, pode-
mos observar que en el caso de aire ordinario a temperatura
ambiente n, ~ 3-10¥m™, T ~ 300 K, U; = 14.5 eV,
obteniéndose 7+ ~ 10722, A medida que la temperatura
aumenta el grado de ionizacién no crece demasiado hasta que

nq

U; ~ pocas veces kT, entonces ™ crece rapidamente y em-

pezamos a tener plasma. Sila temperatura sigue aumentando,
= sigue creciendo y obtenemos plasma totalmente ionizado.
Con un 0,1 % de ionizacién, un gas alcanza una conductivi-
dad eléctrica del orden de la mitad de la maxima y con un
1% de ionizacién, la conductividad es semejante a la del gas
totalmente ionizado.

En sentido general, plasma es cualquier estado de la mate-
ria que contenga suficientes particulas cargadas, libres, de tal
manera que su comportamiento dinamico sea dominado por
fuerzas electromagnéticas y, desde un punto de vista tedrico,
la descripcién basica de un plasma se apoya en la Teoria
Cinética. La atmosfera solar es un ejemplo de plasma y el Sol,
por su cercania, nos ofrece la posibilidad de estudiar en pro-
fundidad la fisica de la interaccion plasma - campo magnético,
de manera que los conocimientos adquiridos puedan ser apli-
cados a situaciones formalmente semejantes en otras partes
del Universo.
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La mayoria de las estructuras que observamos en la atmosfera
solar estan influenciadas por la presencia del campo magnético.
Por tanto, para estudiarlas necesitamos una teoria para la in-
teraccion entre la atmosfera solar, un plasma, y el campo
magnético. Esta teoria es la Magnetohidrodindmica (MHD),
que estudia la interaccion entre un campo magnético y un
plasma considerado como un medio continuo. La suposicién
de medio continuo es valida para escalas de longitud y de
tiempo de los fenémenos considerados mucho mayores que las
escalas espaciales y temporales que caracterizan a los procesos
microscopicos que acoplan las particulas entre si. Por ejemplo,
el recorrido libre medio viene dado por:

T )2( n
108 K7 10" m=3

Amfp = 300( 7 im (13.2)
que, tipicamente es del orden de 3 cm en la cromosfera y 30 km
en la corona. El campo magnético produce una serie de efectos
muy interesantes: (1) Ejerce una fuerza que puede acelerar el
plasma o crear estructuras; (2) Almacena energia que puede
ser posteriormente liberada produciendo erupciones o fulgu-
raciones solares; (3) Actia como apantallamiento térmico,
por ejemplo, en el caso de las protuberancias; (4) Canaliza
particulas y plasma; (5) Soporta ondas y produce inestabili-

dades.

Las ecuaciones de la MHD describen el movimiento de un
fluido conductor que interacciona con un campo magnético.
Por ello, necesitamos combinar las ecuaciones de Maxwell con
las ecuaciones de la dindamica de fluidos y con alguna ecuaciéon
que describa

la interaccion.
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13.1 Ecuaciones de Maxwell

En primer lugar, podemos considerar las ecuaciones de Maxwell
que describen la evolucién del campo eléctrico E(F,t) y del
campo magnético E(F, 1) en respuesta a una densidad de co-
rriente f(F, ) y a una carga espacial p*(7,1):

o dB
E = -2 13.
V x 5 (13.3)
- . 10E
v E =2 (13.5)
€o
V-B =0 (13.6)

siendo p* = e(n™ —n7) la densidad de carga, donde n™ es la
densidad numeérica de iones y n™ la de electrones. Si supone-
mos que | es una escala tipica de longitud para las variaciones
del plasma y 7 una escala temporal, la velocidad tipica del
plasma es v = /7. Asl,

. K

VxErS (13.7)
OB B
—x — 13.
ot T (13.8)

Como la ecuacion solo tiene dos términos estos deben ser
iguales y tenemos:

E='p-uB (13.9)
T

Usando lo anterior en la ecuacién (13.4) tenemos:

190E _1E _vB _ Bvl  Bv?
2ot AT AT LeT L

(13.10)
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Por tanto, si la velocidad tipica del plasma satisface v? < 2,
la corriente de desplazamiento es mucho menor que V x B y
podemos prescindir de ella en (13.4). Asi mismo, haciendo un
analisis dimensional semejante en la ecuacién de continuidad
de la carga llegamos a la conclusién de que el primer término
puede despreciarse frente al segundo quedandonos V j =0,
lo que implica que las acumulaciones temporales de carga son
despreciables y por tanto podemos prescindir de la ecuacién
de Poisson (13.5). De forma semejante, podemos obtener la
relacion entre la densidad de energia eléctrica y magnética:
LB PV oy (13.11)
B?/ug  t2¢2 2 '

Un plasma mantiene aproximadamente la neutralidad eléctrica.
Si se produce un 1% de desviacién de la neutralidad en un
plasma con n ~ 10 em ™3, esto provoca un campo eléctrico,
cuyo modulo es

> 4 n e

E|=-ar’—— ~ 600r V/m

] 3 1002 /
siendo r ~ 1 cm, lo cual implica que la aceleracién de los
electrones es ~ 10'® cm/s?, produciéndose una répida neu-
tralizacién. Si nt —n~ < n, la magnitud del desequilibrio de
carga viene dado por p* = (nT — n”)e y podemos escribir:

E B
P 60T - 607; (13.12)

y la condicién para la neutralidad de carga es:

evB
{

(13.13)



244 Jose Luis Ballester

La condicion de neutralidad eléctrica se puede escribir como
6 x 107% << n. En el Sol, p.e. en la fotésfera proxima a
una mancha B ~ 0.1 T, [ ~ 10° m , n ~ 10?° m™2 por tanto
6 ><107$ ~ 6 x 10° << n. La condicién v << ¢ también se
satisface ya que las velocidades observadas son del orden de
10* m/s.

Finalmente, la ultima ecuacion es la ley de Ohm:
j=0o(E+7xB) (13.14)

que proporciona el vinculo entre las ecuaciones del electro-
magnetismo y la dinamica de fluidos.

13.2 Ecuaciones de la dinamica de

fluidos

Consideremos, ahora, las ecuaciones de la dinamica de fluidos.
La primera es la de continuidad de la masa:
dp

otV (e0) =0 (13.15)

La siguiente es la de energia:

Ds
T—=-L 13.16
Ay (13.16)
siendo £ la funcién que representa la pérdida energética total
y s la entropia por unidad de masa. La siguiente es la ecuaciéon

de estado de un gas ideal:

pRT
i

p= (13.17)
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donde i es el peso molecular medio que viene dado por p =
1
2X+0.75Y +0.57

y 7 la de elementos pesados. Por ultimo, tenemos la ecuacién

siendo X la fraccién de hidrogeno, Y la de helio

de Newton:
Dll_]) =
— = -V F 13.18
P p+ ( )

siendo % = % +v-Vy F' la fuerza externa resultante que
actia sobre el fluido. Dicha fuerza externa pueden constar
de varios términos y la importancia de dichos términos de-
pendera de la situacion que se esté estudiando. En el caso
de plasmas magnetizados el término dominante es la fuerza
de Lorentz, j x B. Asi mismo, la fuerza gravitatoria pg se
incluye frecuentemente asi como una fuerza viscosa cuya ex-
presion viene dada por pr(V?0+ 1V(V - 7)), que se convierte
en pvV?v para un fluido incompresible, siendo v el coeficiente
de viscosidad cinematica. De esta forma, la ecuacion de New-

ton queda:
Dv
"Dt

y podemos observar que la fuerza de Lorentz acopla las ecua-

= -Vp+)xB+pj+F, (13.19)

ciones de la dinamica de fluidos y del electromagnetismo.

La ecuaciéon de energia puede ser escrita de formas diferen-
tes, por ejemplo, en el caso de la corona solar £ puede ex-
presarse como la suma de tres términos conocidos como las
pérdidas o ganancias energéticas: La conducciéon térmica, las
pérdidas energéticas a causa de la radiacién debida a plas-
mas opticamente delgados y las ganancias por calentamiento.
Entonces L, representa el efecto neto de todas las fuentes y
sumideros de energia.

La ecuacion de energia puede escribirse como:
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De D 1

E—I_th(;)) =—L

Pl

siendo e la energia interna por unidad de masa, 6

Cuando la presion permanece constante, tenemos:
DT
C,—— —

Si examinamos los términos de £, que en general puede ser

escrita como pérdidas - ganancias de energia, tenemos

L=V -G+ L, —5)o—H

siendo ¢ el flujo de calor por conduccion (¢ = kVT) y & el
tensor de conduccion térmica anisotrépica; L,, la radiacion
neta; j?/o, la disipacién éhmica y H el resto de las fuentes
de calentamiento. En un campo magnético muy intenso, la
conduccién a través de las lineas de fuerza es inhibida mientras
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que la conduccion a la largo de las lineas de fuerza no queda
afectada, ya que:
2

K _ n
— =210 s

K| T°B
por tanto, una buena aproximacion a la conduccion térmica
es:

V(k-VT)= B V(%é VT)+ V- (5, VT) (13.20)
En términos de la distancia s a lo largo de una linea de fuerza
podemos escribir

g( ”$> B ds ds

o, alternativamente,

d . dT'\ kydBdr

1d dT
Z@(’“II%

siendo A(s) la seccién recta del tubo de flujo, relacionada con

4)

la intensidad del campo a través de

d
Z(BA) =
T(BA) =0

En el término de radiacion, si consideramos la parte de la
atmosfera opticamente delgada, L, toma la forma:

L, =nngQ(T)

siendo Q(T) la funcién que representa las pérdidas por ra-
diacion en plasmas opticamente delgados y que puede aproxi-
marse mediante una funcion a trozos de la forma:

Q(T) = xT° (13.21)
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con y y « tomando diferentes valores para diferentes rangos
de temperatura. El caso de radiacion épticamente delgada es
una buena suposicién para temperaturas por encima de 10*
K.
Por ultimo, H representa el calentamiento coronal y puede
estar formado por diferentes términos. Por ejemplo:

]'2
siendo Hy la funcién de calentamiento coronal que depende
del campo magnético coronal, de los sucesos de reconexion
magnética y del calentamiento por ondas. é es el término
de calentamiento 6hmico debido a la disipacién por corrientes
coronales. En general este término es pequeno, pero si la co-
rriente eléctrica es grande en alguna region pequena entonces
puede contribuir de forma significativa al término Hy. H, es
el término de calentamiento viscoso. En muchas de las situa-
ciones con las que nos encontramos en la corona solar podemos
despreciar estos términos y tomar £ = 0, en este caso tenemos
un medio isentropico o adiabatico.
@Cuando podemos despreciar la conduccion térmica? Si su-
ponemos escalas de longitud 1, escalas temporales 7, una ve-
locidad /7, temperatura Tg, presién pg y densidad pg, y com-
paramos los 6rdenes de magnitud de los términos adiabaticos
del miembro de la izquierda de la ecuacién general con los de
conduccién térmica, podemos ver que la conduccion térmica
puede despreciarse si

"D
7'0_1@(,%) > V- (ko T5/2VT) (13.23)

es decir,

y
po 1 po 1 ,5/2T0

-—— —koly' " — 13.24
’)/—1T,08>>l/£00 [ ( )
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de donde,

Po —11 T07/2

. > 10 o (13.25)
Los valores que escojamos para pg, 1o y 7 dependeran de la
region de la atmosfera solar que estemos modelando. En el
caso de la corona solar, podemos tomar Ty = 10° K, pg = 0.01
Pascals y 7 = 3.6 x 10° s y llegamos a la conclusién de que la
conduccién es despreciable para lineas de fuerza cuya longitud
satisface [ > 6 x 107 m.
Para la mayoria de aplicaciones en fisica solar podemos des-
preciar la viscosidad y considerar el caso adiabatico, entonces
las ecuaciones basicas para la MHD son:

3]
a_'z +V-(pi) = 0 (13.26)
v L =
pa_: + p(v . V)U = —Vp+y3x B+ pg(13.27)
ap | . .
RT
p = 2 (13.29)
H
i = VxB/u (13.30)
V-B =0 (13.31)
dB .
9P g« F 13.32
5 V x (13.32)
j = o(E+dxB)  (13.33)

En el caso de un fluido perfectamente conductor, tendriamos:

dp L
o TV (o) = 0 (13.34)
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a—»

pa—:+p(5-v)5

a‘
i Vppv-d
)
J
V-B
dB
ot
E

que constituyen las ecuaciones de la MHD ideal.

—Vp+J x B+ pg(13.35)

0
pRT

[
VxB/u

0

_VxE

—Ux B

(13.36)

(13.37)

(13.38)
(13.39)

(13.40)
(13.41)
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Ecuacion de Induccion

En el caso de la MHD solar suele eliminarse el campo eléctrico
E y la densidad de corriente eléctrica ; y trabajamos con la

variable B. Asi, si eliminamos E y 7 entre (13.30) y (13.33)
tenemos:

— — 1 —
F=—-tvxB+—VxB
Ho

y por tanto, (13.32) se convierte en:

—

%—?:VX(UXE)—VX(UVXE) (14.1)

siendo 1 = %g la difusividad magnética. Si 1 es constante, la
ecuacion anterior puede escribirse como:

—

oB

T V x (8 x B) = n(V x V x B)
\4

—

x (0 x B)+n(V:B-V(V-B)) (14.2)

y obtenemos la forma final de la ecuacion de induccién:

OB

- =V x (7 x B) +nV*B (14.3)

251
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El comportamiento del campo magnético descrito por la e-
cuaciéon de induccién esta acoplado al del plasma a través
del término de velocidad, y el movimiento del plasma es a su
vez gobernado por las ecuaciones de continuidad, momento
y energia. En términos de la velocidad tipica del plasma v
y de una escala de longitud 1, el cociente entre el término
convectivo de la ecuacién de induccion y el término difusivo
es un parametro adimensional llamado el nimero de Reynolds
magnético.

_wB/l  wBE? Wl
" nBJ/I> nBl g

que mide la intensidad del acoplamiento entre flujo y campo
magnético.

Si R,, << 1, la ecuacion de induccion se convierte en:

—

0B =

— =nV’B 14.4
5 = (14.4)
que es una ecuacion de difusién y que implica que las varia-
ciones del campo magnético en una escala de longitud 1 son
destruidas en una escala de tiempo de difusiéon dada por:

B nB

12
o Ty
es decir, una irregularidad de longitud 1 desaparece en un
tiempo 7 y el campo magnético se convierte en uniforme.

Si R,, >> 1, la ecuacion de induccion se convierte en:
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y la ley de Ohm se reduce a E=-0xB ya que 0 = oo. En
este caso, la escala de tiempos viene dada por:

B v

Trmovimiento [

por tanto,

[

. . o~
Trmovimiento ~

<

En general, en la atmésfera solar T,,ovimiento <K Tdifusion, €S
decir, R,, > 1 y en este caso el término de difusién puede
despreciarse, pero siempre existen excepciones de interés tales
como las laminas u hojas de corriente.

14.1 El limite difusivo

Consideremos la difusién de un campo magnético B= B(z, t)l%

con

By, x>0,
B(z,0) = { _(}30 o0 (14.5)

.
donde By es una constante. Podemos suponer que B mantiene
la orientacién k durante todo el tiempo, entonces, la ecuacién
de difusién que tendriamos es:

a_B_ 0’B
dl _778.172

(14.6)

y nuestro problema es resolver esta ecuacién con la condicién

B(z,t =0) = By(x)
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Una ecuacion tal como (14.6) puede resolverse mediante una

funcion de Green que en este caso viene dada por

(e - 8)21

G(CE — S,t) = W@l’p [— 4nt

que satisface:

oG 0*°G

TR d(z —s) (14.7)

siendo 4 la delta de Dirac. La solucién general a la ecuacion
(14.6) viene dada por:

B@Jy:[:@au—&wB@m)

por tanto, podemos escribir:

Bla,t) — [;@G@—&QPB@+AW@G@—&QMM

B o x —s)?
= 7(471_77;)1/2/0 eajp[_( 4nt) |ds

By 0 (x — s)?
e el
mnt) —o0 Ant

|ds

En la primera integral podemos usar:

— d
I A A

(4nt)r/2 7 (4nt)1/2

o I . _ . _
yescrlblrz—Wms—O,u——z,s13—oo,u—oo,

(

obteniéndose:
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/OO = (4nt)'/?  du exp(—u?)
0

[+ ]

(s=x)

En la segunda integral, hacemos u = ~ @i/ bor tanto
ds = —(4nt)"?du
sis=0,u=2z;s1s=—00,u =400 entonces
0 z 2 o0
/ = —/ (4nt) 2 due™ = (477t)1/2/

= (7= []

Reagrupando tenemos:

B(z,t) = Bo(dmnt)'/? [/_i+/()°o_/()oo+/()z]
= LT

2B z 2
B(z,t) = 0 [ edu siendo z=

e

Xz
(4nt)1/?

es decir,

B(z,t) = Boer f(2)

observemos que cuando t — 0,z — +oc para x > 0, er f(z) —
+1y B = Bg. Cuando z < 0, z = —oo, erf(z) » —1y
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B — —By. Ademas cuando z =0, erf(z) =0, B(z,t) =0 en
z=0(Vt>D0).

Si calculamos la pendiente de B(z,t) en x = 0, tenemos:

0B 0 2By 1 _u2d
— = —|—= € u
Ox dz | /7 Jo
d QBO Z 2 0z 1 2B0 _2
- W =

Eom b M T e R

Enx=0,2z=0,
0B 2By Bo

Bz 7= = i~ (e

si t decrece, la pendiente crece, mientras que si t crece, la

pendiente decrece.
Por otra parte, esperamos una escala de tiempo de difusién
dada por 7 = [*/n, entonces, como

B(z,1
20— s
con 9
LT z /477)1/2

anye =

y z es adimensional, tenemos que

4n

. . -2
define una escala de tiempo. Sitomamos 7g; fysisn = Z—n conl =
x/2, si x decrece, 1 decrece y 7 decrece, es decir, la difusion es
rapida para x pequenas; por contra, es lenta para x grandes.

Finalmente, si calculamos la corriente, tendremos:



Ecuacién de Induccién 257

p)=VxB=]0/0x 0 0 :(0’_@—’0)
0 0 B(x,t) v
es decir, j = jj con
190B  12B, 1 2

—Zz

Y PN S

por tanto, la corriente tiene una forma gaussiana y esta con-
centrada cerca de x = 0. La regién en la que esta concentrado
la corriente se llama hoja o lamina de corriente y su anchura
en ~ 2(nt)'/?, siendo su variacién con el tiempo (n/t)"/2. La
corriente total en el plasma puede calcularse mediante:

o 1 o dB 2B
J:/ jdg;:__/ @b ab
—00 ILL —00 d:E ILL

La corriente total es constante e independiente del tiempo.
Sin embargo, inicialmente toda la corriente estaba en x =
0 y va extendiéndose a medida que pasa el tiempo. Du-
rante la difusién del campo magnético, la energia magnética
se disipa 6hmicamente calentando el plasma, y podemos ob-
servar que la intensidad del campo a grandes distancias per-
manece constante con el tiempo, mientras que a pequenas de-
crece monoténamente, y que las lineas de campo en la lamina
de corriente no se mueven hacia afuera. En el caso de una
mancha solar, n &~ 1 m-s™2, [ = 10° m, por tanto, 7 = 10'? s,
es decir, unos 30000 anos. Como las manchas desaparecen en
unos pocos anos, el proceso responsable de su desaparicion no

puede ser la difusién.
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14.2 Congelacion del campo magné-
tico

Consideremos ahora el caso mas frecuente en la corona solar,
R, > 1. En este caso, (14.3) se convierte en

95 _ (5% B) (14.8)
at

y podemos utilizar el teorema del flujo magnético “congelado”
propuesto por Alfvén en 1943. Dicho teorema establece que:
En un fluido perfectamente conductor (R,, > 1), las lineas de
fuerza magnéticas se mueven con el fluido, es decir, las lineas
de campo estan “congeladas” en él. Este teorema establece
que movimientos a lo largo de las lineas de campo no modi-
fican el campo mientras que los movimientos transversales al
campo si lo modifican.

Consideremos la variacion de flujo magnético a través de una
superficie limitada por una curva C que se mueve de cierta
forma, con el plasma, desde C, a C} en un tiempo dt. Un
punto dado P de la curva C se mueve con una velocidad ¢ en
una region en la que el campo magnético depende tanto de las
coordenadas espaciales como del tiempo. La variacion con el
tiempo del flujo magnético a través de la curva C viene dada
por:

d®  [g, Byt +dt) - dS, — [s, Ba(t) - dS,
dt dt

siendo gb(t + dt) el campo magnético en una superficie S
limitada por C} en el instante t 4+ dt. De la misma forma,
ga(t) es el campo magnético en S, limitada por C, en el
instante t. El flujo magnético que en el instante t + dt sale
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del volumen 7 barrido durante el intervalo t a t + dt, es:
/ By(t + dt) - dS,
_ / (1 +dt) - dS,

—|—dt/ (t+dt)-(dl x5) = /V-é(t—l—dt)ah

=0 (14.9)
Ahora bien, en la superficie S,:
. . I
Bu(t+dt)-dS, = B,(t)-dS, + 8t(B dS,)dt (14.10)

Asi mismo, segun el teorema de Stokes:

fcé(t—l—dt)-(cflxﬁ) = fc[ﬁxé(wdt)]-d?

= [ Vx(#x B)-dS(14.11)

Sa

sustituyendo (14.10) y (14.11) en (14.9) se obtiene:

/ éb(t+dt)-d§b—/ Ba(t)-dS, -
Sy, Sa
0B, =
s. ot ¢ +
—|—dt/s Vx(@xB)-dS, =0  (14.12)

—dt

y, finalmente:

sz_(f:_/sv dS—|—/— 4S5 (14.13)
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Ahora , haciendo uso de (14.8) obtenemos:

do
%—0

y por tanto el flujo magnético que atraviesa una superficie S
no cambia cuando la superficie se mueve con el fluido.
Hemos visto, pues, que si R,, << 1, el campo magnético se
difunde a través del plasma y que si R,, >> 1, el campo
magnético esta congelado en el plasma.

En una mancha solar, p =1 m-s72, 1 = 10° m, v = 10* m/s,
por tanto:

R, =—=10"
1

En los plasmas astrofisicos el orden de magnitud de 1 y v
asegura que el numero de Reynolds magnético sea grande.
Por ejemplo, en el disco de acrecion alrededor del supuesto
agujero negro de Cyg X-1, R,, ~ 10'°; en el disco galdctico,
R,. ~ 108; en la corona solar, R, ~ 10'%; en el nicleo de la
Tierra R,, ~ 10%. Este fenémeno de congelacién del campo
magnético en el plasma es responsable del elevado campo

magnético en estrellas de neutrones y enanas blancas.

14.3 Adveccion del campo magnético

La conclusién general que podemos obtener de las estima-
ciones de numeros de Reynolds magnéticos hechas en la seccion
anterior es que en los plasmas astrofisicos el campo magnético
siempre esta “congelado”y la difusién es de poca importan-
cia. Veamos, pues, como un flujo puede manipular un campo
magnético.
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Supongamos que tenemos un campo magnético vertical

A

B(z,1)
y que el flujo supergranular viene dado por
U = vo(senkx, —kycoskzx)

que satisface V - ¥ = 0, entonces Dp/Dt =0 y si la densidad
es inicialmente uniforme se mantiene asi. La segunda compo-
nente de la ecuacion de induccién, en el caso de conductividad
infinita, es:

0B oB
W—I—vosenhwa—x = —kvoBcoskz (14.14)

que es una ecuacion en derivadas parciales, de primer orden y
lineal, que deberemos resolver sujeta a la condiciéon B(z,t =
0) = By, es decir, que el campo magnético inicial sea uniforme.
La solucion puede obtenerse mediante el método de las carac-
teristicas. Sea:

dv dv
a(z:,t)a—x—l—b(:zj,t)a = c(z,t)v+d(z,t) (14.15)

una ecuacion en derivadas parciales de primer orden y

dx = a(xz,t) (14.16)
ds

dt

— = b(x,t 14.1
@ e (1417)

dos ecuaciones que determinan una familia de curvas x = x
(s), t =t (s) cuyo vector tangente coincide con la direccién
del vector [a, b] en cada punto en el que [a, b] esta definido y
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no es cero. La derivada de v (x, t) a lo largo de estas curvas

es:?

de_dela(s)t(s)) _ dvde dvdt
ds ds Oz ds ot ds
v

“ox

—I—b%:c:z:—l—d

(14.18)

Entonces, las curvas x = x (s), t =t (s), v = v (s) determinada
por la solucién de las ecuaciones (14.16), (14.17), (14.18) son
las curvas caracteristicas de la ecuaciéon en derivadas parciales.

Aplicandolo a nuestro caso:

dz

T = vosenkzx
dt ]

ds

d

d_j = ygsenkx

de donde

t—/ dz —1ltk$—|— rant
vol = senkx_k()g 92 constante

Si z = z2* cuando t = 0, entonces
)

tgkx /2
kvot = log gka/
tgkx*/2
¢ k kax*
T T
t - :t k’Uot
Iy =
Por otra parte,
dB dB coskzx
— = —k kxB — = —kB
ds VoCOSETL dz senkx

(14.19)
(14.20)

(14.21)

(14.22)
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log (Bsen kx) = constante
60 Bsenkxr = Bysenkz™ y combinando se obtiene:
Boe—k’uot

B = 14.23
cosQ%(l + 1g? %G—Qkuot) ( )

En el centro de la celda (z = 0), B = Bye "’ mientras que
en el borde (z = I),B = Bye*’. Como una ilustracién
numérica, consideremos supergranulos con vg = 1 km/s y
27 /k = 3-10* km, entonces:

4
Tadveceién ™ 10* s = 3 horas

lo cual indica que la concentracion del campo magnético en
los bordes de los supergranulos se produce en una escala tem-
poral de 3 horas. Como los supergranulos tienen una vida
media del orden de 20 horas y el tiempo de difusién es de
102 s, esto quiere decir que pueden concentrar eficazmente el
campo magnético en sus bordes. Por ejemplo, si partimos de
un campo magnético de 1 G al cabo de 20 horas tendremos

20/3 es decir, aproximada-

el campo inicial multiplicado por e
mente 800 G. Lo mismo pueden hacer los granulos en escalas
de tiempo del orden de 160 s. Estas consideraciones sugie-
ren que el campo magnético en la superficie del Sol debe de
estar distribuido de forma no uniforme sino concentrado lo-
calmente. Esto es exactamente lo que se observa, numerosos
tubos de flujo magnético cuya intensidad es del orden de kilo-
gauss, sin embargo, la concentracion de campo magnético por
adveccion estd limitada por: (1) La interaccién del campo
con el flujo que modifica a éste y cambia su capacidad para
concentrar al campo; (2) El requerimiento de que exista un

balance transversal de presiones.
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Capitulo

15

La Fuerza de Lorentz

La fuerza de Lorentz proporciona el vinculo entre las ecua-
ciones de la dinamica de fluidos y las de Maxwell. Prescrito
un flujo dado por v, la ecuacion de inducciéon nos dice cémo
evolucionaran con el tiempo las lineas de fuerza. A medida
que B cambia, la fuerza de Lorentz influira sobre el plasma
produciendo una fuerza que modificara la velocidad a través
de la ecuacién del movimiento. Vamos a analizar, pues, la
fuerza de Lorentz y a ver su significado fisico.

— — 1 —

IxB==(VxB)xB=——[Bx(Vx B)]
1 I

sabiendo que

— — —

V(B-B)=(B-V)B+(B-V)B+Bx(VxB)+Bx(VxB)
de donde

entonces
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1 — —

—(Vx B)x B=-V(—

I 2
B -Vesla componente de V a lo largo de B y este término

B2 . B
)+(B-V);

existe si B varfa a lo largo de é, representando el efecto de
una tension paralela a B y de magnitud B?/u por unidad de
area, que se manifiesta cuando las lineas de campo son curvas.
Si tomamos B = B3 en términos de un vector unitario § a lo
largo del campo podemos ver que el término de tensién puede
descomponerse como:

Bd, . BdB, B*ds d B* ., B?,
Zg(BS) = ;ES + ds = %(ﬂ)s + Mch
siendo n la normal a la linea de fuerza y R, su radio de cur-
vatura. El segundo término de la fuerza de Lorentz representa
una fuerza de presiéon de magnitud B?/2u por unidad de érea,
la misma en todas direcciones y cuya componente paralela a

B se resta con la correspondiente de la tensién.

Si partimos de la expresién inicial y descomponemos fen sus
componentes segin un triedro de Frenet ligado a la linea de
campo, se obtiene:

> 2 .0 B? B?
= —kn+t—=(—)—-V(—
=kt al(Qp) (QM)
siendo k = RL (curvatura), con R., el radio local de curvatura.

Si desarrollamos V a lo largo del triedro de Frenet se obtiene:
B? .0  B? d B?* .0 B?

) e (VL () (=

Q,u) al(Q,LL)+n8n(2,LL)+ ab(Q,u)

entonces la componente { de f desaparece y obtenemos:

V(

2 2 2
f:lB_k 8B]A aBb

PRl Kl A
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En un plano perpendicular a la linea de campo (que con-
tiene n, Z;), la densidad de fuerza puede verse como una super-
posiciéon de una fuerza de presion magnética mas una tension,
es decir, como si las lineas de campo fueran cuerdas elasticas
presionando contra el fluido.

Por otra parte:

—

[=7xB=-V(B2u)+ (B V)

= |

Utilizando

/ VodV = / bdS
14 S
/V (@ - V)bdV = /S b(ddS) — /V B(V - @)dV

— —
en nuestro caso tenemos que @ = b = B, por tanto

B2 B
—V(=)dV = — | =—dS
/V (Q,LL) 5 2u
= é é — — é =
/(B-V)—d\/: —(B-dS)—/ (v B)dv
v 7 S p Vo
entonces
B’ 3
Fav = —/ V)V + [ (B-V)2dV =
v v 2u v 7
=— | =—dS+ | Z(B-dS)
5 20 S

Veamos algunos ejemplos:
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1.

il.

1.

Tomemos un campo magnético uniforme B = Byj y un
elemento de plasma. Como la densidad de corriente es
nula no existe fuerza de Lorentz sobre el plasma.

Consideremos el campo B = Bote'. La densidad de
corriente es j = %k y la fuerza de Lorentz, j x

— B2 2.’13/\. , .
B = —2“ 4. Calculemos los términos de la fuerza de

Lorentz:

B-V)B .
7( ) = Boez—B()GIj =0
It dy
B2 B2€2z
V(g =-V(5—)=
p p
= —B—gg(e%)z = —B—02262I§ = —B—gehg
2u Ox 2u i

No existe fuerza de tension y si existe una resultante
neta de fuerza de presion magnética dirigida segun el
sentido negativo del eje 0X.

—

Sea By = y%—l—x}, entoncesj: 0 y ij = 0.
Calculemos los términos de la fuerza de Lorentz, en el
caso de la tension:

Il Il

La fuerza debida al gradiente de presion magnética viene
dada por:
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v.

es decir, existe un equilibrio exacto entre ambas fuerzas.
Al origen se le llama un punto neutro tipo-X. Las lineas
de fuerza se obtienen a partir de:

d B x
d_y: B—y == ., y*—z? = constante
x s Y
Consideremos ahora el campo B = yi + o?zj, con

a? > 1. Las lineas de fuerza vienen dadas por y* — o?z?

= constante y las lineas que pasan a través del origen
(y = t+ax) no forman un angulo de 7/2 entre ellas.
Sobre el eje 0X, las lineas de campo estan mas juntas
que en el caso anterior, por tanto, la fuerza de presién
magnética es mayor, pero su curvatura es menor, y la
tensién no ha crecido como la presion, es decir, tenemos
una fuerza resultante neta hacia el origen. Sobre el eje
0Y, las lineas tienen el mismo espaciado que en el caso
anterior, pero estan mas curvadas, con lo cual la tensién
ha crecido y la fuerza de resultante actiia hacia el exte-
rior. Si calculamos los términos de la fuerza de Lorentz

Vemos que:
(B V)g oz,  yat.
— 7 7
/~L /~L o
atz. oy
(B = -2
U
Eny=0, L
Enz=0 %< ya?
n n
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Si calculamos la jl

y la fuerza de Lorentz es

- — o — oz s o? — 1y
< g (@t (e 1y
o u

Una propiedad interesante de estos campos es que cuando

By es perturbado a Bl, la fuerza magnética es tal que
tiende a hacer crecer la perturbacién y el equilibrio del
punto de tipo-X es inestable. A medida que la inesta-
bilidad se desarrolla, « crece, y las lineas que atraviesan
el origen se acercan cada vez mas, la corriente eléctrica
crece y el calentamiento 6hmico también. Este modelo
de colapso de un punto neutro tipo-X fue propuesto para
explicar la emision energética de una fulguracion solar.

. Consideremos ahora el campo é(l, 2z,0) y observemos

sus propiedades:

Enz=0y=1, jx B= (0, %,0), fuerza resultante en
la direccion positiva de Oy. La tension magnética viene
dada por:

(B-V)B _ 1.9 ~ 2.
BB _ L 2yp=2;

1 p Oz u
siendo su orientacion hacia la zona positiva de Oy. La
fuerza de presion magnética viene dada por:

B? 1+ 422 4 4
2 )=V = 2
]

-V
( 2p I
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y sentido hacia la zona negativa de 0x. Por tanto, la
fuerza debida al gradiente de presion magnética com-
prime el plasma y la tension puede ser capaz de sopor-
tarlo, equilibrando la accién de la gravedad.
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Capitulo

16

Magnetohidrostatica

Una gran variedad de las estructuras solares que observamos
parecen permanecer sin movimientos durante largos perio-
dos de tiempo, por ello, su estudio puede realizarse mediante
soluciones de equilibrio magnetohidrostatico a las ecuaciones
MHD. Ejemplos de estos equilibrios magnetohidrostaticos son
los bucles coronales, las arcadas coronales,las manchas y las
protuberancias solares.

Si partimos de la ecuacion:

Dv
"D
podemos ver que el miembro de la izquierda puede ser des-

=—Vp+jx B+pj

preciado siempre que la velocidad de flujo sea mucho mas
pequena que la velocidad del sonido (%)1/2, la velocidad de

Alfvén (3—2)1/2 y la velocidad de caida libre (2¢gl)"/?

wp

U—p-|-1B2—|-
vop 1 B?

B2
U_:£+_+gl 53
topl o pp

v =v?/y + 04+ vg2/2

273
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entonces, podemos escribir:

OZ—Vp—I—fxé—l-pﬁ (16.1)
por tanto, deberiamos resolver esta ecuacion junto con:

. VxB - R
J= . 7V'B:07p:p~
{ fi

y una ecuacién de energia para la temperatura. Tenemos,

pues, dos ecuaciones, una que expresa el equilibrio mecanico
de una estructura magnética y, otra, que expresa su equili-
brio térmico. Consideremos el caso mas simple de un campo
magnético uniforme vertical B = Boz,§=—gz. Como j =0,
no existe fuerza de Lorentz y, ademads, si la presion p=p(z) y

usamos (16.1) tenemos:

P plely =~ =R 6
siendo
A= BT
jig

la altura de escala de presion (que representa la distancia
vertical necesaria para que la presiéon decrezca en un factor e).
La ecuacion (16.2) puede integrarse facilmente y obtenemos.

= po exp (— /OZ dz//\(z)) (16.3)

=3

N
w

SN—
|

() = po cap (— [ d=/A(2))
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?/A siendo pg la presién en z = 0

Si A = constante, p = pge~
que puede variar de una linea de fuerza a otra. Veamos al-
gunos valores tipicos de la altura de presiones. Si tomamos
la aceleracion de la gravedad superficial en el Sol como 274
m/s*, R = 8.3 x10°> J K~'mol™", entonces A toma los si-

guientes valores:

i. En la fotosfera, T = 6000 K, & = 1.3, por tanto,

A:ﬂzlél()km

Hg
ii. En la corona, T =2 x10° K, i = 0.5, por tanto
A=15x%10" km

iii. En la atmdsfera de la Tierra, T = 300 K, g = 9.81 m/s?,
i = 29, por tanto

A=8.7km

En muchos casos, no todos los términos de la ecuacién (16.1)

son igualmente importantes, p.e. la fuerza de gravedad puede

despreciarse en comparacion con el gradiente de presién cuando
la altura de la estructura es mucho menor que la altura de es-

cala:

Vp:l;—7 : pg:%zp/A
entonces, si 1 < A, la gravedad puede despreciarse asi como el
decrecimiento exponencial de la presion con la altura. Si com-
paramos la fuerza de Lorentz y la fuerza debida al gradiente
de presion, tenemos:
p_ B

Il
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entonces, podemos despreciar el gradiente de presion si:

up
? <1
6 la fuerza de Lorentz si:
©p
B2

Definimos 3 (beta del plasma) como:

> 1

presion plasma P

presion magnetica - B?/2u
Vo _Vp_
fx B JB
!
o/l _ % _plp _pp

Y
12

BIlg ™~ Iy Bi B2
u

Sifp= ZBLf << 1, cualquier gradiente de presion es dominado

por la fuerza de Lorentz y tenemos:

JxB=0
Los campos magnéticos que satisfacen esta condicion se lla-

man libres de fuerzas. Si j = 0, el campo se llama libre de

corriente o potencial.

i. En las regiones activas coronales en las que el campo

magnético es cerrado:

B=100G , =05, n=10"%m", T =2x10"K

p=1.67x10"" kg-m=2 y p = 0.55 pascales. Por tanto:
B =0.01

es decir, 3 es pequena en la corona.
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ii. En los agujeros coronales, donde el campo magnético es
débil y la temperatura mas baja, tenemos:

B=10G p=167x10"%kgm™ , T=10°K
por tanto, en un agujero coronal:
B=17x10""

En general, el campo magnético coronal puede conside-
rarse “libre de fuerzas” ya 3 es mucho mas pequeno que

uno.

iii. En la fotésfera:

n=10"m™>, B~10° G, T ~ 6000 K
B ~21

16.1 Campos magnéticos libres de
fuerzas

La fuerza de Lorentz domina al gradiente de presiéon y a la
fuerza gravitacional cuando el plasma tiene § << 1 y una
extension vertical [ que es << A, entonces:

es decir:

y podemos escribir:

V x B=aB (16.4)
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siendo a = f(7). Si tomamos

—

V(VxB)=V-(aB)=0=a(V-B)+B-Va ,, B-Va=10

como y
B-V = %Ll lo largo de B
entonces
do _ 0
dl

por tanto « es constante a lo largo de una linea de fuerza,
aunque su valor puede cambiar de una linea a otra. Cuando
« toma el mismo valor sobre cada linea de fuerza tenemos el
campo lineal o de a constante, asi

Vx(VxB)=V(V-B)=V?’B=aV x B=a’B

de dénde
_V?B = o?B

(V24 a?)B =0 (16.5)

que es una ecuacién de Helmholtz y puede resolverse uti-
lizando los métodos adecuados.

16.1.1 Campos potenciales

Si o = 0, esto implica que la corriente eléctrica es cero, por
tanto

VxB=0 (16.6)
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y V2B = 0, es decir, tenemos un campo potencial. Pode-
mos obtener una solucién a (16.6) usando un potencial escalar
magnético ¢ ya que:

B=Vé
Usando la condicién de solenoidalidad del campo magnético
obtenemos:

V2 =0 (16.7)

es decir, el potencial escalar magnético satisface una ecuaciéon
de Laplace cuyas soluciones pueden obtenerse utilizando los
métodos adecuados. Por ejemplo, un método para encontrar
soluciones de (16.7) es la separaciéon de variables que puede
usarse en problemas bi y tridimensionales. Vamos a resolver
la ecuacién (16.7) sujeta a las condiciones de contorno

qb(a:,()) = F(.’E), qb((),y) = 95(l72) =0,
¢ — 0 cuando z — o (16.8)

Tomemos
¢ = X(z)Y(y)
y sustituyamos en (16.7)
XY+ XY =0
dividiendo por XY, se obtiene
X" Y"

—:——:—k2
X Y

lo cual es equivalente a una ecuacién para X(x) y otra para

Y(y). De aqui,
Y =kY = Y(y) = ae™ ™ 4 bty
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X = —k*X, = X(z) =c sin kx + d cos kz

Aplicando las condiciones de contorno (16.8) se obtiene b =

d=0y
. nm
sin ki =0, :>k:T,
y una solucién completa para ¢ puede obtenerse sumando to-
das las posibles soluciones. Si definimos A; = ac, obtenemos

Pz, y) = Apsinkze™
%

donde
F(z) = ZAk sin kx
k

L
[

Si suponemos como ejemplo sencillo que F(x) viene dada -

nicamente por una componente de Fourier, a saber, F(z) =

sin wx/l, esto implica que todos los coeficientes de la suma

anterior son cero excepto el primero que es uno. Por tanto, la

solucion potencial seria:

T

Ha,y) = sin"Ce

—my/l

Una vez que ¢ es conocido, pueden calcularse las componentes
del campo magnético usando B = V¢, obteniéndose:

B, = Bocos?e_m’/l, B, = —Bgsinﬂl—xe_”y/l

Utilicemos ahora el método de la variable compleja, ttil para
problemas bidimensionales. Sea

z=1x 41y
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una variable compleja y si f(z) es una funcién analitica de z,
podemos expresar f(z) en términos de su parte real e imagi-

f(Z) = Qb(xay) + i@/)(fl?,y)

entonces, puede demostrarse que tanto ¢ como v satisfacen
una ecuacién de Laplace en dos dimensiones VZ¢ = V*i) = 0.
Este método puede ilustrarse usando

f(z) = e* = R =kY _ o5 kxe ™ L isin kxe *®

que genera la solucion encontrada anteriormente, o bien, usando

1 1 xr—i(y+a
fo ==L _xoilda) o,
z+ia x4 i(y+a) 224 (y+a)

que proporciona

X

P(z,y) = 2t tar

y las componentes del campo magnético vienen dadas por

(y+a)> —2? B 2z(y + a)

T (@t (yran? T (@ (y +a)?)?

?

16.1.2 Soluciones para o = constante

Si o = constante, diferente de cero, deberemos resolver la
ecuacion de Helmholtz (16.5). Existen soluciones simples bidi-
mensionales a dicha ecuacion en forma separable. Si

—

B(B., By, B.)

tenemos:
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B, B, ,
5 T = 0B (16.9)
0*B, 9B, )
52 T = —a'B, (16.10)
2B, 0°B, ,
5ot = —o'B. (16.11)

si tomamos B, = X(z)7Z(z) entonces:

(0 N W PR

X dz? 7 dz2?

cuya solucién es:

B, = —Bysinkze™ "

siendo [ = (k* — a?)'/2,
La tercera componente de (16.4) es

B 0B, «a

aB, 92 B, = EBocoskxe_lZ + f(2)

siendo f (z) = 0 ya que B, = 0 en kz = 7. La primera
componente de (16.4) :

0B )
abB, = — 8zy ,, B = EBocoskxe_lZ
B_L kre=” B = Scoskrel”
» = peoskze y = peoskae

B, = —Bysinkze™”

La magnitud k puede verse como determinante de la periodi-

cidad de la estructura magnética la cual varia de puramente
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vertical en kx = £7/2 a horizontal en kz = 0. El parametro
I mide cuan rapidamente declina el campo con la altura z. Si
| crece, el declive es rapido.

Sil=%k, a=0y B, =0. El campo es potencial ya que
V2B =0 y se encuentra enteramente en el plano xz.

A medida que o crece desde 0 hasta k, | decrece desde k
hasta 0. En el plano zz, las lineas de fuerza se expanden
manteniendo los mismos pies, mientras que en el plano zy el
angulo v (angulo de cizalladura) crece desde 0 hasta /2.

16.1.3 Soluciones a #* constante

En este caso

Vx(VxB)==Vx(aB)=aV x B+Vax B
:a2§+Voz><§

.
y de aqui, obtenemos dos ecuaciones acopladas para By a, a
saber

V2§+a2§:§xVa

B-Va=0
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Capitulo

17

Arcadas Coronales

Los magnetogramas fotosféricos muestran que existen regiones
de polaridades opuestas que estan separados por una linea de
inversion de polaridad magnética. Cuando el campo magnético
une polaridades opuestas a través de estas lineas de inversion,
forma arcadas coronales. Dichas arcadas pueden verse clara-
mente en imagenes del Sol tomadas por el Yohkoh, en rayos
X blandos. Para modelar dichas estructuras se supone que la
longitud de la arcada es mucho mayor que la anchura y de
esa manera el campo de la arcada solo depende de dos coor-
denadas espaciales mientras que las variaciones a lo largo de
su longitud son despreciadas. Asi

d/dy = 0.

Anteriormente, vimos que el campo magnético puede repre-
sentarse mediante un potencial escalar magnético tal como

Pz, 2) = sinkze™

Otra forma de obtener un campo magnético es a partir de un
potencial vector

é:ng

que satisface la condicion solenoidal. Como suponemos que
las variables solo dependen de las coordenadas espaciales x,

285
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7, tenemos:

B _@Ay 0A, B dA, 0A,
0z 0z dr ’ Ox

(17.1)

y la densidad de corriente se obtiene a partir de

B 0 0A, O0A, 9*A, 0%A, 0 [0A, 0A,
VXB_{_a{@Z_&rL—a:L’?_aZZ7@_1:{82_8:1;”'
Sij =0,

0A, 8AZ_B _ tant
e , = constante,
y

~V?4, =0 (17.2)
Por ejemplo, una solucién a la ecuacién (17.2) es

A, = Agcos kxe *,

B, =k Aycos ka:e_kz, B, = —kAgsin kxe ",
Por otra parte, de la ecuacién (17.1), tenemos

04, o, _ 04,

B, =

9z 7T Bz
y la ecuacion de las lineas de fuerza viene dada por
dr  dz
B, B,

Si sustituimos B, y B, en funcion de las derivadas parciales
de A, obtenemos

0A,, 04,

Oz 0z dz=0.
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asi

04, 04,

ox 0z dz=0.

dA, =

y esto implica que
A, = Ag = constanle a lo largo de las lineas de fuerza

Diferentes valores de la constante Ay proporcionan las ecua-
ciones de diferentes lineas de fuerza. Asi, las lineas de fuerza,
proyectadas en el plano xz, vienen dadas por contornos de A,

constante.

17.1 Arcadas magnéticas con a cons-
tante

De las ecuaciones (16.5) y (17.1) tenemos

0
—a(VZAy +a’4,) =0,

V2B, 4+ o’B, =0,

0
a_;(;(VQAy —|— OKQAy) = 0

y a partir de la primera y la ultima, se obtiene
VQAy + a2Ay =0
y podemos comprobar que una solucion es

0 _
A, = —cos kze 2
k
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con un campo magnético

[ [?
B = BO(Ecos kx, (1 — ﬁ)l/Zcos kx, —sinkx)e_lz,

siendo

o= (k‘2 o l2)1/2‘

Podemos obtener la ecuacién de las lineas de fuerza haciendo

uso de
de _dy _ dz
B, B, B.
dx dz
= = — :
(I/k)cos kxe™'  —sinkxe™!?
sin kx
= —(k/1) de = dz
cos kx

= z = (1/l)logcos kx + C,

cos kzx

=z = (1/D)log(

)7

En el plano xy, las proyecciones de las lineas de fuerza sobre

cos kxg

la superficie fotosférica vienen dadas por

dx dy

(I/k)cos kxe=tz — (1 —12/k2)1/2cos kxe!l

k * .,
12
= ( —1)1/2x—l—c:y.

2
por tanto, las proyecciones sobre la fotésfera son lineas rectas
con pendiente (1;—22 —1)Y/2
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17.2 Ecuacion de Grad-Shafranov

Las arcadas coronales y las protuberancias solares son ejem-
plos de equilibrios bidimensionales cuyas variaciones en la di-
reccion y son ignoradas (0/dy = 0). Si expresamos el campo
magnético en términos de un potencial vector, tenemos

B=V x fY,
y A puede escribirse como

A= (Ay(z,2), Az, 2), Az, 2)).

por tanto, el campo magnético puede expresarse como

= 0A 0A

B = (_Ea By7 8—17)7
siendo 94 94
By(w,2) = azI B 8:;

La densidad de corriente viene dada por

- 1 S| 0B 0B
A B:— - vy QA Yy
T N( 5V ),
siendo 24 52A
2 - -
Vv _81:2+822'

Si el campo magnético es libre de fuerzas
Vx B=aB

y tenemos tres ecuaciones

9B, A

0z a@z’
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_V2A = aB,, (17.3)
0B, a@_A
dr Oz’

combinando la primera y la ultima, se obtiene

a_AaBy B a_AaBy
dz Oz dxr 0z

= J(B,,A) =0,

siendo J el jacobiano de B, y A. Cuando el Jacobiano es nulo,
la solucién mas general es

By = By(A)a

de manera que B, es una funcién arbitraria de A. Asi,

aBy_dBya_A
dr  dA Oz’
y
_dB,
a= 1

es decir, a es sélo funcion de A. Esto ultimo introduce una
particularidad interesante en las lineas de fuerza. Si a =
constante, la cizalladura no cambia cuando cambiamos de
linea de fuerza, pero si @ = f(A), cuando cambio de linea de
fuerza, también cambia A y, por tanto, la cizalladura cambia
con la altura.

Entonces, (17.3) es una ecuacién diferencial no lineal tal como

dB, _ d 1.,
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y la ecuacion de Grad-Shafranov para un equilibrio magnético
bidimensional es

d /1
2 2 _
VA + ﬂ(§By(A)) =0,
siendo 94 94
B=(-2 B, %%

A partir de la ecuacion de Grad-Shafranov puede determinarse
A, una vez B,(A) ha sido prescrito, y después obtener B,, B,.
Si B, = cte., VA = 0 y se obtiene el campo potencial. Por
ejemplo, si

B, = e A
la ecuacion de Grad-Shafranov seria

vQA — /\26_2A

que es una ecuacion en derivadas parciales, eliptica y no li-
neal para A(x,z). Supongamos que las lineas de fuerza son
circulares de tal forma que A = A(r) y r* = 2? + (2 — 20)?,
x = rcos 0, z — zg = rsin #, si cambiamos a coordenadas
polares tenemos

1d dA
2 —_— [—
ViA= rdr(rdr)’

ya que suponemos que A no depende de f. Entonces, la
ecuacién que debemos resolver es

Consideremos el caso en que la componente vertical del campo
magnético viene especificada, a partir de magnetogramas fo-

tosféricos, como
2z

ST

z
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lo cual produce una condiciéon de contorno para A tal como
A(z,0) = log (1 + z?).
debido a esto, podemos probar una solucién tal como
Az, z) = log (62 + a2t + (z — 20)2).

y sustituyendo en la ecuacion de Grad-Shafranov vemos que
podemos tener una solucién si
)2

b=
Iz

entonces A(x,0) implica que

b4 2 =1 2 _)‘_2
=1, =z=1 R
y de aqui
22
ZOZZE 1-1

a partir de este resultado vemos que existen dos soluciones
posibles para la ecuacién de Grad-Shafranov que tienen la
misma condicion de contorno, con tal que A < 2 y que no
existen soluciones para A > 2.

17.3 Campos magnetohidrostaticos

Si partimos de:

OZ—Vp—I-j_')xBE’—pg]AC

la componente de esta ecuacion a lo largo del campo magnético
es:
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p = po(A) exp (— /0 A(lz)dZ)

correspondiente a una linea de fuerza definida por A.
Cuando la extension vertical de la region bajo consideracion es
menor que una altura de escala, puede despreciarse la fuerza
de la gravedad, y la presion es constante a lo largo de la linea
de campo y la ecuacion de la magnetohidrostatica se convierte
en:

02—Vp+f><§

Si ahora tomamos el producto escalar con B y j tenemos
E-Vp = ;-Vp = 0, o sea, B y j se encuentran sobre superficies
de presién constante. Por tanto, la presion es constante a lo
largo de las lineas de campo magnético y de corriente eléctrica.
Consideremos el caso en que el campo magnético depende
unicamente de x, z y escribamos:

. 9A A
B g, A
y supongamos, ademas, que el plasma es isotermo, entonces:
Vp=jxB— %1% (17.4)
que se satisface si
e_Z/A%(peZ/A) = —g—fvm - %(%Bj)
e_Z/A%(peZ/A) = —aa—‘jv?A — %(%Bj)

Q_AaBy B 8_A6By
Jdzx 0z Jdz Oz

= J(A,B,) =0 (17.5)
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La soluciéon mas general a (17.5) es B, = B,(A) = F(A),

entonces:

a_A 2 a_A ! —Z/Ag zfAN _
axv A+8$F(A)F(A)+e a:E(pe )=10
0A_, 0A , a_Aap(A,z) B
&L'V A+ ox F(A)F(A) + dr 0A

de donde

dp(A,z)

2 !
VIA+ F(A)F(A) + =

=0

que puede escribirse como:
VA + i(p(A z) + lB%A)) =0 (17.6)
0A ’ 27

que es la extension de la ecuacion de Grad-Shafranov al caso
de campos magnetohidrostaticos.
Ademas, como T = constante, se satisface

p(A,z) = p(A)e
Si T # constante,
z mg
p(A,z) =p(Aexp|— | ——7—d

y es necesaria una ecuacion de energia que proporcione el perfil
T(A,z).

Para obtener soluciones de las ecuaciones anteriores, es nece-
sario prescribir B,(A) y p(A). Por ejemplo:

1
T = constante, B,(A) =0, up(A,z)= §OKZA2€_Z/A L C
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entonces la ecuacién de Grad-Shafranov se convierte en
V2A = —a?Ae#/M

y la solucién, sujeta a que

B, = BosenWL—:lj

en la base, es

A= A()COS”T; Jn(2a0 X 62__/82)

con
Ay = LBO B 2TA
O_WJn(Qozl) yn=

Cuando a = 0, el campo es potencial y las isébaras horizon-
tales. Si 2aA < primer maximo de .J, las lineas de campo y
las isébaras estan ligeramente infladas; si 2aA se encuentra
entre el primer maximo y el primer cero de .J, tenemos una
isla magnética, debajo de la cual existe un maximo de presion.
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Capitulo

18
Tubos de Flujo magnético

Un tubo de flujo magnético es el volumen encerrado por un
conjunto de lineas de campo las cuales intersectan una curva
cerrada simple. La intensidad del tubo de flujo puede definirse
como la cantidad de flujo que atraviesa una seccion S:

F:/é-d§
S

con dS tomada en el mismo sentido de é, por tanto F' es
positivo.

18.1 Propiedades

i. La intensidad de un tubo de flujo permanece constante

/é.dgz/ é-d§+/ B.-dS+ [ B-dS
S Sh Sa

S,

por otra parte,
[ BaS= [ v-Bav =0
s v

entonces
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1l.

1.

por tanto, la cantidad
[ B-aS=r
s
permanece constante.

La intensidad media del campo de un tubo de flujo crece
cuando se estrecha y decrece cuando se ensancha. Si
escribimos la ecuacién de la intensidad del tubo de flujo
en funcién del campo medio (B) a través del tubo, F' =
BA (A: seccién recta), entonces si A decrece, B crece y
viceversa. Como

o
B:—/Bnd
- S

F:/E-dngBcosﬂdS:/BndS
S S S

tenemos:

F = BA

Una comprensién del tubo de flujo incrementa B y p en
la misma proporcion.

Consideremos un tubo de flujo cilindrico cuyas dimen-
siones cambian de lo y Lo a Ay y A*Lg, siendo By, po, €l
campo y la densidad originales. Si el campo esta conge-
lado, la conservacion de la masa nos da:

pr(Mo)* (X Lo) = porliLo ,
_ _Po
P= Ny
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v.

la conservacion del flujo magnético nos da:

B’]'('(/\lo)2 = Bo’]Tl(z) 5 = —

Asi, si la longitud del tubo permanece constante (A* =

1), vemos que B/p = constante, es decir, una com-
presién transversal (A < 1) incrementa B y p en la
misma proporcion, mientras que una expansion los dis-
minuye.

Un alargamiento del tubo de flujo, sin compresion, in-
crementa el campo.

Si no comprimimos el plasma, la densidad no cambia,
por tanto, de

PO a2y =1

P~ ey
es decir,
1 *
(35 =)
entonces
B - /\*BO

y si A* > 1 tendremos un aumento del campo; lo con-
trario sucede si acortamos el tubo.

Consideremos un tubo cilindricamente simétrico cuyas com-

ponentes del campo magnético B sean (0, B4(R), B.(R)). Las

lineas de campo son helicoidales y se encuentran sobre super-

ficies cilindricas, siendo las componentes de
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Si despreciamos la gravedad y utilizamos la ecuacién de la
magnetohidrostatica

02—Vp+f><§

tenemos:

dp d BX+B) B}

— = 18.1
dR dR( 2,LL),LLRO (18.1)

El segundo término representa la presion magnética y el ter-
cero la tensién debida a la componente azimutal que rodea al
eje.

Sobre cada superficie cilindrica las lineas tienen una incli-
nacién constante, pero ésta puede variar de un radio a otro.
Las lineas de campo vienen dadas por:

Ry  dz
B, B.

y la cantidad en que una linea es “retorcida” cuando va de un
extremo del tubo al otro (Longitud = 2L) es:

2L Bé
<I>:/d _ d
¢ o RB, ‘
6
2LB,(R)
O(R) = 2L\t
(R) = —%B.R

“retorcimiento” de una linea de fuerza.

La ecuacion (18.1) contiene 3 variables, p, By, B., de tal ma-
nera que si prescribimos dos puede obtenerse la tercera. Por
ejemplo, si imponemos B, y ¢, puede deducirse p. Veamos
algunos casos especiales:
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1.

1.

By = 0. Entonces,

d B? B?
=0 p + — = constante

y tenemos un campo puramente axial.
B. = 0. Entonces,

dp d Bi  Bi_

@ ¢ 2 0
kY ar'9) TR

A d
uRdR
total uniforme dentro de un cilindro de radio a, inte-

siendo 7, = (RBy). Si la corriente fluye con valor

grando obtenemos:

1
.= —(B,R) ., puRj.dR=d(B,R) ..
J MR(qb) ) (BsR)

Si R < a, O+,LLR72jZ:B¢R ) B¢:2‘fé,yaqueen
R=0, C=0
StR>a, 3.=0 ,, ByR=C ,, enR=a, C =

ula _pl _oul
wazd o> 0_27r 3 B¢_27rR

La presion del plasma puede obtenerse integrando la
ecuacion inicial y tomando p,, fuera de la columna de
corriente. De esta forma:

oo—l'l %2 2_32% 7R<
p:{g ]z%/iwg )*(a )57) a (18.2)

Dentro del cilindro de radio a, By crece linealmente
con R, mientras la presion del gas decrece. La presion
del gas hacia el exterior es equilibrada por la presién
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il.

magnética hacia el interior y la tension. Fuera del cilin-
dro la presion es uniforme y el campo magnético es po-
tencial, por tanto, la presion magnética y la tension se
equilibran.

Dado B = B(T)é con

r? TS bl
S (18.3)

Calcular j X é, la presion magnética y la tension mag-
néticaenr < 1, r > 1.

B, = 0,By = B(r),B, = 0. El campo magnético es
puramente azimutal, tendiendo a ceroen r — 0y r —

00
o o 22 r<1
= B:—— B o -
B? B*(r) B*(r)
—Vgﬁ) _v(%1>__v(2u)
.0, B*r) = <1
= —7—( ) =7 1
ar" 2u +omr>1
1, = - 1, B? — <1
L V)= (- “)f):f{ e
I I r o> 1
4 = B2 B 2rfp,r <1
B=-V(— B-V)—=r ’
P (g + (B-w)2 =i {20 S
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La tensién magnética esta dirigida hacia el interior. La
fuerza debida a la presion magnética esta dirigida hacia
el exterior en r > 1 y hacia el interior en r < 1. Ya que
f>< B # 0, este campo no puede estar en equilibrio sin la
existencia de fuerzas adicionales. Si existe una presion
del gas p (r), entonces Vp = 7 x B, y, tal como hemos
visto antes, existe equilibrio.

iv. Tenemos un tubo de flujo cilindricamente simétrico, lon-
gitud L, en equilibrio bajo un gradiente de presién y una
fuerza de Lorentz, dado B,(r) = By, ®(r) = 1+%/L
By y @y constantes. Encontrar p(r) @Por qué un incre-

5 con
mento en el twist del tubo provoca que p(0) crezca?

dp d BZ—I-B2 _B_;

dr dr( 2u ) ur
B, = By
@,
- 0
1+r2/L2
P — LB¢ . Boq)o’l"/[/
T RB, 7 T 140212
Bidr BZ®? o
___/ ___/ wul? 1—|—r2/L2)
B®Z 1

2 145
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,_ bieg r?) L2
P oy T2 T (11212

)+ C

A medida que ® crece, By crece y esto implica un cre-
cimiento de la tensién magnética con sentido hacia el
interior que debe ser equilibrada por un gradiente de la
presion con sentido hacia el exterior.

v. Supongamos un tubo de flujo con una densidad de co-
rriente J (1 - r/a) Z parar < ay 0 para r > a, con
J, a constantes. Calcular By(r) para 0 < r < oo y la
presién p(r) si el plasma esta en equilibrio mediante un
balance entre la fuerza debida al gradiente de presién del
plasma y las fuerzas magnéticas. Representar By(r), p

(r). (Asumir que V x B¢(r)qAb = T_I%(qub)é).

S S 1 d _
VxB=j ., ep)={ /e T

2 2
a_):C

TB¢ =C . TB¢|7»:,1— = rBd)|r:a+ K :LL‘](%_ 3
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2 2

J
rB(b:,uJ% ., B,=1"

67

r>a

Vp=ixB d_P:{()—J(l—r/a)pJ(T/Q—r3/3a) r<a

" dr r>a
dp pJ? 5r2 23
% —T(BT—7+—2)T<CL
Y Z A T T
P 6 ( 2 3a = 2a?) +

Sienrt = a, p = pg, tendremos:

3r4

{pOJ“#é]G (20° —ar® + 2= = 37) v <a gy
Po, r>a

o
vi. Consideremos un campo magnético de la forma: B =

Bo(0, f(R),g(R)) en coordenadas cilindricas (R, ¢, z).

Si el campo es libre de fuerzas con a = constante y
B = Byz en R =0, mostrar que f y g son funciones de
Bessel.

Tenemos Br = 0, B, = Bof( ), B = Bog(R) y como
B es libre de fuerzas, V x B= aB por tanto:

(| B R 2

Do 9 i 9 | _

VXB E 3R % 5 —
Br RB, B,
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y eliminando ¢g(R) mediante diferenciacién

13 1 1 2
f—l_ﬁf/_ﬁf:ag/:_afw
R*f"+ Rf'+ (a®R? — 1)f = 0, si ahora utilizamos = =
aR, % = a% (a #0)

se obtiene:

d*f df
207J a 2 _
deQ—I—:z;dx—l—(:L’ 1)f=0

Ecuacion de Bessel de primer orden, entonces

f(R) = Ji(aR),Yi(aR)

Como Yi(aR) es logaritmicamente singular en R —
0, para tener un campo magnético finito en R — 0
tomamos:

f(R)=c . Ji(aR) ,,

B¢ = CB()Jl(OéR)
Como ¢'(R) = —af(R) = —acJi(aR)

d d
% = —acti(aR) ,, ﬁ = —c1Ji(z) =
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dJQ(LL')
d;l} 7

g=clo(z)+d ,,

=cC

g(R) =clo(aR) +d

por tanto

Bz = B()OJ()(OéR) + Bod

y cuando R — 0,
Jo(OéR)-}l - Bo(C—|—d):B0 - ct+d=1

Si d = 0 (entonces no existe componente z uniforme
cuando R — o0), ¢ =1 y:

B¢ = Bojl(aR) Bz = Bojo(OéR)

En el eje z (R =0),B; =0 (J1(0) =0) y B, = B,
es decir, tenemos un campo de lineas rectas sobre el eje
Z. A medida que nos alejamos, B, decrece y By crece.
El hecho de que .J; y Jo puedan anularse (e invertir su
signo) significa que a un cierto radio (dependiendo de
la eleccion de «) el campo se transforma en completa-
mente azimutal y luego B, se invierte lo cual no es una
situacion realista para la atmadsfera solar.

Jo(aR) =0 aR=jo(s) s=1,2.3

(s)

siendo 75 los ceros de J.
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18.2 Flotabilidad magnética

Parker sugirié que una vez se ha formado un tubo de flujo en
la zona de conveccion, asciende por flotabilidad magnética y
produce un par de manchas en las zonas en que atraviesa la
fotosfera solar.

Supongamos que la presién del gas y el campo magnético
en el interior del tubo son p;, B; y que la presion externa
al mismo nivel es p., entonces debe cumplirse, en equilibrio,
pe = pi + (B?/2p). Sila T es uniforme y las densidades son
Pe, Pi, tendremos

kBT,Oe _ kBT,Oz n BZ2

m m 2u

s Pe > Pi (185)

El plasma en el interior del tubo sufre una fuerza resultante de
ascenso (p. — p;)g por unidad de volumen, que tiende a hacer
subir el tubo. Cuando el tubo se curva aparece la tension,
entonces:

2
¢

(pe = pi)g > ol

y usando la ecuacién (18.5) tenemos

2kgT

mg

L > =2A

Es decir, un tubo que es mas largo que dos veces la altura de
escala local sera arrastrado a la superficie.

Si se considera un tubo de flujo delgado (r << L), el equilibrio
de este tubo en la atmosfera solar puede obtenerse a partir de:

JxB=Vp+pi=0
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De la ecuacion anterior puede obtenerse que la forma del tubo

viene dada por:

B _
podz

(pi = pe)g coth

El miembro de la izquierda representa la tension mientras que
el miembro de la derecha describe la flotabilidad. Fuera del

tubo tenemos equilibrio hidrostatico dado por p, = p.,e >/
(imponemos T = cte) ,, (pi —pe) = Lg(pi — pe), con lo cual
la ecuacion inicial se reduce a:
B*do 1
: _ —z[/Ay, .
— = —¢ o — Deo )COL 0
LA A (Pio = Peo)
Si resolvemos esta ecuacion y usamos g—; = tg 0 se obtiene que
la forma del tubo viene dada por:
Y H-z)/A
1Y =
99A

z = H es el punto mas alto del tubo y la separacion de los
pies (z = 0) es 2W, siendo:

W = 2Aarctg [¢/A —1]1/?

En general, existe una anchura critica para la cual el tubo flota
indefinidamente con H — oo. Esta anchura critica quiere
decir que a partir de ese momento la tension magnética no es
capaz de equilibrar a la flotabilidad.
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Protuberancia solares

Son nubes de plasma frio situadas en la corona solar. Sus
temperaturas son 100 veces menores y sus densidades 100 o
1000 veces mayores que las de la corona. Han sido clasificadas
morfolégicamente en diferentes clases pero parecen existir dos
tipos basicos: Quiescentes y Activas.

(a) Quiescentes: Son estructuras estables que pueden perdu-
rar durante meses. Sus dimensiones caracteristicas son 100
Mm de longitud, 50 Mm de altura y 6 Mm de altura, su den-
sidad es ~ 107" g - em™ y su temperatura ~ (5 —10) x 10° K.
(b) Activas: Estdn situados en regiones activas y asociadas
usualmente con fulguraciones. Son estructuras dinamicas con
movimientos violentos y tienen vidas medias de minutos u ho-
ras. Los valores de temperatura, densidad y campo magnético
son mayores que en el caso de las quiescentes.

Los campos magnéticos de las protuberancias quiescentes ob-
servadas en el limbo tienen una componente en la direccién
de la linea de visién (efecto Zeeman) que varia entre 0 - 20
G y alguna observacién ha sugerido que el campo magnético
crece ~ 50% a lo largo de la altura de la protuberancia. El
angulo medio entre la direccién del campo magnético y el eje
longitudinal de la protuberancia es ~ 15°. En una activa, el
campo oscila entre 20 y 70 G pudiendo llegar a 200 G, pero

311
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parece que en el caso de las activas el campo esta estricta-
mente alineado con la protuberancia.

Las vidas medias de los filamentos varian segun estén asocia-
dos con regiones activas en desarrollo, en declive o con resi-
duos de regiones activas. Para los de latitudes bajas, la vida
media es de 2 rotaciones y para los de altas es de 5 rotaciones.
Los filamentos de baja latitud se forman alrededor de 4-30°
de latitud cuando se inicia el ciclo solar y se desplazan progre-
sivamente hacia el ecuador. Los de latitudes altas empiezan
a aparecer aproximadamente 3 anos después del maximo del
ciclo, entre 40 y 50 grados de latitud, se mantienen hasta
el minimo y luego migran hacia los polos. A medida que la
protuberancia migra hacia el polo, se sitia cada vez mas en
sentido Este-Oeste, debido a la rotacion diferencial, formando
al final una “corona polar” ~ 79° de latitud. A veces la protu-
berancia alcanza la cromdsfera a través de una serie de “pies”
regularmente espaciados que parecen estar localizados en el
contorno de los supergranulos. En las quiescentes puede ob-
servarse una estructura fina en forma de haces verticales de
longitud ~ 5000 km y diametro ~ 300 km en los que el ma-
terial parece fluir continuamente hacia la cromdsfera con una
velocidad ~ 1 km/s. La pérdida de masa es inmensa y vaciaria
la protuberancia en un dia si no fuera renovado.

Las protuberancias quiescentes y las activas pueden activarse
y exhibir movimientos a gran escala, que a veces conducen a
una erupcion de la protuberancia mientras que, en otros casos,
el material cae a lo largo de arcos con v ~ 100 kms™!, o la
protuberancia oscila amortiguadamente (2-5 oscilaciones).
Las protuberancias desaparecen por disolucién o por erupcion.
En el caso de una erupcién, la protuberancia puede desapare-
cer, con parte de su material escapando del Sol, mientras el
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resto cae hacia la cromosfera. En dos terceras partes de los
casos, la protuberancia se reforma en el mismo sitio y con la
misma forma en 1-7 dias. A la erupcién de una quiescente se
le llama “Desaparicién brusca”. La causa de la erupcién no
es clara y puede ser: inestabilidad del campo magnético, per-
turbaciéon producida por una fulguracion, emergencia de flujo
magnético cerca de la protuberancia, causas térmicas, etc.
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Soporte de Protuberancias

Los modelos tedricos que tratan de explicar como se soporta
el material de una protuberancia en el interior de la corona
solar pueden clasificarse en dos tipos: (a) De polaridad nor-
mal; (b) De polaridad inversa. En los modelos de polaridad
normal, el campo magnético emerge de la superficie solar a
un lado de la protuberancia, atraviesa el material y retorna
a la superficie por el otro lado, En los de polaridad inversa,
existe una inversién del campo magnético y un punto neutro
tipo X debajo de la protuberancia. Un modelo de polaridad
normal es el Kippenhahn-Schliter. En dicho modelo, la pro-
tuberancia se considera como una hoja delgada, isoterma y
unidimensional, en el sentido de que todas las variables de-
penden inicamente de una coordenada. Las lineas del campo
magnético estan deformadas por el plasma de la protuberan-
cia y el campo magnético juega dos papeles diferentes, por
un lado, proporciona la tensién necesaria para equilibrar la
gravedad y soportar la protuberancia y, por otro, la fuerza
debida al gradiente de presiéon magnética equilibra al gra-
diente de presion del plasma y lo comprime. El estado de
equilibrio de una protuberancia esta gobernado por la mag-
netohidrostatica

Oz—Vp—pglzr—l-]_"xé

315
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p=pRT

—

Si tomamos B = (B;,0, B.(x))

— a A
VxB=—-——B8,
% ox J
T 0 4 0 J -
) x B=—-B,—B,1+ B,—B.7+ B,—B.k
J X ox Lt ox I+ ox

y descomponemos la ecuaciéon magnetohidrostatica en com-
ponentes, tenemos:

dp B, 0 d B?
X:0=—F+—-—-—8B, vy T 7\l =) = 20.1
00 Jdr p Oz da;(p—l_Q,u) 0 (20.1)

B, dB.

(20.2)

0Z:0=—pg+ —
@ dx

las condiciones de contorno que se toman son: p — 0, B, —
+ B, cuando ¥ — +oo y por simetria B, = 0 en z = 0.
De (20.1)

2
P+ 2—Z = constante

de donde ,
X — constante
2p
y por tanto
B2 _ B2
P=

usando este resultado en (20.2), tenemos:
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‘ B, dB,
_mpg | B.dB.
kgT  p dx

B: — B? dB
Z00 z Bz zZ
2A dzx

e integrando

B, = B.tanh <Bzoo$)

2B, A
ya que la constante es nula. Con este valor de B, puede
obtenerse la expresion definitiva para la presion:

2

B B,z
— 200 h2 ( Z00 )
P=, %" \3B,A

La protuberancia se concentra en la zona en la que la presion

es diferente de cero y forma una hoja vertical e infinita de
materia. Evidentemente, la configuracion magnética escogida

satisface V- B = 0.

0B, 0B, 0B,
oz dy 0z

Si B, = B.(z), B;, B, pueden ser constantes. Este modelo

clasico de soporte de protuberancias quiescentes tiene una se-
rie de defectos: (a) T = constante; (b) Es unidimensional; (¢)
No conecta la protuberancia con el campo magnético externo;
(d) Hoja vertical oo de materia. La solucién de estos proble-
mas no es sencilla. Para quitar T = constante, es necesario
incluir una ecuacién de energia que explique el intercambio
energético entre protuberancia y corona. Pasar de 1D a 2D 6
3D es un problema dificil ya que se desconocen las condiciones
de contorno a aplicar y, ademas, se obtienen PDE’s dificiles de
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resolver, etc. El soporte de la protuberancia también puede
explicarse de otra forma:

—

Jx B=—pg

y la masa de la hoja de corriente viene dada por:

)2
=ty [,
y la corriente:
d/2
7% =lim
d—0 —d/2
como j = —idﬁ;, podemos escribir:
oo ] lim{B,(d/2) — B,(—d/2
= i Bdf2) = Bul-d/2)}
de donde: |
—j* = —[B:]
]
es decir:

1
—[B.|B, = —p°g
U

El salto en el campo vertical proporciona la fuerza de Lorentz
necesaria para el soporte de la protuberancia. La forma de
las lineas de fuerza para una configuracién de Kippenhahn-
Schluter puede obtenerse a partir de:

BZO BZO $>
tanh — | dx =
= / B an (23950/\ r=z+c,
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B,
2Alog cosh (23:0 %) =z+4ec

Podemos observar que las lineas de fuerza estan curvadas de
tal manera que la tension magnética se opone a la gravedad
y, ademas, la fuerza debida al gradiente de presiéon magnética
comprime a la protuberancia equilibrando la fuerza debida al
gradiente de presion del plasma. Si suponemos que la tem-
peratura no es uniforme sino que depende de la coordenada
horizontal, T' = T(x), entonces

BuwdB, 1
podr  2A(z)

(B — BY).

la ecuacion sigue siendo separable y la unica diferencia es que
el miembro de la derecha produce

1 dz [(x)

QBzO A(J?) B$0

obteniéndose

B,
B. = B,ytanh (235()[(:1:)) )

20.1 Modelo de Kippenhahn-Schluter
con ecuacion de energia

Deberiamos resolver las ecuaciones
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B, dB,
0=—rs+- "0
junto con
d ar B,
e kT ) = X0 T — ko

Las condiciones de contorno usadas son: p = p;,T = T} en
xr = +A; y por simetria B, = % =0enz =0 (T,p re
presentan condiciones coronales) y el campo magnético viene
dado por E(BO,By,BZ(m)) con By, B, constantes. Tenemos
un problema con condiciones de contorno en los extremos y
po, To son determinados por la solucion. La solucion depende

de dos parametros

8= 2pp1

Los cambios en 8 modifican B, y variando B,/B;, varia la
cizalladura (¢ = arctg g—i). La soluciéon numérica de las
ecuaciones indica que la temperatura central depende de 3 y
B,/ B.. El resultado neto es que las soluciones de tipo protu-
berancia solo son posibles para un estrecho rango de 5y ¢. El
Bmaz proviene de la magnetohidrostatica, si B, = constante,
Bmaz determina py,,..., y como la presién coronal decrece con
la altura, la protuberancia no puede existir por debajo de una

. Cuanto mayor sea el valor de B,, mayor

cierta altura (h, ;)

podra ser el valor de py, por tanto la protuberancia puede
formarse mas abajo, es decir, las protuberancias en regiones
activas pueden formarse a menor altura que las quiescentes.
El méaximo en la cizalladura es un resultado de la energética

y podemos ver que para ¢ > ¢4, N0 existe protuberancia.
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20.2 Modelo de Hood-Anzer

Este modelo es bidimensional y pretende ofrecer una visién
unificada en la que la estructura magnética interna de la pro-
tuberancia estda conectada a la externa formada por una ar-
cada coronal. Asi mismo, obvia el que la temperatura sea una
constante tnica para la protuberancia y la corona. Partimos

de:

V-B=0 (20.3)
Vp = (V x B) x B/u — pgk (20.4)
p=pRT/[i (20.5)

siendo fi igual 0.5 en la corona y 1 en la protuberancia. Su-
ponemos que:

B =(X(z),Y(x), Z(z))e " (20.6)
p= P(z)e (20.7)
T=T(z) ,, H)= %Ef) (20.8)

El modelo asume dos regiones, una caliente, tipica de la corona
y otra, mas fria, tipica de protuberancia. El resultado pro-
porciona una estructura magnética, conectada a la fotosfera,
con una depresion en la parte central capaz de soportar la
protuberancia
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Formacion de protuberancias

Parker puso de manifiesto que si la conduccién térmica fuera
ineficaz, inestabilidades térmicas podrian ocurrir en la corona
solar, debido a la forma del término radiativo presente en la
ecuacion de energia. Si suponemos que el plasma esta inicial-
mente en equilibrio con temperatura Ty y densidad pg, bajo
un balance entre calentamiento mecanico hp por unidad de
volumen y radiacién yp?T®, tenemos:

0=nh—xpdy

Para una perturbacién a presion constante pg, tenemos

aT N
CPW =h —xpT
sustituyendo
h = xpoTg

y

_ Mmpo

kT
entonces
aT N Tt
cpa = XpTO (1 - Tooz—l)
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si @ < 1, un pequeno descenso en la temperatura, 7' < T,
hace que el miembro de la derecha sea negativo, %—f <0y
la perturbaciéon continua, tenemos una inestabilidad térmica
con una escala de tiempo

Trad = &/ (XpoT5 ")

En general, a < 1 para 7' > 10° K. La inestabilidad térmica
puede ser impedida por conduccién de calor a lo largo de las
lineas de fuerza, lo cual se representa mediante un término adi-
cional p~'V - (k) VT) (por unidad de masa) con k = koT/2.
Si la longitud de una linea de fuerza es L, el tiempo de con-
duccién es

7. = L*pocy/(koT5")
Cuando L es tan pequeno que 7. < T,.4, €l plasma es
térmicamente estable, pero si L excede el valor
koTy

)1/2
XP%

Lmaz — (

obtenido igualando 7. y 7,44, la inestabilidad térmica aparece,
lo cual es importante para la formacion de protuberancias.

21.1 Formacidén en una arcada coro-
nal

Consideremos una arcada magnética libre de fuerzas dada por

-

ixB=0

dp _
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consideremos, asi mismo, una ecuacion de energia

d dT. kjdBdT

—(ky—) — L= — = p]TY —
ds(”ds) B ds ds pX p
Tomando
L
B, = —%Bocos%e_z/a (21.1)
2 Tz
B, = (1 - WQaQ)BOCOSTe_Z/a (21.2)
B. = Bosinz—we_z/“ (21.3)

adoptemos como condiciones de contorno:

n:no:5-1014m_3} _ 0

T="T,=108K
dT
ds N

El modelo de arcada resultante depende de 5 parametros py,
To, h, L (anchura de la arcada), v (cizalladura). Si el calen-
tamiento en la base es mayor que la radiacion, la temperatura
crece con la altura, en caso contrario, la temperatura decrece
inicialmente y luego empieza a crecer cuando la radiacion es
menor que el calentamiento. Si 7Ty crece, la conduccion es
mas importante lo cual implica que el plasma se convierte
en isotermo. Si p, crece , L, crece por tanto tenemos el
efecto opuesto. Si py excede un valor critico (~ 10"m™?),
el plasma empieza a enfriarse para formar una protuberancia,
arrastrando nuevo material a lo largo de las lineas de fuerza
durante el proceso. La densidad critica decrece si L. o v crecen.
Cuando ~v crece, la longitud de las lineas de fuerza crece y el
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efecto estabilizador de la conduccion disminuye. Puede obser-
varse que una region fria se forma a una £ ~ 20.000 km. Si v
crece, el rango de alturas en las cuales no es posible encontrar
un equilibrio crece. Si consideramos las lineas de campo de
la arcada, a medida que vamos hacia arriba la longitud de la
linea crece y el efecto de la conduccion decrece, pero al mismo
tiempo la densidad decrece lo cual afecta a la radiacion; por
tanto, es éste balance entre crecimiento de la longitud de las
lineas de fuerza y decrecimiento de la densidad, lo que de-
termina el que se produzca o no la inestabilidad térmica. Si
la conduccion excede a la radiacién la arcada estard llena de
plasma caliente estable (~ 10°K); si la radiacién domina para
algin rango de alturas, el plasma se enfria para formar una
protuberancia.

21.2 Formacion en una hoja de co-
rriente

Los filamentos activos pueden estar situados en la frontera
entre polaridades magnéticas opuestas de dos regiones acti-
vas, es decir, la formacion puede tener lugar en una hoja de
corriente. Las protuberancias quiescentes también pueden for-
marse en hojas de corriente, apareciendo en la frontera entre
regiones magnéticas de polaridad opuesta, y en las observa-
ciones coronales parecen estar situadas en la base de coronal
“streamers” que indican una estructura cerrada de lineas de
fuerza y por encima de ella una estructura abierta. Kuperus
y Tandberg-Hanssen propusieron un modelo de formacion en
el cual la estructura magnética cerrada sobre una regién ac-
tiva, era abierta por fulguraciones, formandose una hoja de
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corriente, la protuberancia condensa en ella y durante el pro-
ceso las lineas de fuerza se cierran sobre ella formandose el
“streamer”. A medida que el plasma condensa y arrastra al
campo magnético con él, la presién magnética crece pero se
desarrolla una inestabilidad que destruye el campo y crea bu-
cles magnéticos que pueden aislar el plasma; por otra parte,
la reconexién magnética produce una estructura cerrada en la
base que ayuda a soportar la protuberancia.

Si suponemos que las condiciones de equilibrio en el interior de
la hoja estan caracterizadas por un plasma con presion pqg,
densidad pgg, temperatura Ty, mientras que las exteriores
vienen dadas por py, p1, 11, By, el equilibrio viene dado por:

2

P2o =P+ ﬂ
d dT
(ko™ ==) = p’XT* + hp =0
y dy
con
kg

P20 = —,020T20
m

si el calentamiento equilibra la radiacion fuera de la hoja te-
nemos h = py1x117" y podemos escribir

T, —T
h0T250/217L220 — p2oXTy + prxa Ty =0
20

y hay que resolver las ecuaciones anteriores para determi-
nar psg, poo, I20 en funcion de L y B. A medida que nos
movemos a lo largo de una curva de equilibrio con [ cre-
ciente, la temperatura de la hoja decrece lentamente y si ex-
cedemos una [,,,,, no existe equilibrio caliente y el plasma
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se enfria a una temperatura tipica de protuberancia, para

B =1G, Lyu: = 50.000 km
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Nuevas Teorias

Hasta hace algunos anos la teoria de protuberancias estaba
basada en: (a) Formacién por inestabilidad radiativa cuando
la longitud del bucle coronal excede un valor critico tal que
el tiempo de conduccién excede el tiempo de radiacion; (b)
La estructura magnética alrededor de la protuberancia es una
arcada magnética libre de fuerzas y altamente cizallada; (c)
La cizalladura es producida por un flujo fotosférico paralelo a
la protuberancia; (d) El material de la protuberancia es esen-
cialmente estatico y es soportado en una depresion del campo
magnético; (€) La erupcién se produce cuando el retorcimiento
de los tubos de flujo o la cizalladura es muy grande. Recientes
observaciones sugieren que cuando uno mira la estructura cro-
mosférica proxima a una protuberancia se observa que las
fibrilas estan alineadas paralelamente a ella, asi mismo las
“plagettes” apuntan en diferentes direcciones en los dos lados
del filamento. Esto implica que el campo magnético del canal
del filamento es horizontal y dirigido a lo largo del canal, en-
tonces, si uno se encuentra en la zona de polaridad positiva y el
campo magnético apunta hacia la derecha el filamento recibe
el nombre de “dextral”; si apunta hacia la izquierda recibe el
nombre de “sinistral”. En 1994 se descubrio que los filamentos
quiescentes en el hemisferio norte son “dextral” mientras que
en el sur son “sinistral”, independientemente del ciclo solar.
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Asi mismo, los filamentos “dextral” tienen “barbs” desviadas
hacia la derecha mientras que los “sinistral” las tienen hacia la
izquierda, y estan ancladas, sorprendentemente, en fragmen-
tos magnéticos pequenos en el centro de los supergranulos.
Por otra parte, las nubes de plasma magnetizado en el es-
pacio interplanetario estan retorcidas hacia la izquierda en el
hemisferio norte y hacia la derecha en el sur. Un modelo
de protuberancia que explique estas observaciones ha sido
propuesto recientemente. Inicialmente, la rotacién diferencial
actua sobre el campo magnético que se encuentra debajo de
la superficie solar, mientras el campo magnético coronal per-
manece potencial, produciendo la direccion correcta para los
canales de los dos tipos de filamentos. En la fase de formacién
del canal, el campo magnético tiende a flotar hacia la super-
ficie a causa de la conveccion y de la flotabilidad magnética
y emerge como un conjunto de dipolos con la orientacion del
campo subyacente. La emergencia y cancelacién a pequena
escala permite, poco a poco, dar lugar al flujo magnético del
canal del filamento paralelo a la linea de inversion de polari-
dad magnética. Cuando el filamento se forma, cancelaciones
a gran escala debidas a los flujos supergranulares forman, de
manera sistematica, lineas de fuerza alargadas paralelas a la
linea de inversion de polaridad magnética, las cuales elevan
material frio a la corona. Entonces, el filamento esta for-
mado por muchos “threads” a lo largo de la linea de inversion
de polaridad. Finalmente, la erupcién del filamento y la ar-
cada da lugar a las nubes magnetizadas con el sentido del
retorcimiento correcto.
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22.1 Protuberancias estelares

Durante los ultimos afnos, se ha descubierto la existencia de
nubes de material frio embebidas en las coronas calientes de
estrellas de los ultimos tipos espectrales. Algunos autores su-
gieren que dichas nubes se forman en la region exterior al
radio de corotacion kepleriano mientras que otros mantienen
lo contrario. Pocos modelos tedricos existen para explicar
la existencia de estas llamadas “protuberancias estelares” y
practicamente todos son una extension del caso solar. Algun
autor sugiere que las nubes frias se forman, por inestabilidad
radiativa, en las cispides de bucles coronales que se extien-
den mas alla del radio de corotacién, en este caso, la fuerza
centrifuga equilibraria la inestabilidad Rayleigh-Taylor y este
tipo de soluciones ha sido explorado recientemente desde el
punto de vista térmico. Otros modelos usan, bien, lineas de
corriente para representar el filamento en equilibrio, o bien,
tubos de flujo delgados deformados en la cuspide de manera
que se pueda soportar el material frio.
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Ondas magnetohidrodinamicas

Las ondas son muy importantes y han sido observadas en
una gran variedad de fenéomenos solares. Por ejemplo, las ob-
servaciones han puesto de manifiesto la existencia de ondas
en las manchas solares, protuberancias, campos magnéticos
coronales, etc. En principio, podemos esperar que las on-
das sean anisotropicas ya que el campo magnético introduce
una direccion preferencial en el plasma. Para investigar el
fenémeno ondulatorio suponemos que la amplitud de las ondas
es pequena de manera que podemos linealizar las ecuaciones

de la MHD alrededor de un estado de equilibrio.

23.1 Ecuaciones linealizadas

Antes de linealizar vamos a definir el equilibrio. Si suponemos
un estado basico estatico, debemos satisfacer

Vipo = jo X By + pog,

.
V . BO - 0
la ecuacion de estado y una ecuacion de energia. Teniendo el

estado de equilibrio, entonces tomamos

B =B+ 51(F7t)7
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7 =0+ a(7 1),

p=po+ pl(th)a

p = po+ pi(7,1),

denotando con el subindice 0 las cantidades del equilibrio y
con el subindice 1 las cantidades perturbadas. A continuacion,
sustituimos estas expresiones en las ecuaciones MHD y des-
preciamos los productos de términos pequenos, por ejemplo,
en la ecuaciéon de continuidad tendriamos

dp o Opo  Op .
o TV () =25+ 22+ V- ((po + p1)0h)
a —
% + V- (poth) = 0.
De la misma forma, si suponemos MHD ideal (R,, — o0)
tenemos
a —
% + V- (poth) = 0.
av V x B . VxB =~ .
Poa—;:—vm—l- L x B+ 0><B1+,019,
8' = —
% + U1 - Vpo = —ypoV - 1,
9B,

W:VX(’L_)HXB’()),
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V-B =0
estas ecuaciones linealizadas pueden combinarse para obtener
925, ap, OB, ~ 1_ - 8B, 9p .

1
= VI L S Byb —V x Byx ot O
PO 5 TR TR R Rk R TR TR

y si eliminamos la densidad, presion y campo magnético per-
turbados, se obtiene

82171 = = 1 - = =
pow = V[Ul . Vp0—|—7p0V . ’Ul] + ;[V x V % (’Ul X Bo)] X BO

1 = . B L
—|—;[V X Bo] x V x (’Ul X Bo) —V- (poUl)g.

siendo esta la ecuacién linealizada del movimiento que consti-
tuye la base para el estudio de las ondas MHD y las inesta-
bilidades MHD.

23.2 Omndas acusticas

Consideremos un problema simple en el que tomamos el campo
magnético y la gravedad igual a cero, lo cual es equivalente a
suponer un plasma con un (3 elevado y es valido para longi-
tudes mucho menores que la altura de escala de presion. De

esta forma el equilibrio satisface
Vpo =0 = po= constante

el equilibrio es uniforme y si suponemos que la densidad pg es

también constante, entonces

po = constante, pg = constante
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y sustituyendo en la ecuacién del movimiento, obtenemos
2=
8 (%]

Po 512

= ’YPOV(V : 771)-
Ahora, definimos
A - V . ’171

y tomamos la divergencia de la ecuacién del movimiento para
obtener una ecuacion de ondas para el escalar A

0? j

Z A= 0gp,

8752 Po
La velocidad caracteristica del sonido es ¢, definida como

2 =10
Po

y la ecuacion de ondas para las ondas acisticas es

a—QA = *V?A (23.1)

> * '

observemos que estas ondas viajan a la velocidad del sonido y
que se supone que A no es cero, por tanto, las ondas sonoras
son compresivas.

23.3 Analisis de Fourier

Como los coeficientes de (23.1) son constantes podemos hacer
un analisis de Fourier de A suponiendo

A = Aoei(wt—l_c‘w:'),

siendo Ag una constante y k-7 = ko + ly + mz, por otra
parte, w es la frecuencia, k= (k,l,m) es el vector de on-
das y ¥ = (x,y, 2), el vector de posicién. La forma de A es
particularmente util ya que
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0 . 0? o

at " o T T
o
or —tk, ox? -k

siendo k el numero de onda horizontal,
V.= —ik, V=—ik, Vx=—ikx.
y podemos definir el numero de onda total como
K=K +1+m’
de esta forma, la ecuacién de ondas se convierte en
—w'A=—-K’CA = (- KA =0,

por tanto, o bien A = 0, y tenemos la solucién trivial p; =
p1 = 0, entonces v7 = 0, o bien el coeficiente de A ha de ser
igual a cero, entonces

siendo esta la relacion de dispersion para las ondas acisticas.
La relacion

w = w(%)

puede usarse para definir dos cantidades importantes, la ve-
locidad de fase y la velocidad de grupo. La velocidad de fase

€s
w

K’

y en el caso de las ondas acisticas es

Cph
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La velocidad de grupo es

a_w_(a_wa_wa_w)
ok Ok’ ol’om’

¢y =
y para las ondas sonoras tenemos
w? = (k‘2 + 124 m2)cg.

diferenciando

0
Qs = (2kc?, 212, 2me?),
ok

2 [/A .
=, = 2k, 1,m) = Ak = £e,k.
w w

La velocidad de fase da la velocidad de propagacién de una
onda individual mientras que la de grupo da la velocidad y
direccién de transporte de la informacion y la energia.

Una alternativa para obtgner la relacion de dispersion para

ondas sonoras es poner By = 0y ¢ = 0 en las ecuaciones
linealizadas y hacer el analisis de Fourier. De esta forma, se
obtiene
. . . 1 (ko
= wwpy = 1pok - U] = ’0—:( )
Po w

= Z.powl_)l = ikpl = U= —

= p1 = ypolk - 01) = p1 = %Pl = p1 = clpi.
0

a partir de estas ecuaciones podemos observar que: (a) la
velocidad perturbada es paralela al vector de onda, lo que
significa que los movimientos estan alineados con la direccion
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de propagacién, por tanto, la onda es longitudinal; (b) Si

-

k - U1 no es cero, entonces p; y p; no seran cero y decimos

que el movimiento es compresivo, lo cual es caracteristico de
—

las ondas sonoras. Si hacemos el producto escalar de k& con la

velocidad perturbada obtenemos

E . 171 - p—1[(2

wWpo
y llegamos a
P _wﬂl _wpr K?p
=t 2 A
po € po «w pPo
de donde
W = K22

como antes.

23.4 Omndas de Alfvén

Veamos ahora qué sucede si tenemos campo magnético. Su-
pongamos que en el equilibrio tenemos un campo magnético

uniforme
By = By?
y sea
po=0,9g=0
pero
po # 0

esto nos permite ver el efecto del campo magnético sin tener
que preocuparmos de las ondas acusticas. Si suponemos que
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no existen variaciones de densidad o presion, entonces, a partir
de la ecuacién de continuidad perturbada tenemos

Vf))l:()

si tomamos componentes de Fourier, esta suposicion se reduce
a
[{7 . ’171 - 0
ahora, la ecuacién linealizada del movimiento seria
—p0w2171 = —[k X k X (171 X Bo)] X Bo/lu
de donde
171><B0:’L_]‘1',§:0.

de manera que el movimiento es transversal a la direccion de
equilibrio del campo magnético. Usando identidades vectoria-
les, el miembro de la derecha de la ecuacion del movimiento
puede escribirse como

k x (171 X Bo) = (k‘ . BO)_)I — (k . _’1)B0 = (k . Bo)ﬁl,
de donde

EXEX(61XBO):(]€'§0)]€X171

y finalmente

- - — -

[kxkx(ﬁlxéo)]xBo

Il
~
o~
o
(e}
SN—
—~
~
X
<
S
N
X
oel
[}
Il
—~
~
oel
[}
SN
[\]
Sl

Ya que
171 . BO - 0

por tanto, la ecuacion de movimiento se reduce a

Lo k. By)?
powQﬁl = (k‘ . Bo)Qﬁl, = IOQCUQ Q
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Si definimos la velocidad de Alfvén como
CQA =

podemos escribir
w = :I:cA(E . l%) = +mecy

que describe ondas de Alfvén que son anisotrépicas (debido a
k- Bp). Observemos que

=g b d
e v es perpendicular a By, el campo magnético y k, la
direcciéon de propagacion. Por tanto, las ondas de Alfvén
son ondas transversales.

e No existen perturbaciones ni de la densidad ni de la
presion y V - 7 = 0, de manera que el movimiento es

incompresible.

23.5 Ondas magnetoacusticas

Investiguemos ahora el efecto del campo magnético y de la
presion del gas pero prescindamos, todavia, de la gravedad.
Consideremos nuevamente un campo magnético By = Bo? y
po = constante. Si hacemos un analisis de Fourier de las
perturbaciones tenemos:

2
—powQUl = —")/pok(k‘ . ’171 — &[k X {k‘ X (171 X 2)}] X 2(232)
]

Ahora, tomemos en primer lugar

2.(23.2)
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para obtener
Wi, = c?m(l_ﬁ) - U1) (23.3)

a continuacion, hagamos

—

k-(23.2)

para obtener

—

Wk 5y) = AKXk - 0) + Ak - [k x k x (7 x 2)] x 2
de donde, usando identidades vectoriales, se obtiene:
WHE 7)) = (2 + AKX (k- 5)) —mK v, (23.4)

(23.3) y (23.4) son dos ecuaciones lineales para v, la com-
ponente de la velocidad perturbada a lo largo del campo
magnético, y (E - U1), la divergencia de la velocidad pertur-
bada que da una idea de la compresion del plasma. Como el
sistema es homogéneo, solo existe solucion si el determinante
es igual a cero y esto proporciona la relacion de dispersion

wt — KZ(ci + ci)wz + KZmzc?ci1 = 0.

para las ondas magnetoacisticas
Finalmente, si tomamos k - ((23.2) x Z), obtenemos

Wk - (01 x 8)] = Ak - 01k - (k x 2) + EAm?[k - (7 x )]
—Amuk- (kx 2) = A (k- #)mk- (5 x 2)+ A (k-01)k- (k x 2).
como muchos de los términos son cero, nos queda

[w? — m?A{k - (71 x k)} = 0.
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y de aqui

2 2 2
w” =m-cy.

Esta es la relacion de dispersion para las ondas de Alfvén
que obtuvimos anteriormente, o sea, la onda de Alfvén no es
influenciada por la presencia de la presion de gas del equili-
brio. Si volvemos a la relacién de dispersion para las ondas

magnetoactsticas vemos que existen dos soluciones para w?

. K? o, K? oy o 222 - 2011/2
w? = 7(% + ) & 7{(% +¢)? — 4K cicycos 0},

siendo m = Kcosf. El signo positivo corresponde a la onda
magnetoacustica rapida y el negativo a la lenta, y observemos
que la velocidad de fase de ambas depende del angulo entre la
direccién de propagacion y el campo magnético del equilibrio.
i. Para # = 0, la propagacion de la onda es paralela a By,

m = K, y tenemos

2 2

2 _
Con = Cs, C4-

la onda lenta tiene
.92 3
¢, = man(cg, cy),

y la rapida
_ 2 2
c,p = maz(cs, cy).

ii. Para 6§ = 7 /4, la velocidad de fase es

2, 2
1
Cpp = SR —g A 5(03 +ci)'?,
para la onda lenta
2, 2
1
Cop = . —g Ay 5(03 + )2,

para la onda rapida.
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iii. Para @ = /2, m = 0, y tenemos

para la onda lenta

c;h = C? + Ci,

para la onda rapida. Por tanto, la onda lenta es como
la de Alfvén en el sentido de que no puede propagarse a
través del campo magnético.
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Conclusion

Tal como hemos visto, las ecuaciones de la MHD permiten
el estudio de los fenémenos producidos por la interaccion
plasma-campo magnético y ayudan a describir y entender
el comportamiento de las estructuras coronales solares. Asi
mismo, esta técnica sirve para estudiar cualquier otro fenémeno
semejante que se produzca en el Universo y, cada vez mas,
esta siendo aplicada a los discos de acrecién magnetizados, a
los “jets” en galaxias, a los “cooling flows” y al estudio de
la actividad estelar. Sin embargo, no debemos olvidar que
el Sol es un objeto cercano, que podemos observar con alta
resolucion, y que es crucial para la vida terrestre, por tanto,
merece toda nuestra atencién al objeto de intentar compren-
der mas profundamente como funciona y poder extender este
conocimiento al resto del Universo.
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