Capitulo 3

Espaciotiempos Warped.

3.1. Introduccion y primeras propiedades.

Dadas dos variedades con métrica (Mi,hy) y (Ms, he) y una funcién real diferenciable 6 : M; — R,
(factor de warping ), construimos una nueva variedad métrica (M, g) con M = My x My y

g =mhy ® €73 hs, (3.1)

donde 71, w2 son las proyecciones candnicas sobre My y M respectivamente. Esta estructura se llama
variedad con producto warped, y en el caso en que (M, g) es un espaciotiempo (i.e.: dimM =4y g una
métrica tipo Lorentz) lo llamaremos simplemente espaciotiempo warped. Uno de los ejemplos més
simples de espaciotiempo warped es el universo de Friedman-Robinson-Walker; pero este tipo de es-
tructura contiene una gran cantidad de espaciotiempos de interés en Relatividad General: las soluciones
de Bertotti-Robinson, Robertson-Walker, Schwarzschild, Reissner-Nordstrom, de Sitter, etc. Asimismo,
estos espaciotiempos se pueden ver, en un cierto sentido, como generalizaciones de los espaciotiempos
descomponibles.

La importancia de los espaciotiempos warped es que su geometria y, como veremos, también su fisica,
estd directamente relacionada con las propiedades de sus subavariedades factor M7, My de dimension
menor y que son, en general, mas faciles de estudiar. Se tiene asi un método tutil para estudiar grandes
familias de espaciotiempos. Si el factor de warping es constante, el espaciotiempo es descomponible,
tal es el caso de la solucién de Bertotti-Robinson o el universo estatico de Einstein. Si el factor de
warping no es constante, encontarmos grandes familias de espaciotiempos: por ejemplo todos que son
esféricamente, plano o hiperbdlicamente simétricos, todos los estdticos, y muchos maés de interés en
astrofisica y en cosmologia.

3.1.1. Espaciotiempos warped y descomponibles.

Partiendo de la expresién (3.1) para la métrica del espaciotiempo, simplificaremos la notacién y pre-
scindiremos de las proyecciones candnicas 71, o y escribiremos simplemente

g =h1®e”h,. (3.2)
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donde € es una funcién definida sélo sobre M;. Notemos que siempre podemos reescribir la expresion
anterior como:
g=¢" (e7%hy ® hy) = e (K] @ ho) (3.3)

donde h} = e72’h; es también una métrica sobre Mj; asi pues, la métrica de una variedad warped
estd siempre conformemente relacionada con la de una variedad descomponible.

En nuestro caso dim M7 + dim My = 4 y g tiene signatura de Lorentz; esto es: una de las variedades
(M;, h;) es Lorentz y la otra Riemann. Si se tiene dim M; = 1 o dim My = 1, el espaciotiempo se llama
warped de clase A, mientras que si dim M; = dim My = 2 se llama warped de clase B, que es la
clase en que estaremos interesados.

Los espaciotiempos warped de clase A se pueden caracterizar mediante la existencia de un vector
conforme de Killing (CKV) i, que es no nulo, que no se anula en ningin punto, que es ortogonal
a una hipersuperficie, entonces @ = e~ %4 con ¢’ = /]i%u,| es necesariamente unitario y sin
distorsién (’shearfree’). Si la expansién u%, = © = 0 entonces el espaciotiempo es warped y la
funcién de warping 6 es una funcién sobre la subvariedad de dimensién 3 (clase A2), si la aceleracién
e = uapu’ = 0 entonces es warped y la funcién de warping es una funcién sobre la subvariedad de
dimensién 1 (clase Al). Si © # 0,1, # 0 entonces el espaciotiempo no es warped de clase A pero
estd conformemente relacionado con uno que es 143 descomponible.

Los de clase B, mediante la existencia de dos vectores nulos l_:fi, tales que [“n, = +1 tal que sus
derivadas covariantes se puedan escribir

lap = Blaly — 0 ol + (lce,c)gab (34)
la;b = _ﬁnalb - Q,anb + (nce,c)gab (35)

donde la funcién de warping 6 es tal que su gradiente debe verificar una de las dos condiciones
siguientes

(lanp + nalb)ﬁ’l7 =0, o bien (gab — lamp — nalb)ﬁ‘b =0.
Si estas dltimas condiciones no se cumplen, el espaciotiempo no es warped, pero estd conformemente
relacionado a un espaciotiempo descomponible 24-2.
Véase J. Carot y J. da Costa, Class. Quantum Grav., 10 461 (1993) y también B. Haddow y J.
Carot, Class. Quantum Grav. 13 289 (1996) para mds detalles.

La clase B se subdivide en cuatro casos mas seguin sea el gradiente del factor de warping: Br si es
no nulo y tangente a la subvariedad tipo Lorentz, Bg si es nulo (y por tanto también tangente a la
subvariedad tipo Lorentz), Bg si tangente a la subvariedad tipo Riemann, y Bp si es cero, i.e.: § =
constante que corresponde al caso en que (M, g) es localmente descomponible.

De todas las posibilidades anteriores sélo nos interesara el caso Br. Asi y sin pérdida de generalidad,
supondremos que (M, hy) es Lorentz (coordenadas x4 = (20, 2')) y (Ma, he) Riemann (coordenadas
% = (22,23)); el factor de warping 6 serd entonces 6(z°, !). Llamaremos y notaremo un sistema de
coordenadas adaptado para el espaciotiempo M como z% = (z4,2%) a = 0,...,3 donde 24 y 2* son
las definidas previamente. Siempre utilizaremos este tipo de cartas coordenadas, ademas y para aligerar
la notacién a veces emplearemos los siguientes nombres para las coordenadas: z° = t, 2! = z, 2% =
y, > = z. En este punto vale la pena notar que todos los espaciotiempos que son esféricamente, plano

o hiperbdlicamente simétricos, son casos particulares de espaciotiempos warped de clase Br.

En lo que sigue, escribiremos la métrica en la forma (3.3), y pondremos ademas expf = w~! por
conveniencia; prescindiremos de las primas en (3.3) y de los subindices 1 y 2 en las métricas de las
subvariedades M; y Ms cuando no haya riesgo de confusion, asi el elemento de linea quedara:

ds®> = w2(2P) [hap(zP)dz?tda® + hap(27)dz®dz"] (3.6)
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i.e.
ds* =w™2d8* & G =w 2Gab (3.7)

donde ¢ es la métrica descomponible con la cual estéd relacionad y cuyo elemento de linea es
ds? = hap(xP)dztdz® 4 hop(x?)dadz”. (3.8)

Dado que hap y hag son dos 2-métricas, se pueden escoger siempre las coordenadas 4 y 2 de modo
que ambas tomen formas diagonales (e incluso explicitamente conformamente planas); asi y para fijar
aun mas la notacién, a menudo utilizaremos la siguiente forma de la métrica en nuestros calculos:

ds? = w™2(zP) | = A%(t, x)dt® + B2(t, x)dx2e*QW ) (dy? + sz)} (3.9

Notaremos la derivada covariante con respecto a g mediante un punto y coma (o también V), y la aso-
ciada a § mediante una barra inclinada (o alternativamente V); del mismo modo, los tensores definidos
en (M, g) o referidos a § se notardn mediante .

3.1.2. Observadores adaptados y tetradas.

Otra cuestién importante es la relacionada con los observadores (congruencias curvas tipo tiempo)
en estos espaciotiempos. Un campo vectorial temporal unitario y dirigido hacia el futuro 7 se lla-
mard observador adptado en (M, g) si es ortogonal a una hipersuperficie y tangente a M;. Es-
tos requisitos equivalen a decir que, en un sistema de coordenadas adptado, sus componentes son
0 = (2°(2P), 91 (2P),0,0). BEs facil ver que tales observadores existen siempre y que siempre es posible
escoger las coordenadas x” de modo que ' = 0 mientras que la métrica preserva su forma diagonal (i.e.:
comovil). Construiremos una tetrada adaptada en (M, §) escogiendo un campo vectorial unitario y
de tipo espacio 7 tangente a M y ortogonal a ¥; i.e.: p* = (p°(xP), p!(2P),0,0), y otros dos campos
espaciales unitarios, yj, 7?, también ortogonales a una hipersuperficie, tangentes a Ms y mutuamente
ortogonales y%z, = 0 (asf en una carta adaptada: 7% = (0,0,9%(z7),9>(27)), y expresiones parecidas
para 2%, notemos también que v%y, = ... = p%z, = 0). En términos de esta tetrada adaptada se tiene:

hap = —040B +Pabp, hap = Jas + 2aZp. (3.10)
y un célculo trivial muestra que
f}A/B:,aﬁA{}B+§ﬁAZ§B’ ﬁa/B:O (311)

Pa/p = —abadp +904PB, Pass =0 (3.12)

Notemos que ¥ y a son respectivamente, la expansién y la aceleracién de ¢ en (M, §). Utilizando estas
expresiones, el shear asociado a ¥/ resulta ser (recordemos que wq, = 0):

. PO - . o
Gap =0 (papb - 3hab> , con hg = Gab + Va Vb, (313)

A continuacién definimos un observador adaptado en (M, g), ¢ como ¢ = wff, donde ¥ es un ob-
servador adptado cualquiera en el espaciotiempo descomponible (M, §) como los definidos mds arriba.
Notemos que ¥ es también ortogonal a una hipersuperficie y tangente a M;, sus componentes, en una
carta adaptada cualquiera seran funciones de las coordenadas z” tinicamente. Construimos el resto de
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la tetrada adaptada en (M, g) simplemente como p = wﬁ, ¥ = ng’, y 7= w?, donde los vectores con
sombrero forman una tetrada adaptada en (M, g). En términos de una tetrada adaptada:

JAB = —VAUB +PADPB, YGaf = Ya¥s t+ ZaZs- (3.14)
En cuanto al shear y vorticidad de v se tiene:

Oab = w '6ap = WO (pabb — 3has)

hab = Gab T Va Vb, (315)

Wab = wil(.:)ab =0

Desde un punto de vista geométrico, observadores adaptados y tetradas, parecen muy naturales en los
espaciotiempos warped y en los descomponibles relacionados con ellos. Como veremos, también aparecen
de un modo muy natural en base a consideraciones de caracter puramente fisico.

Notemos que existen observadores que, aun siendo tangentes a M; no son ortogonales a una hiper-
superficie, e.g.: en las coordenadas introducidas en (3.9), consideremos
i = fo, + B 'A% f? — 1'%, (3.16)

donde f=f (mD ,x7) depende de las cuatro coordenadas, es inmediato comprobar que este vector
tiene vorticidad diferente de cero (sus componentes dependen de coordenadas en My y Ms cualquier
carta adaptada). Volveremos a esto més tarde, pero como ya apuntamos, estos observadores son de
algin modo poco naturales desde un punto de vista fisico.

3.1.3. Tensor de Einstein y Espaciotiempos warped.

La geometria del espaciotiempo descomponible (M, §) impone ciertas restricciones que serdn impor-
tantes para nosotros en el estudio de la hidrodinamica en espaciotiempos warped de esta clase y que
tienen que ver con la aparicién de manera natural de las tetradas y observadores adaptados que discu-
timos antes.

Con la notacién y convenciones establecidas, resulta que el tensor de Tensor de Einstein en (M, g) se
puede escribir como

N 3
Gap = Gap + 2w_1wa/b R (wc/d - 2w_1wcwd) Jab- (3.17)

Notemos que Ry es tal que
- 1 . - 1
RAB = §R1h’ABa RAa = 07 Raﬁ = iRQha[ﬁ (318)

donde R; y Ry son los escalares de Ricci asociados con las 2-métricas hap y hag respectivamente. El
escalar de Ricci R es R = Ry + Ry, y de aqui

Gap = —L1Rohag,
Gap =0, (3.19)

Gap = —2Rihag.
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Ademis
wA/a:wa/A:O, wa/ﬁzo, (3.20)

y teniendo en cuenta (3.17), se sigue que G tiene forma diagonal por cajas:

[ Gap O
Gap = ( 0 Gos > , (3.21)

con )
Gap = —5Ra(27)hap + Sap(zP)

Gap=0 (3.22)

Gap = L(2P)hag
donde Sap (y por lo tanto G ) es no-diagonal en el caso general.
En este punto, resulta interesante darse cuenta que de la forma de Gab, se sigue que cualquier campo
vectorial X tangente a M; que sea un autovector de G, (0 equivalentemente de R,p) serd automdtica-
mente un autovector de wg,, y viceversa; y que cualquier campo vectorial Y tangente a Mz que es un
autovector de G (0 equivalentemente de R,p) serd también automéaticamente un autovector de w, Yy

viceversa; en la seccion siguiente demostraremos que todos los autovectores del tensor de Einstein son
necesariamente tangentes a M; o a M, tal y como sugiere la estructura por bloques de G .

Notemos también que casi todas las propiedades fisicas del espaciotiempo que estamos considerando
estan de algin modo codificadas en el factor de warping w, puesto que la contribucién al tensor de
impulso-energia T, = G, del espaciotiempo descomponible subyacente, consiste en un simple corrim-
iento en los autovalores.

3.2. Contenido material de los espaciotiempos warped By.

Dedicaremos esta seccion al estudio de los tipos algebraicos permitidos para el tensor de Einstein, lo
cual, a través de las ecuaciones de campo proporcionara informacién sobre los contenidos materiales
permitidos para estos espaciotiempos.

3.2.1. Observadores y contenido material.

Dado un tensor simétrico de segundo orden como el tensor de energia-momento T, en un espaciotiempo
arbitrario (M, g), y dado un campo vectorial unitario y tipo tiempo cualquiera ' (que supondremos
orientado hacia el futuro) definido sobre M, se puede siempre descomponer Ty, como sigue

Top = pvqUp + Phop + gy + vo Fp + Foop, (323)

donde hgyp es el proyector ortogonal a ¥/, esto es: hqp = gap + Vatp, ¥ €l resto de las magnitudes que
aparecen en la expresién anterior son:

p= Tabvavb7 P= %habTab
Fo=—hET.qv, (3.24)

Hab = hachbd(Tcd - chd)~
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Si T, representa el contenido material del espaciotiempo y ¢ es la 4-velocidad de algin observador,
entonces p es la densidad de energia medida por dicho observador, P es la llamada presién isotrépica
(medida por ese observador), y F® y I, son, respectivamente, el flujo de momento y el tensor de
presiones anisotrépicas que mide el observador ¥. Notemos que

Fvg = g*g = Hape” = 0. (3.25)

Recordando ahora (3.21), se tiene que en el caso de los espaciotiempos warped Br y trabajando en
una carta adaptada cualquiera, el tensor de Einstein tiene aquella estructura diagonal por cajas. Una
inspeccidn directa de la dependencia funcional de las componentes de G, muestra que dada una tetrada
adaptada a (M, g) cualquiera: ¥, p, ¢, Z, el tensor de Einstein, o equivalentemente, el tensor de energia-
momento T,;, se pueden escribir como

Gop =Top = PV + f(vapb + pavb) + Plpapb + PQ(yayb + Zazb)v (326)

para ciertas funciones
p= w2 (%R2($7) =+ Sl (.’L‘D)) ,

P = w? (_%RQ(II;’Y) + S3<.’1?D)) s (327)

F=F@&P) vy P,=Py2P)

Ademas, si definimos el vector nulo k, = v, + pa, la expresién anterior puede reescribirse como

Gap = Top = Fhakp + (p — Fvguy + (P1 — F)papo + Pa(Yalp + 2a2p)- (3.28)

Fisicamente, esto se puede interpretar diciendo que el contenido material de este espaciotiempo se
puede representar siempre como un fluido anisotrépico de 4-velocidad ¥ (comévil con un observador
adaptado), densidad p, presiones Py y Py, y flujo de momento Fp,, (ecuacién (3.26)); o también (ecuacién
(3.28)) como la suma de un fluido anisotrépico con la misma 4-velocidad @, densidad p — F, presiones
P, = P — F y P, mds un campo de radiacién nula dirigido a lo largo de k y que transporta una
densidad de energia F. Esta particién del tensor energia-momento (especialmente la tltima (3.28)) ha
sido extensamente usada en el contexto de la simetria esférica (véase L. Herrera, A. Di Prisco, J. Martin,
J. Ospino, N.O. Santos, y O. Troconis, Phys Rev D 69 084026 (2004), también http://arxiv.org/abs/gr-
qc/0403006 y las referencias que alli se citan).

Es interesante darse cuenta que las descomposiciones anteriores son altamente no-tinicas en el sentido
que Gap 0 Tup se pueden descomponer del mismo modo para todos los observadores v cuyas lineas-
universo sean tangentes a M1 (tanto si son adaptados, i.e.: ¥ ortogonales a una hipersuperficie, como
si no lo son), esto es: cuya 4-velocidad sea v'* = cosh ov® + sinh ¢p® para una funcién arbitraria
é(xP,x7), entonces p,a = sinh ¢v® 4 cosh ¢pp® y también o +p/“. Si ¢ depende de z7 (i.e.:
el observador ¥’ es no-adaptado) la densidad correspondiente p’, presiones Pj, Py, etc. no tendran
la forma funcional dada en (3.27), pero si ¢ = ¢(x) el observador y la tetrada resultantes son
también adaptados y entonces (3.27) se verifica para la cantidades con prima: p’; etc.

3.2.2. El tensor de presiones anisotropicas y el tensor de shear.

Escribiendo G,y en las ecuaciones (3.26, 3.28) en la forma de la ecuacién (3.23) y utilizando el observador
adaptado ¥ para llevar a cabo la descomposicién, se tiene:

Tap = pvavp + Phop + gy + vo Fp + Fovp (3.29)
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donde

oy = 5(Pr — P2) (2papPb — Yalp — Za2b) (3.30)

con Il =P — Ps.

De (3.15) y la expresién de II,;, dada mas arriba, es inmediato ver que el tensor de shear o, de U es
proporcional al tensor de presiones anisotrépicas Il,;, cuandoquiera que ambos tensores son distintos
de cero

Map = Aoap, con A= TIT"twd. (3.31)
Si A < 0, se puede interpretar como un coeficiente de viscosidad de shear: A = —2n, n > 0 siendo
el llamado coeficiente de viscosidad cinematica, y la viscosidad puede verse como la fuente de la
anisotropia en las presiones.

Para cualquier otro observador adaptado @, con

’

v * = cosh ¢ v® + sinh ¢ p?, p/a = sinh ¢ v + cosh ¢ p*
donde ¢ = ¢(x) se obtienen expresiones similares a las anteriores:
p = pcosh2 ¢ — 2F sinh ¢ cosh ¢ + P; sinh? @,
P = % (P{ +2P;),
P| = psinh® ¢ — 2F sinh ¢ cosh ¢ + Py cosh® ¢,
Py =P, Fo=Fpa,
F' = Fcosh2¢ — % (p + Py) sinh 2¢,
hab = Palb + Yals + 2a2s,

1
Mo, = I <p;p§, - ghab> , I'=pP - P,
donde las magnitudes con prima son las que mide el observador ¥'. Notemos que aqui también se
tiene II/,, = N o.,; asi, para todos los observadores adaptados el tensor de presiones anisotrépicas
es proporcional a su tensor de shear.

Esta proporcionalidad se 'remonta’ al espaciotiempo descomponible (M, §); para verlo consideremos la
tetrada adaptada y observador adaptado en (M, §) que estén conformemente relacionados a aquéllos en

(M, g); ie: ¥ =w™17,...,Z=w 17 (véase la seccién anterior); de (3.19) tenemos
C}'AB = —1Ro(—0a0p + pabn),
Gap=0 (3.32)

Gap = —5R1(Jabp + 2a%3)

que también puede descomponerse con respecto al observador ¢ como en (3.23) y asf

Gap = Ty = poady + Phay + Hap + Faby + 0aFs, (3.33)
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con ~
p=3Rs, P=3(-3R+ M)
(3.34)

Fa=0, Ty =11 (pap — $has )

donde II = %(Rl — Rs). De la expresién para o y (3.13) tenemos U = X&ab, y recordando que
Oab = Woap ¥ Hap = Aogp,concluimos finalmente

I,y o Ilgp. (3.35)

La verdadera ecuacién de estado que describe las propiedades de la materia a densidades superiores
a la nuclear (=~ 10 gr/cm?) es esencialmente desconocida debido a nuestra incapacidad para veri-
ficar la microfisica de la materia nuclear a tan altas densidades. Teniendo presente esta incertidumbre,
parece razonable explorar algunas ecuaciones de estado para la anisotropia local comenzando con un
objeto geométrico simple como el tensor de shear o,,. La proporcionalidad entre el tensor de presiones
anitrépicas y el de shear abre la posibilidad de disenar de algiin modo tales ecuaciones de estado.

Ni que decir tiene, un espaciotiempo descomponible de estas caracteristicas no representa por si mismo
ningin tipo razonable de materia (nétese que p + P = 0), sin embargo, es interesante darse cuenta de
como la estructura descomponible 'genera’ de algiin modo anisotropia en las presiones en el fisicamente
realista espaciotiempo warped. Ello contrasta con el factor de warping w, que contribuye a lo que uno
podria llamar a grandes rasgos la ’fisica isotropica’ a saber: la densidad de energia p y la presién
isotrépica P.

3.2.3. Estructura de Autovectores y condiciones de energia.
Veamos ahora como la geometria asumida impone ciertas restricciones sobre el contenido material, y
como se manifiesta esto en la estructura algebraica (autovector/autovalor) del tensor de Einstein.

Notemos que los autovectores del tensor de Einstein G4, son los mismos que los del tensor de Ricci
Rap, y sus correspondientes autovalores estan ’corridos’una cantidad —%R, donde R es el escalar de

Ricci asociado con g, ademds, a partir de la forma de Ggp y de la ecuacién (3.17), se tiene que estos
autovectores coinciden con los del tensor wq .

Asi, los tres tensores Gup, Rap ¥ Wa/p todos tiene el mismo tipo de Segre con los mismos autovectores.
Por conveniencia trabajaremos con el tensor de Ricci en una carta adaptada, asi:

" R4 0
b:< i R%), (3.36)

R4 :R"}B(xD) y RY :f(:vD,x'Y)éoé.

El polinomio caracteristico de R es entonces

con

p(z) = det [RY — zdG] =

p(x) = det (R‘}‘g(xD) - xé‘}‘g) (x — f(az:D7 z7))? (3.37)

y por tanto hay un autovalor repetido x = f que corresponde a dos autovectores tipo espacio tangentes
a M que se pueden escoger unitarios y mutuamente ortogonales, pongamos 4 y Z; entonces tenemos
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en una carta adaptada: y* = (0,0,y%,¥°) y 2% = (0,0, 22, 2®) (ademéds: en una carta en la cual hy es
diagonal y* = (0,0,%2,0) y 2% = (0,0,0, 23)). El resto de autovalores son las raices del polinomio de
segundo grado

q(z) = det (R"}B(xD) —20y) = 2 — tpx + dp, (3.38)

donde tg = RY + RY es la traza de la matriz (R‘y) y dgr su determinante. Se tienen entonces las tres
posibilidades siguientes:

El polinomio ¢(z) tiene dos raices reales.

Si g(x) tiene dos raices reales, digamos A1 y A, ambas serdn funciones sobre M; (i.e.: funciones de las
coordenadas zP) ya que R% son también funciones sobre M;. La condicién necesaria y suficiente para
que esto ocurra es

t% —4dp > 0, (3.39)

o, de acuerdo con nuestras consideraciones previas sobre la estructura de autovalores/autovectores de
R“}B y w"} B> que
2 —4d,, > 0, (3.40)

con
t, = tr (wf}B) y dy =det (w“}B) ;

una expresion que involucra tan solo derivadas covariantes de la funcién w tomadas con respecto a la
métrica descomponible. Este caso corresponde a R% del tipo diagonal de Segre {1, 1} o equivalentemente
a la existencia de dos autovectores de RAB no nulos mutuamente ortogonales (y por lo tanto autovectores
de R%), digamos @ y 7l que sepueden escoger unitarios, tipo tiempo y tipo espacio respectivamente, que
son tangentes a M; y tales que, en la base del espacio tangente a M; formada por ellos (@, 77), la forma

de Jordan de la matriz (R‘;) es
RA, = ( Aol Aoz ) (3.41)

En las coordenadas adaptadas que consideramos, estos dos autovectores son parte de una tetrada
adaptada (i.e.: u® = (u® u',0,0) y n® = (n%nt,0,0) con u® = u®(zP), n® = n?(2P)), y en particular
1 corresponde a un observador adaptado.

De las condiciones —u%u, = nn, = 1, u®n, = 0 es facil ver que existe una funcién ¥ (x”) tal que, en
las coordenadas introducidas en (3.9)

u® = (A~ cosh+p, B~1sinh,0,0),
(3.42)
n® = (A=t sinhy, B~ cosh,0,0),

y existe un cambio de coordenadas en M; tal que ¢ = 0 y la métrica mantiene su forma diagonal (i.e.:
se puede escribir como en (3.9)). Este particular gauge de coordenadas se llama comévil; en este punto
sin embargo, no lo utilizaremos todavia.

El tensor de Ricci tensor y el tensor de Einstein, son entonces del tipo diagonal de Segre con una doble
degeneracion espacial {1,1(11)}, es decir:

Gab = puqup + p11ane + 2 (Yol + 2a2b) (3.43)

que equivale a decir que toma forma diagonal en la tetrada adaptada wug,ng,Ya, 2. Las cantidades
P, P1,p2 vienen dadas por:

1
p= <2R2 + S> w? 4 2ww 4 gt a”, (3.44)
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1 2 ~A~B
pL=— §Rz—i—S w* + 2wwy /g N, (3.45)

P2 = — (;Rl =+ S) w2, (346)

donde S = w‘thN(QwM/N — 3w‘1waN), YV Ug = Wlg, Mg = wng. En el gauge comovil mencionado
arriba, las componentes coordenadas del tensor de Einstein también forman una matriz diagonal (i.e.:
Gio = i)y, ete.), y 4% = (A71,0,0,0), 2* = (0, B71,0,0). Las ecuaciones de campo implican entonces
que el tensor de energia-momento T,; tiene la misma forma. La condicion dominante de energia se
verifica siy sélosi p>0y —p <p; < pparai=12.

Fisicamente, esto se puede interpretar diciendo que existe un observador adaptado, con 4-velocidad ,
que mide un flujo de momento cero, densidad de energia p y presiones p; en la direccién 7 (que llamare-
mos direccién/presion radial), y pa en otra direccién espacial perpendicular a 7 (direcciones/presiones
tangenciales). El uso de los nombres ‘radial’ y ‘tangencial’ se justifica por lo que ocurre en los es-
paciotiempos esféricamente simétricos, donde la direccién 7 es perpendicular a las érbitas (esferas) y
puede identificarse con la direccién radial, y las otras direcciones espaciales perpendiculares a ella son
necesariamente tangentes a las esferas.

Los fluidos perfectos estan incluidos en esta clase y son precisamente aquéllos para los que p; = ps.
De las ecuaciones (3.91,3.92) es inmediato ver, en vista de la dependencia funcional de p; y p2, que
una condicién necesaria para que esto ocurra es que Ro = constant. Asi tenemos el resultado de
que Los espaciotiempos warped Br de tipo fluido perfecto son necesariamente esféricamente, plano o
hiperbdlicamente simétricos.

Si el contenido material viene descrito por (3.30) esto implica, nuevamente de acuerdo con nuestras
consideraciones sobre la estructura de autovector/autovalor de G%, R%, etc., que

t2 —4dg > 0, (3.47)
con
ta=tr(GE), v do=det(G%),
o en términos de las magnitudes fisicas introducidas en (3.30):
‘ 2F

— = <1 3.48
5+P+§H‘ (3.48)

También se puede llegar a estos resultados a partir de (3.26) poniendo

vg = cosh@ug +sinhpn, y
(3.49)
Po = sinh ¢ ug + cosh g n,

e imponiendo entonces que ¢ sea tal que el término en Ty, que contiene ugnp +ngup sea cero. Existe
pues un observador privilegiado que mide un flujo de momento igual a cero. Dicho observador se

mueve con velocidad
u® = cosh g v® + sinh ¢ p® donde

OF (3.50)
p+ P+ 211

De los comentarios que siguen a la ecuacién (3.26), se tiene que g+ P + %H es una funcién de las

tanh 2¢ = —

coordenadas z, y también lo es F, y entonces ¢ = ng(atD) que es la condicién para que @ sea un
observador adaptado.
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Las cantidades p, P, Il y F en (3.30) y p, p1 y p2 en (3.43) estén relacionadas via:

p=p cosh? ¢ + py sinh? ¢,

P = (p sinh? ¢ + p1 cosh? ¢ + 2p2) ,

wl

I = psinh® ¢ + p; cosh® ¢ — pa,

F = (p+ p1) sinh ¢ cosh ¢,

0 equivalentemente

N~

2 \? 2
\/(,5+P+3H) —4]-"2—ﬁ+P+§H ,

1
pQZP_§H7

y por lo tanto la condicién dominante de energia se expresa en estas coordenadas (recordemos que en
este caso se verifica (3.48)):

p=>0
3

2 \° 2
\/<5+P+3H) —4f2+,5—<P+3H>20, (3.51)

—p<p1<p

p— <P + 2H> >0, (3.52)

4 2 \?
ﬁ+P3H+\/<ﬁ+P+3H> —4F2 >0 (3.53)

2 2
ﬁ+\/<ﬁ+P+3H) —4F2-3P >0 (3.54)



62 CAPITULO 3. WARPED.

con

2 2
(ﬁ + P+ 3H> —4F2>0 (3.55)

La segunda desiguladad (3.52) implica la primera (3.51), por lo tanto sélo necesitamos tener en cuenta
las cuatro ultimas.

El polinomio ¢(z) tiene una tnica raiz real.
Si g(z) tiene una sola raiz real,entonces
t4 —4dp =0, o equivalentemente, t> —4d,, =0, (3.56)

donde las definiciones son las mismas que en el caso anterior. El tensor de Ricci (Einstein, w9, etc.)
tiene entonces un autovector nulo k con autovalor (en el caso del tensor de Ricci) —o = %t R, ¥ la forma
de Jordan de la matriz (R%) es
- 0
R4, = ( N ) . (3.57)

—0

El tensor G es del tipo de Segre {2, (11)} y por tanto existe una tetrada nula en la cual

Gap = 0 (kaly + laks) + Neaky + D2 (Yo + 2a2p) (3.58)
con k k* =101 =0y k1 =—-1,y E, ['se pueden escoger de modo que sus componentes sean funciones
sobre M; (i.e.: dependan sélo de las coordenadas ). Las funciones o, A y py viene dadas por:

1 IR
o=— (21%2 + S) w? + 2ww 4 gkA1P, (3.59)
FATB 1 2
AzwaA/Bl 17, p2:—(2R1+S>w , (3.60)
donde, como antes S = w™ hMY (2w n — 3w wywn ), ¥ ko = wka, I, = wl,. En este caso se tiene que

wA/BI%AIAcB =0, y es fdcil ver que existen coordenadas {u,v,y, z} tales que la métrica descomponible se
puede escribir como
ds? = —2B?(u, v)dudv + ¢*?W?) (dy® + dz?), (3.61)

de modo que k* = (B~1,0,0,0), Jo = (0,B71,0,0). En este gauge, la ecuacién wA/BlAfAlAfB =0 es
simplemente w,/, = 0, que se puede integrar una vez (redefiniendo la coordenada v de modo trivial)
dando w, = B?.

Cualquier par u, 7 de vectores unitarios mituamente ortogonales, de tipo tiempo y tipo espacio respec-
tivamente, que estén contenidos en el 2-espacio generado por k y [ seran de la forma

a 1 a 1
Uqg = ﬁ <ka + a2la> y Ng = ﬁ <ka — a2la> 5 (362)

donde a es alguna funcién arbitraria; se sigue que G se puede reescribir en términos de la tetrada

U, 1,1, Z como

A A A
Gap = (0 + 2(12) uqup + (M - 0) oty + 5 (tany + naup) + P2 (Yalb + 2a2b) , (3.63)

y la condicién dominante de energia se verifica si y sélo si

c>0, A>0 y —o<py<o. (3.64)
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Como antes, si el contenido material viene descrito por (3.26) esto implica

A A 2 A
—=p, —S-—-oc=P+-1I, —= .
O 5z =P gz o= Pl =7 (3.65)
que a su vez implica
2F 2
—— =1 & o+ P+ =1II| = |2F]|. 3.66
’ﬁ+P+§H’ %+ +3‘ 1271 (3.66)

En este caso, no existe ningun sistema de coordenadas tal que G, sea diagonal; o bien, puesto en
lenguaje fisico, todos los observadores fisicos mediran siempre un flujo de momento F distinto de cero,
pero F debe verificar la ecuacién (3.66); ademads, the condicién dominante de energia (3.64) se puede
traducir como

2
ﬁ—<P+3H>20 and F > 0. (3.67)

De nuevo en este caso, notamos la proporcionalidad entre Il y 04p.
El polinomio ¢(z) tiene dos raices complejas.

Si g(z) admite dos raices complejas deben ser necesariamente complejas conjugadas la una de la otra: z y
Z. En este caso es bien conocido que the condicién dominante de energia no se puede verificar nunca, de
modo que si Ty, es de este tipo no puede representar materia fisicamente aceptable. No consideraremos
ya mas este caso, pero notaremos que esto ocurre cuandoquiera que

‘ 2F

— = |>1. 3.68
ﬁ+P+§H‘ (3.68)

3.2.4. Resumiendo algunos resultados.

Para cerrar esta seccién resumiremos brevemente algunos de los resultados obtenidos hasta aqui:

1. Los tnicos casos compatibles con una geometria del tipo warped Br que verifican la condicién
dominante de energia corresponden a que G (0 Tgp) sea de los tipos {1,1(11)} o {2,(11)} (o
una degeneracién de éstos). En ambos casos, el contenido material del espaciotiempo puede ser
interpretado (por cualquier observador adaptado) bien como un fluido anisotrépico con flujo de
momento, o bien como la suma de un fluido anisotrépico sin flujo de momento y un campo de
radiacién pura.

2. Es del tipo {1,1(11)} si se verifica (3.48), y entonces las desigualdades (3.52) a (3.55) se deben
verificar para que se cumpla la condicién dominante de energia. En cualquier caso, y para cualquier
observador adaptado (incluyendo el privilegiado que no ve flujo de momento), existe proporcionali-
dad entre el tensor de presiones anisotrépicas y el de shear de dicho observador. Los espaciotiempos
de tipo fluido perfecto son del tipo {1, (111)} y entonces Ry = constant; i.e.: el espaciotiempo is
esféricamente, plano o hiperbdlicamente simétrico.

3. Es del tipo {2, (11)} cuando se verifica (3.66), entonces (3.67) debe satisfacerse para que se cumpla
la condicién dominante de energia. De nuevo se tiene proporcionalidad entre el tensor de presiones
anisotropicas y el de shear de los observadores adaptados.
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3.3. Escenario de hidrodinamica y radiacién.

En esta seccién vamos a presentar algunas de las conscuencias de los resultados generales sobre condi-
ciones de energia y estructura del tensor energia-momento que hemos obtenido. Tendremos 'in mente’ el
caso de la simetria esférica (que como ya dijimos es un caso particular de espaciotiempo warped Br) y
consideraremos un fluido radiante. De la discusién previa se sigue sin embargo que todo lo que veamos
en esta seccién es inmediatamente generalizable al caso de un espaciotiempo warped B genérico.

En este caso, el tensor de energia-momento puede describir

= Un fluido anisotrépico de velocidad ¢ (supuesto sin rotacién y por tanto adaptado en el sentido
definido previamente) y tensor de energfa-momento T(J(\:[) ®) — diag (p, Py, Py, Py ), donde p es la
densidad de energia, P, la presion radial y P, la presion tangencial. Los indices entre paréntesis
son indices de tetrada, ésta siendo v, p, ¢/, Z, donde ¢/, Z son mutuamente ortogonales, unitarios, de
tipo espacio y tangentes a las esferas, p’ es unitario y espacial y perpendicular a los anteriores, y
¥ es unitario temporal y ortogonal a los otros tres.

= Un campo de radiacién de densidad especifica I(x,t; 7, ) dado por
d€ =I(r, t; 71, v)dS cosp dO dv dt, (3.69)

donde d€ se define como la energia que atraviesa un elemento de superficie d.S, en el angulo
sélido alrededor de 7, i.e. d® = sin0dfdy = —dudy (¢ es el dngulo entre 7 y la normal a dS),
transportada por radiacién de frecuencias (v,v + dv) en un tiempo d¢. Se mide en la posicién
x y tiempo t, viajando en la direccién 7 con una frecuencia v. Como en la teoria clasica de la
transferencia radiativa, para una geometria planar, los momentos de I(x,¢; 7, V) se pueden escribir

como'
1 o] -1
PR = f/ dv dp Iz, t;7,v), (3.70)
2 Jo 1
1 o0 —1
F= f/ dv / dp p I(z, t;,v) (3.71)
2 Jo 1
y
1 o0 —1
P= 5/ dv / dp 12 1(x, t;7,v) . (3.72)
0 1

Fisicamente, pgr , F y P, representan la contribucién de la radiacién a la densidad de energia,
densidad de flujo de energia y presién radial, respectivamente.
De las hipotesis anteriores se tiene que el tensor de energia-momento se puede escribir como
M R
Tayw =T T T

donde la parte material es T(JZI) ®) dada mas arriba, y el término correspondiente a la radiacién Tg)(b)
se puede escribir en la tetrada introducida (véase la nota a pie de pagina) como

pr F 0 0
F P 0 0

R —

Thm=| 0 o Yon—P) 0 . (3.73)
0 0 0 1(pr—P)

IMihalas, D. y Weibel Mihalas, B. (1984) Foundations of Radiation Hydrodynamics (Oxford University Press). Rezzolla
L. y Miller J. (1994) Class. Quantum Grav. 11 1815.
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Por lo tanto en este caso las variables fisicas genéricas son:
p=p+pR;
P =1(P, 4+ 2P+ pr) (3.74)

=P +3P-P—ipr

En coordenadas, el tensor de energia-momento se puede escribir como:

Top = (p+ pr)VaVs + (Pr + P)paps + F(vapy + Pavs)

1
+ §(P¢ + pr — P)(Yalp + Za2) (3.75)

o, usando la notacién establecida en (3.23):

1
Tap = (p + pR)VaY + g(Pr + 2P, + pr)hay + F(vaps + Pavs)

1

1
# (2= Put 5P = o)) (s~ ) (3.76)

donde el ultimo término se escribe a menudo en los calculos como

1

1
Iy = (Pr - P+ 5(377 - PR)) (Papb — ghab)

1
I = H(papb - ghab)a

y utilizando también la notacién establecida en la seccién precedente
- 1
p:p+pRa P:§(PT+2PJ_+pR)a
1
In= (PT—PL+2(3”P—,OR)>.

Desde un punto de vista fisico, el tensor anterior representa la situacién mas general posible en la que
uno estd interesado en el contexto astrofisico, por lo que serd la que adoptaremos como representacion
del contenido material de ahora en adelante. Notemos que, de nuestros desarrollos en las secciones
precedentes se sigue que la geometria del espaciotiempo ”fuerza” este tipo de contenido material (en
este punto, es interesante reparar en el hecho de que no todas las posibles combinaciones de tensores de
energia-momento dan lugar a un tensor total de energia-momento compatible con la geometria warped;
i.e.: de los tipos {1,1(11)} o {2,(11)}; véase G.S. Hall y D.A. Negm, Int. J. of Theor. Phys. 25 405
(1986), para mas detalles al respecto).

Vamos ahora a trasladar al caso presente las condiciones que obtuvimos en general; i.e.: (3.48) y (3.66),
junto con las correspondientes desigualdades (3.52) a (3.55) y (3.67) para la condicién dominante de
energia.

Para el caso en que Ggp, (0 Typ) sea del tipo {1,1(11)} (3.48) se puede reescribir como

2F -
p+pr+ P +P

1 (3.77)
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y las desigualddades (3.52) a (3.55) imponen

ptpr—PF =P >0, (3.78)

p+2PR*PT+2PL*2,P+

+\/(P+pR + P +P)?—4F2 >0 (3.79)
p—P.—2P 41/ (p+pr+ P+ P)* —4F2 >0 (3.80)
(p+pr+P-+P—-2F)(p+pr+P-+P+2F)>0 (3.81)
? 2F
_| <1 3.82
“+PT< (3:82)
y
(p+P)" —4F2+5— P >0,

ﬁ*przoa

—4F2>0 (3.83)

(P+P-+2F) (p+P. —2F) >0

donde hemos definido

_ _ 1
p=p+pr, P =P.+P, and PJ_:PJ_+§(pR_P)

que representan la densidad, presién radial y presiéon tangencial ”totales” medidas por un observador

—

local Minkowskiano (el que se mueve con velocidad @)

Si Gap (0 Typ) es del tipo {2, (11)}, (3.66) se reescribe como

o+ pr+ Pr+ P| = 27| (3.84)
y las desigualdades (3.67)
p+pr—F —P>0 and F >0. (3.85)
o equivalentemente ~
p—P.>0

|p+P.| = 27| and
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3.4. Un Ejemplo.

Consideremos el espaciotiempo cuyo elemento de linea viene dado por

LD 2y Py +r2(d0? + 12(0))d? (3.56)

ds* = —
8 2 P2(t,1) 2

donde la funcién f(6) la escogeremos como la funcién de Airy
[ —1—ab

Un célculo directo de 2 —4d (que recordemos tiene que ser mayor o igual que cero para tener {1,1(11)}
0 {2, (11)} respectivamente) da como resultado

Q2 — 4P2P?

— 42 _
A:tG_4dG—16 7’2P4Q2 5

A>0 < Q* —4P?P2 >0 (3.87)

Nosotros asumiremos que es positivo, y pondremos §2 = Q% — 4P2P? > 0, con lo cual se tiene que el
vector propio temporal unitario del tensor de Einstein (4-velocidad del observador adaptado privilegiado
que no detecta flujo de momento) es

. (P a1 fa

En cuanto al 4-vector unitario 7 es:

a_ (P /9 ;1 /@
n® = (Q\/5 1,P\/5 +1,0,0>. (3.89)

La densidad que mide el observador @ viene dada entonces por:

1
P~ 2qP%

{8 [2r(2P.Q — PQ,) + QP*(1 — af) — 2QP] + 2rP(4P*P? + Q?)} . (3.90)
La presién p; (presién 'radial’) es:

p1= 1"262%35 {6 [2r(2P,Q — PQ,) + QP*(1 + af) — 2QP] — 2rP(4P*P} + Q) } (3.91)

y la presion ’tangencial’ pa:

p2 = TQ%PL; {Q*P(PQ, — 2QP,) + 3rQ*P.(QP, — Q,P)
+rQ*P(PQ,r — QP,;) — rP*(PQPy; — PP,Q; + P2Q)} (3.92)

Es interesante reparar en el hecho que al hacer el parametro a = 0 se recupera la situacién esféricamente
simétrica.

Es posible escoger funciones P y ) que verifiquen las propiedades requeridas en orden a satisfacer la
condicién dominante de energia.
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