
Universidad de Los Andes
Facultad de Ciencias

Departamento de F́ısica

FRACTURAS EN DISTRIBUCIONES
AUTOGRAVITANTES CARGADAS

Br. Joany A. Manjarrés R.

Tutor: Dr. Luis A. Núñez
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Caṕıtulo 1

Introducción

La propuesta de estudiar los efectos de carga eléctrica en relatividad general es casi
concomitante con el desarrollo mismo de la Teoŕıa General de la Relatividad. Desde
los trabajos pioneros de Rosseland y Eddinton [1][2] un gran número de contribuciones
se muestran en la literatura [3][4][5][6]. A pesar del consenso que existe respecto a la
neutralidad de carga de los objetos astrof́ısicos y del poco entusiasmo que estos objetos
pueden despertar [7]. Recientemente se ha renovado el interés por justificar la existencia
objetos compactos cargados a través de ingeniosos mecanismos teóricos que abren esta
posibilidad [8].

Bekenstein [9] en su trabajo generaliza la ecuación de Tolman-Oppenheimer-Volkoff
[10], del caso neutro al caso cargado; obteniendo aśı la ecuación equilibrio hidroelec-
trostático. A partir de esta ecuación surge la pregunta de si la carga podŕıa prevenir el
colapso gravitacional total de una esfera cargada.

Por todo lo anterior no se puede descartar la aparición de carga, quizás momentánea
y muy pequeña, en el proceso de colapso gravitacional [11][12][13]. Será de particular
importancia para este trabajo el inicio del colapso. Ese momento en el cual, una config-
uración autogravitante esféricamente simétrica sale del equilibrio por una fluctuación
de la carga por algún complejo proceso f́ısico.

L. Herrera en 1992 introdujo el concepto de fractura (ó Overturning), como una
manera cualitativamente diferente, de identificar configuraciones de materia anisótropa
potencialmente inestables [11]. Cuando dos elementos de fluidos vecinos, se aceleran
uno con respecto al otro, estamos en presencia de una fractura. La idea consiste en
describir el comportamiento de la distribución de fluido en el momento en que éste sale
del equilibrio dinámico y aparecen fuerzas radiales de diferente signo en la distribu-
ción [11][12][13]. Luego, Herrera y colaboradores [14] mostraron que inclusive pequeñas
desviaciones de la isotroṕıa local pueden originar fuertes cambios en la evolución de
un sistema. Además, encontraron que al perturbar sólo densidad a configuraciones de
materia anisótropas, no es posible sacar el sistema del equilibrio. Sólo perturbaciones
conjuntas de densidad y anisotroṕıa local, logran desestabilizar el sistema [15][16]. Este
concepto se refiere sólamente a la tendencia de una configuración a separarse (ó com-
primirse) en un punto determinado de la distribución, pero no al colapso o la expansión.
La fractura, inversión, expansión o colapso, lo conoceremos de la integración del con-
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junto completo de las ecuaciones de Einstein. Sin embargo, debe quedar claro que la
aparición de un fenómeno como el de las fracturas, podŕıa cambiar drásticamente la
evolución del sistema. Si en una configuración en particular no aparecen fracturas (ó in-
versiones), es posible afirmar que ésta es potencialmente estable, pues otros tipos de
perturbaciones podŕıan llevarla a la expansión ó al colapso.

Cuando se consideran las perturbaciones de densidad y anisotroṕıa arbitrarias e
independientes (como en los trabajos [11][15][16][17]) no existe un criterio f́ısico para
establecer el tamaño (absoluto y relativo) de las perturbaciones, por lo que diferentes
órdenes de magnitud (y tamaño relativo δ∆/δρ) de las perturbaciones podŕıan eventual-
mente estar describiendo situaciones que no son f́ısicamente razonables. En el trabajo
de Abreu, Hernández y Núñez en 2007 [18], se plantea considerar un tipo particular de
perturbación que depende del tamaño relativo de las perturbaciones, δ∆/δρ puede ser
interpretada en términos de la diferencia de velocidades del sonido, δ∆/δρ ∼ v2

s⊥− v2
sr,

donde v2
s⊥ y v2

sr son las velocidades del sonido tangencial y radial respectivamente.
Ésto conduce a la creación de dos regiones, una cuando v2

sr > v2
s⊥ que es potencial-

mente inestable, y otra cuando v2
sr < v2

s⊥ en la que no aparecen fracturas dentro de
la configuración de materia, y la podemos considerar estable. En consecuencia en este
estudio se establece un criterio para perturbar con más intuición f́ısica.

Continuando con el trabajo anterior, estudiamos el comportamiento de configura-
ciones de materia, que originalmente satisfaćıan la ecuación de equilibrio hidrostático
encontrada por Bekenstein (R = 0) [9] y que como consecuencia de perturbaciones
en la carga original generan un desequilibrio induciendo fuerzas radiales totales difer-
entes de cero (R 6= 0). Encontramos que las perturbaciones de carga son un factor
influyente en la aparición o no de fracturas. Al igual que en trabajos anteriores en que
era necesario perturbar dos varibles (densidad y anisotroṕıa) para conseguir fractura,
ahora, anexando las perturbaciones de carga, continúa siendo necesario perturbar dos
o más variables simultáneamente, sin embargo, no es necesario que las perturbaciones
de densidad y anisotroṕıa aparezcan en conjunto.

El trabajo está estructurado de la siguiente forma. En el Caṕıtulo 2, se encuentran
las ecuaciones de Einstein para una esfera de fluido perfecto anisótropo cargado y
se deduce la ecuación de equilibrio hidroelectrostático. El concepto de fractura para
configuraciones de materia anisótropa y su relación con las velocidades del sonido, se
describen en el Caṕıtulo 3. El estudio de la influencia de las perturbaciones de carga
en la aparición de fracturas se hace en el Caṕıtulo 4 y se secciona en cuatro partes.
Perturbaciones de carga únicamente sección 4.1, carga y densidad sección 4.2, carga y
anisotroṕıa sección 4.3 y de carga, densidad y anisotroṕıa Sección 4.4. Finalmente en
el Caṕıtulo 5 se presentan los resultados y las conclusiones.
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Caṕıtulo 2

Carga en Relatividad General

Consideremos una esfera de fluido perfecto anisótropo cargado. Para describirla
utilizaremos las coordenadas de Schwarzschild (t, r, θ, φ), cuyo elemento de ĺınea se
escribe como:

ds2 = eνdt2 − eλdr2 − r2
(
dθ2 + sen2θdϕ2

)
, (2.1)

donde ν y λ son funciones de r; debido a que trataremos el caso estático, y sólo se
anulan cuando r → ∞. El fluido está descrito por una presión radial, Pr, una presión
tangencial, Pt, y una densidad de enerǵıa, ρ. El tensor de enerǵıa impulso queda como
la suma de dos partes, la correspondiente a un fluido perfecto anisótropo y la del campo
electromagnético (generado por la presencia de carga), entonces:

T νµ = (ρ + Pt) uµuν − Ptg
µν + (Pr − Pt) sµsν +

1

4
π

[
F µαF ν

α −
1

4
gµνFαβFαβ

]
, (2.2)

con
sµ =

(
0, e−λ/2, 0, 0

)
(2.3)

y como estamos en el caso estático uµ = (1, 0, 0, 0), es decir, sólo la componente tem-
poral de la cuadrivelocidad es diferente de cero.

Un fluido perfecto implica que el comportamiento de la materia es adiabático, no
hay flujo de calor, radiación o viscosidad. El campo electromagnético F µν satisface las
ecuaciones de Maxwell [

(−g)
1
2 F µν

]
;ν = 0 (2.4)

y
F[αβ,γ] = 0. (2.5)

La ec. (2.4), corresponde al caso estático, como no hay cargas en movimiento no tenemos
corriente, ni campo magnético inducido.

Debido a la simetŕıa esférica de la distribución de materia, el campo eléctrico tiene
dirección radial, por lo que F 01 = −F 10, y para que la ec.(2.5) se satisfaga con estas
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condiciones definimos:

α =
1

2
(λ + ν) , (2.6)

entonces (2.4) se vuelve: (
r2eαF 01

)′
= 0 (2.7)

y (
r2eαF 01

)·
= 0. (2.8)

Al integrar (2.7) obtenemos:

F 01 = e−α Q

r2
(2.9)

con
Q = constante. (2.10)

En la ec.(2.10) se puede observar que el campo eléctrico decae en forma asintótica ( e
r2 );

y por tanto, resulta natural interpretar Q como la carga. En el caso en que se trate de
un punto cargado (i.e. una solución exterior), o un agujero negro cargado en r = 0, se
debe asociar a Q la constante apropiada al caso.

Las ecuaciones de Einstein las obtenemos sustituyendo (2.9) en (2.2), y variando
los indices se tiene:

T 0
0 :

Q2

r4
+ 8πρ = e−λ

(
λ′

r
− 1

r2

)
+

1

r2
, (2.11)

T 1
1 :

Q2

r4
− 8πPr = −e−λ

(
ν ′

r
+

1

r2

)
+

1

r2
, (2.12)

T 2
2 : T 3

3 :
Q2

r4
− 8πPt =

e−λ

4

(
2ν ′′ + ν ′2 − λ′ν ′ + 2

ν ′ − λ′

r

)
, (2.13)

− 8πT 0
1 = e−λ λ̇

r
. (2.14)

Ahora vamos a introducir la cantidad m(r, t) mediante la expresión:

e−λ = 1− 2m

r
+

Q2

r2
. (2.15)

Si no tenemos una singularidad ó un agujero negro situado en r = 0, necesitamos que
m0 sea cero (m0 = 0), entonces e−λ → 1 cuando r → 0 (Un espacio localmente plano).

Para mostrar que M puede ser identificada como la masa gravitacional, restamos
(2.12) de (2.11):

e−λ (λ + ν)′

r
= −8π (ρ + P ) . (2.16)

Sabemos que en el interior, λ+ν es independiente de r. Ahora, recordemos que λ+ν → 0
cuando r →∞, entonces tenemos que para r > R
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λ = −ν. (2.17)

De (2.15) tenemos que para r > R

e−λ = 1− 2M

r
+

e2

r2
(2.18)

y (2.9) queda

F 01 =
e

r2
. (2.19)

Las ecuaciones (2.19) y (2.18) corresponden a la solución estándar Reissner-Norström
para masa M y carga e. Queda impĺıcito entonces que M es la masa gravitacional.
Lo anteriormente expuesto es un ejemplo del conocido teorema de Birkhoff, el cual
establece que casos esféricamente simétricos y asintóticamente planos, implican que la
única solución exterior es Reissner-Norström en el caso cargado.

2.1. Ecuación de equilibrio hidrostático para el caso

cargado

Para derivar la ecuación de equilibrio hidrostático para el caso cargado utilizamos
la componente radial de la ley de conservación

T µ
1;µ = 0. (2.20)

Estamos considerando una configuración en equilibrio (estable o inestable) de fluido
cargado. Sustituyendo la métrica (2.1) y el tensor de enerǵıa impulso (2.2) en (2.20),
y eliminando todos los términos que se anulan en el ĺımite estático, obtenemos:

− P ′ = −QQ′

4πr4
+

1

2
(ρ + Pr) ν ′ − 2

(Pr − Pt)

r
. (2.21)

La ecuación anterior muestra el balance entre las presiones del fluido y las fuerzas
electrostáticas y gravitacionales. Ésta puede ser escrita de la forma convencional rem-
plazando ν ′ por su valor (2.16) en el ĺımite estático, quedando:

−P ′ = −QQ′

4πr4
+(ρ + P )

(
4πrP − m

r2
+

Q2

r3

)(
1− 2m

r
+

Q2

r2

)−1

−2
(Pr − Pt)

r
. (2.22)

La ec. (2.22) es la generalización de la ecuación de Tolman-Oppenheimer-Volkoff
(TOV)de equilibrio hidrostático. [9]

Ahora bien, para describir una esfera de fluido cargado, podemos introducir una
masa efectiva:

m̃′ = 4πρr2 +
QQ′

r
, (2.23)
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e integrar (2.22) proveyendo una ecuación de estado, y la distrubición de carga [9].
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Caṕıtulo 3

Fracturas (Cracking)

L. Herrera en 1992 introdujo el concepto de fractura (overturning ó compresión),
como una manera cualitativamente diferente de identificar configuraciones de materia
anisótropa potencialmente inestables [11].

La idea consiste en describir el comportamiento de una distribución de fluido en
el momento en el cual éste sale del equilibrio dinámico y aparecen fuerzas radiales de
diferente signo en la distribución [11][12][13].

Podemos hablar de fracturas cuando en una distribución de fluido, una fuerza radial
originalmente dirigida hacia el centro en la región más interna de la esfera, cambia de
dirección para algún valor de la coordenada radial. En el caso contrario hablamos de
inversión (Overturning), es decir cuando una fuerza dirigida hacia fuera en la parte
interior cambia de dirección para las regiones más externas.

Para poder determinar si ocurre o no una fractura, necesitamos conocer el com-
portamiento de dos part́ıculas muy cercanas, entonces resulta evidente que un efecto
como el de las fracturas sea descrito en términos de las aceleraciones de marea de los
elementos de fluido [15]. Es decir en términos de la aceleración relativa de dos part́ıculas
vecinas.

Para llevar a cabo esta descripción, utilizaremos una generalización de la ecuación
de desviación geodésica para el caso en el que las part́ıculas no se mueven a lo largo
de geodésicas [16]:

aα =

[
−Rα

βγδu
βuδ + hα

β

(
duβ

ds

)
;γ

− duβ

ds

duγ

ds

]
δ⊥xγ, (3.1)

donde hα
β es el proyector sobre el triespacio ortogonal, la cuadrivelocidad uα, δxγ es el

vector que une dos part́ıculas vecinas, y

δ⊥ = hγ
βδxβ, (3.2)

duα

ds
= uµuα

;µ. (3.3)
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La aceleración de marea entre dos part́ıculas vecinas está dada por:

aα = hα
βuγ

(
uβ

;µδ⊥xγ
)
;γ

(3.4)

y, utilizando la definición del tensor de Riemann

uα;β;δ − uα;δ;β = uρR
ρ
αβδ , (3.5)

se puede demostrar que la ec. (3.1) nos lleva a la ecuación de Raychaudhuri:

dΘ

ds
= −Rµνu

µuν +

(
duµ

ds

)
;µ

+ 2
(
Ω2 − σ2

)
− 1

3
Θ2, (3.6)

que gobierna la evolución temporal de la expansión con

Ω2 = −ΩαβΩαβ y 2σ2 = −σαβσαβ, (3.7)

donde Ωµν , σµν y Θ describen respectivamente la velocidad de rotación, shear y la
expansión de una nube de part́ıculas vecinas del fluido. Ahora vamos a centrar nuestra
discusión en un caso esféricamente simétrico, por lo que asumiremos la métrica de
Schwarzschild:

ds2 = eνdt2 − eλdr2 − r2
(
dθ2 + sen2θdϕ2

)
. (3.8)

Las ecuaciones de Einstein quedan escritas como:

− 8πT 0
0 = − 1

r2
+ e−λ

(
1

r2
− λ′

r

)
, (3.9)

− 8πT 1
1 = − 1

r2
+ e−λ

(
1

r2
− ν ′

r

)
, (3.10)

− 8πT 2
2 = −8πT 3

3 = −1

4
e−ν

[
2λ̈ + λ̇

(
λ̇− ν̇

)]
+

1

4
e−λ

[
2ν ′′ + ν ′2 − λ′ν ′ +

2 (ν ′ − λ′)

r

]
,

(3.11)

− 8πT01 = − λ̇

r
, (3.12)

donde los puntos y las primas representan diferenciación con respecto a t y r respecti-
vamente.

Para darle un significado f́ısico a las componentes del tensor de enerǵıa impulso T ν
µ

utilizaremos el principio de equivalencia. Comenzaremos por introducir coordenadas
Minkowski (τ, x, y, z) en cada punto del espacio-tiempo

dτ = e
ν
2 dt, dx = e

λ
2 dr,

dy = rdθ, dz = senθdϕ,
(3.13)
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el elemento de ĺınea quedaŕıa entonces escrito como:

ds2 = dτ 2 − dx2 − dy2 − dz2. (3.14)

Supondremos ahora un observador conmóvil (en cada punto) con la materia, cuya
velocidad con respecto a las coordenadas localmente minkowskianas llamaremos ω.
El contenido f́ısico de la fuente consiste en un fluido anisótropo con densidad de en-
erǵıa ρ, presión radial Pr y presión tangencial Pt. Para este observador conmóvil las
componentes covariantes del tensor de enerǵıa impulso T̃αβ son:

T̃αβ =


ρ 0 0 0
0 Pr 0 0
0 0 Pt 0
0 0 0 Pt

 . (3.15)

Entonces las componentes T̄α
β moviéndose con velocidad radial ω se expresan como:

T̄α
β = Λα

γΛβ
δ T̃ γδ, (3.16)

Donde las matrices de Lorentz Λα
β vienen dadas por:

Λα
β =


1

(1−ω2)1/2
ω

(1−ω2)1/2 0 0
ω

(1−ω2)1/2
1

(1−ω2)1/2 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 . (3.17)

Al sustituir (3.17) en (3.16) y efectuar los cálculos obtenemos:

T 0
0 = T̄ 0

0 =
ρ + Pω2

(1− ω2)
, (3.18)

T 1
1 = T̄ 1

1 =
P + ρω2

(1− ω2)
, (3.19)

T 2
2 = T̄ 2

2 = T 3
3 = T̄ 3

3 = −Pt, (3.20)

T01 = e
(ν+λ)

2 T̄01 = −(P + ρ) ωe
(ν+λ)

2

(1− ω2)
. (3.21)

Si asumimos que el sistema en consideración se encuentra en equilibrio, podemos
tomar la forma más general del equilibrio hidrostático relativista:

R ≡ dPr

dr
+ (ρ + Pr)

(
m + 4πr3Pr

r
(
r − 2m

r

) )+
2

r
(Pr − Pt) = 0, (3.22)

“Fracturas en distribuciones autogravitantes cargadas” 10
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o lo que es lo mismo

R ≡ dPr

dr
+

4πrP 2
r

1− 2m
r

+
Prm

r2
(
1− 2m

r

) +
4πrρPr

1− 2m
r

+
ρm

r2
(
1− 2m

r

) +
2

r
(Pr − Pt) = 0, (3.23)

donde R es la fuerza radial sobre cada elemento de fluido, la cual para configuraciones
estáticas o de lenta evolución es cero.

Ahora asumiremos que el sistema bajo consideración, está caracterizado por una
distribución de presión y densidad que satisface la ecuación (3.23), es sacado fuera del
equilibrio por una perturbación. Evidentemente en este caso la ecuación (3.23) ya no
será satisfecha (R 6= 0). Es decir, aparece entonces una fuerza radial total diferente
de cero, y dependiendo del comportamiento de estas fuerzas en el interior de la esfera
podŕıan conducir a fracturas o inversiones de fuente.

Dado que Θ es [12]:

Θ =
e−ν/2

2 (1− ω2)1/2

(
λ̇ +

2ωω̇

1− ω2

)
+

e−λ/2

2 (1− ω2)2

(
ων ′ + 2ω′ +

2ω2ω′

1− ω2
+

4ω

r

)
, (3.24)

podemos calcular dΘ
ds

y obtenemos

dΘ

ds
=

e−ν

2 (1− ω2)

[
λ̈ +

2ω̇2

1− ω2
+

2ω̈ω

1− ω2
− ν̇λ̇

2
− ω̇ων̇

1− ω2
+

6ω̇2ω2

(1− ω2)2

]

+
e−λ

2 (1− ω2)

[
ωω′ν ′ + ω2ν ′′ +

2ωω′′

1− ω2
− ωλ′ν ′

2
− ωω′λ′

1− ω2
− 2ω2λ′

r
+

ω3ω′ν ′

1− ω2

+
6ω2ω′2

(1− ω2)2 +
4ω3ω′

r (1− ω2)
+

4ω′ω

r
− 4ω2

r2

]
+

e−(ν+λ)/2

2 (1− ω2)

[
ω̇ν ′ +

2ω̇2

1− ω2
+

2ω̇′

1− ω2

+
4ω̇

r
+ ωω̇′ + ωλ̇′ − ω′λ̇− 2λ̇ω

r
− ων ′λ̇ +

6ω̇ω′ω

(1− ω2)2 +
2ω̇ω′ω

1− ω2
+

4ω̇ω2

r (1− ω2)

+
2ω̇′ω2

1− ω2
+

6ω̇ω′ω3

(1− ω2)2

]
.(3.25)

Si evaluamos (3.25) en el momento en que el sistema es sacado del equilibrio(
ω ∼ ν̇ ∼ λ̇ ∼ ω̇2 ∼ 0

)
, tendremos:

dΘ

ds
= e−(ν+λ)/2

[
ω̇′ + ω̇

(
2

r
+

ν ′

2

)
+

λ̈

2
e−ν

]
. (3.26)

Por otra parte, al derivar (3.10) obtenemos:

(
−8πT 1

1

)′
=

16π

r

(
T 1

1 − T 2
2

)
+ 4πν ′

(
T 1

1 − T 0
0

)
+

e−ν

r

(
λ̈ +

λ̇2

2
− λ̇ν̇

2

)
, (3.27)
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y si evaluamos en el mismo instante cuando
(
ω ∼ ν̇ ∼ λ̇ ∼ ω̇2 ∼ 0

)
, nos queda como:

8πP ′ =
16π

r
(Pt − P ) + 4πν ′ (ρ + P ) +

e−ν

r
λ̈ (3.28)

o lo que es lo mismo
λ̈ = 8πreνR (3.29)

y de (3.12), (3.19) y (3.29) se sigue que:

ω̇ = − eνλ/2R

(ρ + P )
. (3.30)

Utilizando (3.29) y (3.30) reescribimos (3.26) como:

dΘ

ds
= R

[
4πrω̇′ +

(ρ′ + P ′) e−λ

(ρ + P )2 +
λ′e−λ

2 (ρ + P )
+

ν ′e−λ

(ρ + P )
− 2e−λ

r (ρ + P )

]
− R′

(ρ + P )
e−λ,

(3.31)
que puede reacomodarse como:

e(ν+λ)/2dΘ

ds
=

(
ν ′

2
+

2

r
− 4rπeλ (ρ + P )

)
ω̇ + ω̇′, (3.32)

o como
dΘ

ds
= e−(ν+λ)/2e−

R
fdr d

dr

[
ω̇e

R
fdr
]
, (3.33)

donde f = ν′

2
+ 2

r
− 4rπeλ (ρ + P ).

De las ecuaciones (3.9) y (3.10) se sigue que:

4πreλ (ρ + P ) =
1

2
+ (λ′ + ν ′) . (3.34)

Sustituyendo en f y evaluando la integral (3.33) tendremos:

dΘ

ds
= − 1

r2eν/2

d

dr

(
r2eν/2R

eλ (ρ + P )

)
, (3.35)

integrando (3.35) en un intervalo [0,r], obtenemos:

R = −eλ (ρ + P )

r2eν/2

∫
r2eν/2dΘ

ds
dr. (3.36)

Al observar (3.36) es fácil notar que, está constituida por variables que deben ser
siempre mayores que cero. Entoces, para lograr un cambio de dirección en la fuerza
radial inducida (R) y que en cosecuencia se presente una fractura, es necesario que dΘ

ds

cambie de signo (sea cero), en alguna parte del intervalo (0, a). Además en esta misma
ecuación podemos observar claramente que, si este cambio de signo llegase a ocurrir en
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R, no estaŕıa ligado al valor dΘ
ds

en un punto, sino con toda la región por debajo de la
fractura [15].

3.1. Perturbaciones y Fracturas

para un fluido anisótropo

Un fluido anisótropo descrito con la métrica de Schwarzschild, con elemento de
ĺınea:

ds2 = eνdt2 − eλdr2 − r2
(
dθ2 + sen2θdϕ2

)
, (3.37)

y con perfiles de densidad y presión que satisfacen (3.22) (R = 0). Es perturbado y
sacado del equilibrio hidrostático, lo que induce la aparición fuerzas radiales totales
R 6= 0. Éstas podŕıan o no conducir a una fractura dependiendo de su distribución
espacial [18].

Estamos buscando un cambio de signo en R, es decir un cambio en la dirección de la
fuerza inducida. Entonces para sacar al sistema del equilibrio, perturbaremos densidad
y anisotroṕıa, (al perturbar ambas el sistema es dinámicamente inestable). δρ y δ∆
serán consideradas como perturbaciones independientes. Pero la masa y la distribución
de presiones radiales están relacionadas con la densidad de enerǵıa ρ, por lo que al
perturbar ρ éstas resultan perturbadas

ρ + δρ ⇒


Pr(ρ + δρ, r) ≈ Pr(ρ, r) + δPr ≈ Pr(ρ, r) + ∂Pr

∂ρ
δρ

m(ρ + δρ, r) = 4π
∫ r

0
(ρ + δρ)r̄2dr̄ ≈ m(ρ, r) + 4π

3
r3δρ .

(3.38)

Ahora, si expandimos en Taylor (3.22) considerando las perturbaciones en ρ y ∆
tendremos:

R ≈ R0(ρ, Pr, m, ∆, r) +
∂R

∂ρ
δρ +

∂R

∂Pr

δPr +
∂R

∂m
δm +

∂R

∂∆
δ∆︸ ︷︷ ︸

R̃

, (3.39)

y utilizando la ec.(3.38) puede ser demostrado que [18]:

R̃ = δρ

[(
2
∂R

∂ρ
+

4π

3
r3 ∂R

∂m

)
− 2

r

δ∆

δρ

]
, (3.40)

donde

∂R

∂ρ
=

m + 4π Prr
3

r(r − 2m)
≥ 0 y

∂R

∂m
=

(ρ + Pr) (1 + 8π Prr
2)

(r − 2 m)2
≥ 0 . (3.41)
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De la ec.(3.40) vemos que para poder tener R̃ = 0, y seguidamente un cambio de
signo necesitamos que:

ambas, anisotroṕıa y la densidad, sean perturbadas;

las perturbaciones de anisotroṕıa y densidad, sean del mismo signo δ∆/δρ > 0.

En otras palabras, las configuraciones potencialmente estables deben tener δ∆/δρ ≤ 0
en todas partes de lo contrario R̃ no cambiará de signo.[18]

3.1.1. Fractura y velocidades del sonido

Cuando se consideran las perturbaciones de densidad y anisotroṕıa arbitrarias e
independientes (como en los trabajos [11], [15], [16], [17]) no existe un criterio f́ısico
para establecer el tamaño (absoluto y relativo) de las perturbaciones, por lo que difer-
entes órdenes de magnitud (y tamaño relativo δ∆/δρ) de las perturbaciones podŕıan
eventualmente estar describiendo situaciones que no son f́ısicamente razonables.

En el trabajo de Abreu, Hernández y Núñez en 2007 [18], se plantea considerar un
tipo particular de perturbación que depende del tamaño relativo de las perturbaciones,
en consecuencia se establece un criterio para perturbar con más intuición f́ısica.

Es fácil convencerse de que

δ∆

δρ
∼ δ (Pt − Pr)

δρ
∼ δPt

δρ
− δPr

δρ
∼ v2

st − v2
sr , (3.42)

donde v2
sr y v2

st representan la velocidad del sonido radial y tangencial respectivamente.
Las perturbaciones continúan siendo independientes, pues éstas surgen de fenómenos

f́ısicos que, en principio, no están necesariamente relacionados, pero se logra conseguir
una manera de relacionar las perturbaciones con la velocidad del sonido y aśı poder
perturbar con más criterio f́ısico.

Ahora al considerar las velocidades del sonido y evaluar la ec.(3.42) es posible tener
una idea más precisa del tamaño relativo de las perturbaciones, δ∆ y δρ, y al utilizar
este criterio se pueden establecer regiones donde las configuraciones de materia son
potencialmente inestables ó potencialemnte estables.

Es bien sabido que la velocidad del sonido no puede ser mayor que la de la luz, por
lo que 0 ≤ v2

sr ≤ 1 y 0 ≤ v2
st ≤ 1 entonces se tendrá |v2

st − v2
sr| ≤ 1. Debido a la forma

de R̃ ec.(3.40) es posible establecer dos regiones:

− 1 ≤ v2
st − v2

sr ≤ 1 ⇒


−1 ≤ v2

st − v2
sr ≤ 0 potencialmente estable y

0 < v2
st − v2

sr ≤ 1 potencialmente inestable.
(3.43)

Utilizando el criterio de las regiones marcadas por la diferencia de la velocidad de
propagación del sonido en el interior de una configuración de materia, podemos evaluar
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modelos anisótropos. En las regiones donde v2
sr > v2

st el modelo será potencialmente
inestable. Por otro lado, si v2

sr ≤ v2
st en todo el interior de la distribución, no apare-

cerá ninguna fractura. En los casos extremos por ejemplo cuando Pt 6= 0 y Pr = 0,
encontramos que los modelos permanecen estables, por otra parte en el caso contrario,
en que Pt = 0 y Pr 6= 0 los modelos son potencialmente inestables.

Se ha encontrado que la magnitud en las perturbaciones de la anisotroṕıa debe ser
menor que en las de la densidad |v2

st − v2
sr| ≤ 1 ⇒ |δ∆| ≤ |δρ|, cuando δ∆/δρ > 0,

estas perturbaciones conducen a modelos potencialmente inestables.
Para ilustrar el funcionamiento de este criterio (3.43) se tomaron cuatro perfiles de

densidad, estos modelos son cualitativamente diferentes, dos son locales (uno singular
y el otro no) y dos son soluciones no locales anisótropas conformemente planas. Estos
modelos serán considerados en las próximas secciones.

3.1.2. Modelos de objetos compactos

Los modelos locales se describen con una ecuación de estado, donde las presiones
radiales se expresan como una función de la densidad de enerǵıa, Pr = Pr(ρ(r)). Cuando
trabajamos con estos modelos se puede obtener la presión radial de una ecuación de
estado radial y seguidamente calcular las presiones tangenciales usando la ecuación de
TOV anisótropa, al proporcionar un perfil de densidad. (3.22)[18].

En los modelos no locales, a diferencia de los locales, las presiones radiales, Pr(r), se
expresan no sólo como una función de la densidad de enerǵıa, ρ(r), en ese punto, sino
como un funcional que considera la contribución de toda la configuración de materia
encerrada hasta ese punto [18]. De esta forma cualquier cambio en las presiones radiales
está relacionado con las variaciones de la densidad de enerǵıa en todo el volumen
[19, 20, 21].

En el ĺımite estático esto viene expresado por la siguiente ecuación de estado radial:

Pr(r) = ρ(r)− 2

r3

∫ r

0

r̄2ρ(r̄) dr̄ , (3.44)

esta ecuación muestra el comportamiento colectivo de las variables Pr(r) y ρ(r). La
presión radial en (3.44) no depende del valor de ρ(r) en ese punto, sino de la integral
de ρ(r), hasta el valor de r en cuestión.

Las ecuaciones de campo correspondientes para un fluido anisótropo descrito con
una Ecuación de Estado No Local (EENL) pueden ser escritas como [19][20][21]:

8πρ =
2m′

r2
+ e−λ, (3.45)

8πPr =
2m′

r2
+

4m

r3
, (3.46)

− 8πPt =
m′′

r
+

2 (m′r −m)

r3

[
m′r −m

r − 2m
− 1

]
. (3.47)

Por lo tanto, si se proporciona el perfil de densidad, ρ(r), el elemento métrico,
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m(r), y todas las otras variables f́ısicas (Pr y Pt) pueden ser obtenidas a partir de las
ecuaciones de campo (3.45), (3.46) y (3.47).

Se estudiarán cuatro modelos, cuyos perfiles de densidad satisfacen las condiciones
f́ısicas requeridas, y son además cualitativamente diferentes. Dos son locales (uno sin-
gular y el otro no) y dos son soluciones no locales anisótropas conformemente planas.

Tolman VI Anisótropo

Este modelo lo introdujeron Cozensa, Herrera, Esculpi y Witten [28] basándose
en el perfil de densidad singular Tolman VI [27]. El modelo original es el Tolman VI
isótropo, que se asemeja a un Gas de Fermi altamente relativista con el correspondiente
exponente adiabático (4

3
). Estos autores encuentran otras variables f́ısicas, que repre-

sentan la anisotroṕıa en una configuración estática de materia. Éste es un modelo local
por lo que a partir de ρ es posible calcular Pr y Pt como se esquematiza a continuación:

ρ =
K

r2
, → Pr =

3

8πr2

(
1−

√
r
a

7− 3
√

r
a

)
, → Pt =

3

224πr2

(
21− 25

√
r
a

7− 3
√

r
a

)
(3.48)

Donde el parámetro K = 3/56π, y el radio está dado por a = 81/49

Stewart no local 1

Este perfil de densidad fue propuesto por Stewart [22], para describir una configu-
ración estática conformemente plana anisótropa. El propone:

ρ =
1

8πr2

(e2Kr − 1)(e4Kr + 8Kre2Kr − 1)

(e2Kr + 1)3
, (3.49)

⇓

Pr =
1

8πr2

(1− e2Kr)(e4Kr − 8Kre2Kr − 1)

(e2Kr + 1)3
, (3.50)

⇓

Pt =
2K2e4Kr

π[1 + e2Kr]4
. (3.51)

La constante K se determina por la condición de contorno M = m(r = a)

K =
1

2a
ln

1 +
(

2M
a

) 1
2

1−
(

2M
a

) 1
2

 . (3.52)
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Stewart no local 2

Este perfil de densidad fue encontrado por Stewart [22] y posteriormente reencon-
trado por Muñoz y Núñez [21] usando la EENL [20]. Ellos proponen:

ρ =
1

8πr2

[
1− sin(2Kr)

Kr
+

sin2(Kr)

K2r2

]
(3.53)

⇓

Pr = − 1

8πr2

[
1 +

sin(2Kr)

Kr
− 3

sin2(Kr)

K2r2

]
(3.54)

⇓

Pt =
1

8πr2

[
1− sin2(Kr)

K2r2

]
(3.55)

con K una constante que se determina de las condiciones de acoplamiento (M = m(a)
y Pr(a) = 0)

sin Ka

Ka
=

(
1− 2M

a

)1/2

y cos Ka =
1− 3M

a√
1− 2M

a

(3.56)

entonces,

K =

√
M
a

(
4− 9M

a

)
a− 2M

. (3.57)

Florides-Stewart-Gokhroo & Mehra

Este perfil de densidad fue encontrado por P.S. Florides [23], pero también, éste
corresponde a diferentes soluciones reportadas por Stewart [22] y más recientemente
por M.K. Gokhroo y A.L. Mehra [24]. Esta última solución, representa una serie de
densidades y presiones, con la cual bajo circunstancias particulares [26], se llega a una
ecuación de estado similar a la ecuación de estado newtoniana de Bethe, Borner y Sato
[25] para materia nuclear. A partir del perfil de densidad siguiente se calculó la presión
radial y tangencial obteniéndose:

ρ = ρc

(
1− Kr2

a2

)
, (3.58)

⇓

Pr =
ρc

j

(
1− 2µr2

a2

[
5− 3Kr2

a2

5− 3K

])(
1− r2

a2

)n

, (3.59)
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⇓

Pt = Pr +
ρc

j

[
3µK

5− 3K
η4
(
1− η2

)n
+ η2 eλ

2

[
15µe−2λ

j (5− 3K)

(
1− η2

)2n

−2πe−2λ
(
1− η2

)n−1
+

5µj

5− 3K

(
1− 3

5
Kη2

)(
1−Kη2

)]]
(3.60)

con

µ =
M

a
, e−λ = 1− 2µη2 (5− 3Kη2)

5− 3K
y η =

r

a

y ρc la densidad en el centro de la configuración de materia.

3.1.3. Evaluando los modelos descritos

Utilizando el criterio de las velocidades del sonido establecido en la sección (3.1.1),
ec.(3.43), podemos evaluar R̃, ec.(3.40), para los perfiles de densidad y presiones de los
modelos descritos en la sección anterior.

Para todas las soluciones, se tomará (en esta sección) como radio a = 10 Km. y
masa total, M (en términos de las masas solares MJ. Se han seleccionado, en el rango
usual para objetos astrof́ısicos compactos, el corrimiento al rojo za y las densidades en
la superficie y en el centro, ρa y ρc. En la tabla 3.1 se muestran los valores escogidos
para cada modelo.

Los perfiles para las velocidades del sonido radiales v2
sr y tangenciales v2

st, aśı como
su diferencia, v2

st − v2
sr, se muestran en la figura 3.1. La relación de la perturbación,

δ∆/δρ ≡ v2
st − v2

sr satisface la restricción −1 ≤ δ∆/δρ ≤ 1 para todos los modelos que
se consideraron.

Tabla 3.1: Todos los parámetros han sido escogidos para representar un objeto compacto con a = 10 Km. y una función
masa que satisface las condiciones de enerǵıa correspondientes

Perfil de densidad M/a M(M�) za ρa × 1014 (gr/cm3) ρc ×1015 (gr/cm3)

TolmanVI 0.21 1.42 0.31 2.30 NA
NL Stewart 1 0.32 2.15 0.65 6.80 1.91
NL Stewart 2 0.39 2.68 1.19 8.49 2.14
Gokhroo & Mehra 0.26 1.76 0.44 0.00 2.09

Para el modelo anisótropo Tolman VI (parte I de la figura 3.1) la relación δ∆/δρ
es constante, y como relación δ∆/δρ < 0, el criterio de estabilidad basado en las ve-
locidades del sonido predice que no ocurrirán fracturas para éste modelo. El Stewart
no local 1 y 2 se muestran en las partes II y III de la figura 3.1, para estos modelos
la perturbación, δ∆/δρ, fue variable pero como −1 ≤ δ∆/δρ ≤ 0, en consecuencia
no debe aparecer fractura en éstos modelos. Finalmente, para el Florides-Stewart-
Gokhroo-Mehra con j = 7, K = 1 y n = 2, que aparece en última parte, V I, es
evidente que la perturbación de la relación δ∆/δρ, no sólo tiene un perfil variable,
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Figura 3.1: Variaciones de la velocidad del sonido radial y tangencial para configuraciones anisótropas. Las partes I, II,
III y IV corresponden a los modelos Tolman VI, Stewart NL 1, Stewart NL 2 y el Gokhroo & Mehra respectivamente.
Las curvas a, b y c corresponden a v2

sr, v2
st y v2

st − v2
sr respectivamente.

sino también cambia su signo, alternándose entre regiones potencialmente estables y
regiones potencialmente inestables a lo largo de la distribución, éste modelo presenta
dos regiones potencialmente inestables: 0 ≤ η = r/a ≤ 0,2570 y 0,7565 ≤ η = r/a ≤ 1
donde δ∆/δρ > 0.

Los perfiles de R̃ para cada modelo se muestran en la figura 3.2. Resulta evidente
que para el Tolman VI, y los Stewart no locales 1 y 2 no se presenta un cambio de signo
y por lo tanto no hay fractura. Por otra parte para el Florides-Stewart-Gokhroo-Mehra
aparece un cambio de signo, es decir una fractura, en el punto η ≈ 0,17986 que se
encuentra dentro de la primera región inestable del modelo, 0 ≤ η = r/a ≤ 0,2570.
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Figura 3.2: Fuerza radial total inducida en las configuraciones anisótropas. Las partes I, II, III y IV representan los
modelos Tolman V I, Stewart no local 1, Stewart no local 2 y Gokhroo & Mehra respectivamente.
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Caṕıtulo 4

Fracturas Cargadas

La ecuación de equilibrio hidroelectroestático para el caso anisótropo se dedujo en
la sección (2.1) ec.(2.22), por tanto:

d Pr

d r
= −QQ′

4πr4
+ (ρ + Pr)

(
4πrPr +

m

r2
− Q2

r3

)(
1− 2m

r
+

Q2

r2

)−1

− 2∆

r
, (4.1)

esta ecuación muestra el balance de presiones de un fluido anisótropo, que siente la
acción de la fuerza electroestática y gravitacional [9]. Ahora arreglando los términos
obtenemos:

R =
d Pr

d r
− QQ′

4πr4
+ (ρ + Pr)

(
4πrPr +

m

r2
− Q2

r3

)(
1− 2m

r
+

Q2

r2

)−1

− 2∆

r
, (4.2)

donde R es la fuerza radial total sobre cada elemento de fluido, y a su vez es la ecuación
de equilibrio hidrostático para fluidos cargados que, por lo tanto, se anula para config-
uraciones en equilibrio estáticas o que evolucionan lentamente.

Para hacer adimensional la ecuación (4.2) debemos introducir los cambios en las
variables siguientes:

Pr = PcP̃r,
q = Mq̃,
ρ = ρcρ̃,

m = Mm̃,
r = aη,

∆ = Pc∆̃.

(4.3)

Si hacemos
χ = q2,

χ′ = dq2

dr
= 2qq′ ⇒ qq′ = χ′

2
,

ξ = qq′ ⇒ ξ = 1
2

dχ
dr

;

(4.4)
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nos quedan
χ = M2q̃2 ⇒ χ̃ = χ

M2 , (4.5)

ξ =
M2

2a

dχ̃

dη
⇒ ξ̃ =

M2

a
ξ. (4.6)

Al introducir (4.3), (4.4), (4.5) y (4.6) en la ecuación de equilibrio hidroelectrostático
(4.2), tenemos:

R =
Pc

a

∂P̃r

∂η
− M2ξ̃

4πη4a5
+

(
ρcρ̃ + PcP̃r

)(
4πηaPcP̃r + Mm̃

a2η2 − M2χ̃
η3a3

)
(
1− 2Mm̃

ηa
+ M2χ̃

η2a2

) − 2Pc

η

∆̃

a
, (4.7)

si además definimos los parámetros adimesionales:

τ = a2Pc,
ζ = ρc/Pc,
Λ = M/a

(4.8)

y reorganizamos los términos usando las variables definidas en (4.8) R queda como:

R = aR =
∂P̃r

∂η
− 8Λ2ξ̃

πτη4
+

(
ζρ̃ + P̃r

)(
4πητP̃r + m̃Λ

η2 − χ̃Λ2

η3

)
(
1− 2Λm̃

η
+ Λ2χ̃

η2

) − 2∆̃

η
. (4.9)

Está claro, por la definición de fractura que es imperativo que las perturbaciones que
actúan sobre el sistema saquen a éste del equilibrio. Con este fin, se pueden perturbar
una o más de las variables de la ec.(4.9).

En el desarrollo de este estudio consideraremos, perturbaciones independientes de:

Carga;

Carga y densidad de enerǵıa;

Carga y anisotroṕıa;

Carga, densidad de enerǵıa y anisotroṕıa.

En todos los casos a estudiar queremos perturbar la carga ξ̃, en (4.9), pero fluctua-
ciones en ξ̃ inducen fluctuaciones en χ̃, pues ambas están relacionadas por la ec.(4.6).
Entonces al perturbar ξ̃ tendremos:

ξ̃ + δξ̃ ⇒ χ̃
(
ξ̃ + δξ̃, η

)
= 2

∫ η

0

(
ξ̃ + δξ̃

)
dη̄ ≈ 2χ̃

(
ξ̃, η
)

+ 2ηδξ̃ ⇒ δχ̃ = 2ηδξ̃. (4.10)

Una situación similar se presenta al perturbar la densidad de enerǵıa ρ̃. La masa
m̃ y la presión radial P̃r, sienten el efecto de las fluctuaciones de ρ̃ y por lo tanto
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al perturbar ρ̃ resultarán perturbadas. ρ̃, P̃r y m̃ están relacionadas de la siguiente
manera:

ρ̃ + δρ̃ ⇒

 P̃r(ρ̃ + δρ̃, η) ≈ P̃r(ρ̃, η) + δP̃r ≈ P̃r(ρ̃, η) + ∂P̃r

∂ρ̃
δρ̃

m(ρ̃ + δρ̃, η) = 4π
∫ η

0
(ρ̃ + δρ̃)η̄2dη̄ ≈ m(ρ̃, η) + 4π

3
η3δρ̃

(4.11)

Para comprobar los efectos que perturbaciones de carga y las demás variables,
tienen en modelos neutros, χ̃0 = 0 y ξ̃0 = 0, anisótropos ∆̃ 6= 0 y en equilibrio,
R0 = 0, estudiaremos los modelos anteriormente descritos utilizando los valores de los
parámetros ρc, Pc, M/a que se muestran en la tabla 4.1 y han sido calculados para
representar una esfera con radio a = 10Km.

Tabla 4.1: Todos los parámetros han sido tomados para representar un objeto con a = 10 Km.

Perfil de densidad M/a Pc ×1015 (1/cm2) ρc ×1015 (1/cm2)

Tolman VI 0.214 – –
NL Stewart 1 0.408 0.088 1.74
NL Stewart 2 0.390 1.910 2.14
Gokhroo & Mehra 0.004 0.299 2.09

4.1. Perturbando la carga

Tenemos un sistema descrito con un perfil densidad y de presiones que satisface la
ecuación de equilibrio hidrostático para el caso cargado, R = 0. El objetivo en esta
sección es perturbar la carga ξ̃. En el caso en que estas perturbaciones induzcan fuerzas
radiales totales diferentes de cero R 6= 0, observaremos el efecto de éstas en los posibles
cambios de signo de la ec.(4.9), que de generarse aśı conduciŕıan a una fractura o
inversión (overturning).

Debido a que ξ̃ y χ̃ están relacionadas (ec.(4.10)), al perturbar ξ̃, χ̃ también resul-
tará perturbada, entonces debemos escribir la expresión para R como:

R
(
η, ρ̃, P̃r, m̃, ξ̃0 + δξ̃, χ̃0 + δχ̃, ∆̃

)
≡ R0

(
η, ρ̃, P̃r, m̃, ξ̃0, χ̃0, ∆̃

)
+R̃

(
η, ρ̃, P̃r, m̃, ξ̃, δξ̃, χ̃, δχ̃, ∆̃

)
, (4.12)

R0 es la ecuación de equilibrio hidroelectrostático antes de la perturbación, como en este
trabajo queremos perturbar la carga a modelos neutros, ξ0 = 0 y χ0 = 0, anisótropos,
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y en equilibrio, R0 = 0, entonces la ec.(4.12) queda como:

R
(
η, ρ̃, P̃r, m̃, ξ̃0 = 0 + δξ̃, χ̃0 = 0 + δχ̃, ∆̃

)
≡ R0

(
η, ρ̃, P̃r, m̃, ξ̃0 = 0, χ̃0 = 0, ∆̃

)
︸ ︷︷ ︸

R0=0

+R̃
(
η, ρ̃, P̃r, m̃, δξ̃, δχ̃, ∆̃

)
.(4.13)

Si expandimos por Taylor R̃ tendremos:

R̃ = δξ̃
∂R

∂ξ̃

∣∣∣∣
ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0

+δχ̃
∂R

∂χ̃

∣∣∣∣
ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0

, (4.14)

y utilizando (4.10) R̃ queda:

R̃ =

 1

2η

∂R

∂ξ̃

∣∣∣∣
ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0

+
∂R

∂χ̃

∣∣∣∣
ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0

 δχ̃. (4.15)

Al efectuar las respectivas derivadas tendremos:

R̃ = −


(
ζρ̃ + P̃r

)
Λ2

η3
(
1− 2Λm̃

η

) +

(
ζρ̃ + P̃r

)(
4πτηP̃r + Λm̃

η2

)
Λ2(

1− 2Λm̃
η

)2

η2

+
1

16

Λ2

τπη5

 δχ̃, (4.16)

que no es más que la ecuación de equilibrio hidroelectroestático después de una per-
turbación de carga. Una fractura, implica un cambio de signo en la dirección de la
fuerza radial total, inducida después de la perturbación, es decir en R̃. Podemos en-
tonces, hacer un estudio de la ec.(4.16) y basándonos en la forma de los términos y en
el criterio f́ısico, tratar de inferir si es factible o no un cambio de signo.

Al observar (4.16) notamos que todos los términos de ésta son del mismo signo,
y si miramos más de cerca cada término, vemos que todos contienen sumas de la
densidad de enerǵıa ρ̃, la masa m̃, el radio η, que evidentemente deben ser mayores
que cero, y la presión radial P̃r, que la queremos mayor que cero dentro de la esfera; el
resto de los términos son constantes definidas positivas. En el denomidador de los dos
primeros términos aparece el elemento de ĺınea de la métrica de Schwarszchild que para
este caso debe ser siempre positivo. Entonces todos los términos que acompañan a la
perturbación, deben tomar siempre valores mayores que cero para estar describiendo
objetos f́ısicamente razonables (ec.(4.17)) y en consecuencia no debeŕıa aparecer un
cambio de signo en (4.16) cualquiera fuese el signo de la perturbación.


(
ζρ̃ + P̃

)
Λ2

η3
(
1− 2Λm̃

η

) +

(
ζρ̃ + P̃

)(
4πτηP̃ + Λm̃

η2

)
Λ2(

1− 2Λm̃
η

)2

η2

+
1

16

Λ2

τπη5

 > 0 (4.17)
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4.2. Perturbando carga y densidad de enerǵıa

En esta sección perturbaremos la carga ξ̃ y la densidad de enerǵıa ρ̃, con el fin de
observar el efecto que éstas perturbaciones tienen en los posibles cambios de signo de
la ec.(4.9).

Al perturbar ρ̃ en (4.9), m̃ y P̃r resultan perturbadas, ya que éstas están relacionadas
con ρ̃ (ec.(4.11)) y al fluctuar ξ̃, χ̃ también lo hace (ec.(4.10)), entonces al perturbar
carga y densidad de enerǵıa tendremos:

R
(
η, ρ̃ + δρ̃, P̃r + δP̃r, m̃ + δm̃, ξ̃0 + δξ̃, χ̃0 + δχ̃, ∆̃

)
≡ R0

(
η, ρ̃, P̃r, m̃, ξ̃0, χ̃0, ∆̃

)
+R̃

(
η, ρ̃, δρ̃, P̃r, δP̃r, m̃, δm̃, ξ̃, δξ̃, χ̃, δχ̃, ∆̃

)
,(4.18)

R0 es la ecuación de equilibrio hidroelectrostático antes de la perturbación por lo tanto
R0 = 0, y como estamos perturbando carga a modelos neutros tendremos ξ0 = 0 y
χ0 = 0, entonces la ec.(4.18) expandida por Taylor queda como:

R ≈ R0 (ρ, Pr, m, ∆, r)︸ ︷︷ ︸
R0=0

+ δρ̃
∂R

∂ρ̃

∣∣∣∣
ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0

+ δP̃r
∂R

∂P̃r

∣∣∣∣
ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0

+ δm̃
∂R

∂m̃

∣∣∣∣
ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0

+ δξ̃
∂R

∂ξ̃

∣∣∣∣
ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0

+δχ̃
∂R

∂χ̃

∣∣∣∣
ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0

, (4.19)

y utilizando (4.10) y (4.11) R̃ queda:

R̃ =

 ∂R

∂ρ̃

∣∣∣∣
ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0

+
∂Pr

∂ρ̃

∂R

∂P̃r

∣∣∣∣
ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0

+
4

3
πr3 ∂R

∂m̃

∣∣∣∣
ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0

 δρ̃ +

 1

2η

∂R

∂ξ̃

∣∣∣∣
ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0

+
∂R

∂χ̃

∣∣∣∣
ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0

 δχ̃. (4.20)
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Al efectuar las respectivas derivadas tendremos:

R̃ = −


(
ζρ̃ + P̃

)
Λ2

η3
(
1− 2Λm̃

η

) +

(
ζρ̃ + P̃

)(
4πτηP̃ + Λm̃

η2

)
Λ2(

1− 2Λm̃
η

)2

η2

+
1

16

Λ2

τπη5

 δχ̃

+

Z
(
4πτηP̃ + Λm̃

η2

)
(
1− 2Λm̃

η

) +
4πτ 2

3

ζρ̃ + P̃(
1− 2Λm̃

η

)
η +

2
(
4πτη3P̃ + Λm̃

)
(
1− 2Λm̃

η

)


+

4πτηP̃ + Λm̃
η2(

1− 2Λm̃
η

) +
4πτη

(
ζρ̃ + P̃

)
(
1− 2Λm̃

η

)
 ∂P̃

∂r
∂ρ̃
∂r

 δm̃. (4.21)

Esta es la ecuación de equilibrio hidroelectrostático despúes de las perturbaciones de
carga y densidad. Si observamos (4.21) es fácil notar que está compuesta por dos
expresiones grandes, una que depende de la perturbación de la carga δχ̃, otra que
depende la perturbación de la densidad de enerǵıa δρ̃, con signos diferentes.

Si miramos la expresión relacionada con la perturbación de la carga notamos que
es exactamente igual a la ec.(4.16); por lo que no es posible esperar un cambio de signo
proveniente de esta expresión (ec.(4.17)).

La segunda expresión relacionada con la perturbación de densidad de enerǵıa,
está compuesta por sumas de la densidad de enerǵıa ρ̃, la masa m̃, el radio η, que
evidentemente son mayores que cero, y la presión radial P̃r, que la queremos mayor
que cero dentro de la esfera; el resto de los términos son constantes definidas positivas.
En el denomidador de los términos de esta expresión aparece el elemento de ĺınea de la
métrica de Schwarszchild que para este caso debe ser siempre positivo. En consecuencia
éste término tampoco cambiará de signo.

Z
(
4πτηP̃ + Λm̃

η2

)
(
1− 2Λm̃

η

) +
4πτ 2

3

ζρ̃ + P̃(
1− 2Λm̃

η

)
η +

2
(
4πτη3P̃ + Λm̃

)
(
1− 2Λm̃

η

)


+

4πτηP̃ + Λm̃
η2(

1− 2Λm̃
η

) +
4πτη

(
ζρ̃ + P̃

)
(
1− 2Λm̃

η

)
 ∂P̃

∂r
∂ρ̃
∂r

 > 0. (4.22)

Como la ec.(4.21) está compuesta por la suma de estos dos términos de signos
diferentes y que conservarán su signo para valores en el interior de la esfera, resulta
evidente que la única forma de eventualmente conseguir un cambio de signo es que las
perturbaciones de carga y densidad de enerǵıa sean de igual signo.
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Evaluando los modelos

Para mostrar los efectos que las perturbaciones de carga y densidad de enerǵıa tienen
en modelos neutros, anisótropos y en equilibrio, evaluaremos (4.21) con los valores de
ρ, Pr y Pt de los modelos: Gokhroo & Mehra, Stewart NL 1, Stewart NL 2 y el Tolman
VI, descritos en la sección 3.1.2 y con los parámetros de la tabla 4.1.

En la figura (4.1) se muestran las gráficas de la fuerza radial total inducida (R̃), por
las perturbaciones de carga y densidad de enerǵıa, en función de η para cada uno de los
modelos estudiados y para las diversas combinaciones de signos de las perturbaciones.

Cuando ambas perturbaciones fueron del mismo signo, en todos los modelos ob-
servamos un cambio de signo de la fuerza radial total inducida lo que nos indica la
presencia de una fractura, por el contrario cuando las perturbaciones fueron de sig-
nos diferentes encontramos que para ninguno de los modelos aparece una fractura, ver
tabla(4.2).

I II

III IV

δχ̃ > 0 y δρ̃ > 0

I II

III IV

δχ̃ > 0 y δρ̃ < 0

I II

III IV

δχ̃ < 0 y δρ̃ > 0

I II

III IV

δχ̃ < 0 y δρ̃ < 0

Figura 4.1: Fuerza radial total inducida al perturbar la carga y la densidad de enerǵıa. Las partes I, II, III y IV
corresponden a los modelos Gokhroo & Mehra, Stewart NL 1, Stewart NL 2 y el Tolman VI respectivamente. En la
parte inferior de cada gráfica se indica los signos de las perturbaciones. Cuando las perturbaciones son de igual signo,
en los modelos estudiados hay un cambio de signo de la fuerza, y por lo tanto una fractura.
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Tabla 4.2: Comportamiento de los modelos en función de las posibles combinaciones de signos de las perturbaciones
de carga y densidad de enerǵıa. El śımbolo ”X”, indica que śı se encontró una fractura para éste modelo, y con la
combinación de signos de las perturbaciones indicada. El śımbolo ”x”, indica que no se encontraron fracturas dentro de
la configuración.

Modelos Signos de las perturbaciones

δχ̃ > 0 y δρ̃ > 0 δχ̃ < 0 y δρ̃ < 0 δχ̃ > 0 y δρ̃ < 0 δχ̃ < 0 y δρ̃ > 0

Gokhroo & Mehra X X x x
NL Stewart 1 X X x x
NL Stewart 2 X X x x
Tolman VI X X x x

4.3. Perturbando carga y anisotroṕıa

Continuando con el esquema propuesto, perturbaremos la carga ξ̃ y la anisotroṕıa
∆̃. Al igual que en las secciones anteriores ξ̃ y χ̃ están relacionadas(ec.(4.10)), por lo
tanto la ecuación de equilibrio hidroelectroestático puede ser escrita de la siguiente
manera:

R
(
η, ρ̃, P̃r, m̃, ξ̃0 + δξ̃, χ̃0 + δχ̃, ∆̃ + δ∆̃

)
≡ R0

(
η, ρ̃, P̃r, m̃, ξ̃0, χ̃0, ∆̃

)
+R̃

(
η, ρ̃, P̃r, m̃, ξ̃, δξ̃, χ̃, δχ̃, ∆̃, δ∆̃

)
, (4.23)

R0 es la ecuación de equilibrio hidroelectrostático antes de la perturbación por lo tanto
R0 = 0, y como estamos perturbando carga a modelos neutros, ξ0 = 0 y χ0 = 0,
entonces la ec.(4.23) expandida por Taylor queda como:

R ≈ R0 (ρ, Pr, m, ∆, r)︸ ︷︷ ︸
R0=0

+ δξ̃
∂R

∂ξ̃

∣∣∣∣
ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0

+δχ̃
∂R

∂χ̃

∣∣∣∣
ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0

+ δ∆̃
∂R

∂∆̃

∣∣∣∣
ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0

, (4.24)

y utilizando (4.10) R̃ queda:

R̃ = δχ̃

 1

2η

∂R

∂ξ̃

∣∣∣∣
ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0

+
∂R

∂χ̃

∣∣∣∣
ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0

+ δ∆̃
∂R

∂∆̃

∣∣∣∣
ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0

. (4.25)

Al efectuar las respectivas derivadas tendremos:

R̃ = −


(
ζρ̃ + P̃

)
Λ2

η3
(
1− 2Λm̃

η

) +

(
ζρ̃ + P̃

)(
4πτηP̃ + Λm̃

η2

)
Λ2(

1− 2Λm̃
η

)2

η2

+
1

16

Λ2

τπη5

 δχ̃− 2δ∆̃

η
,(4.26)
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ésta es la expresión para la ecuación de equilibrio hidroelectrostático despúes de per-
turbaciones de carga y anisotroṕıa.

La ec.(4.26) está compuesta por dos términos de igual signo, el relacionado con la
perturbacion de la carga que conocemos de (4.17) no cambia de signo dentro de esfera
y el segundo relacionado con la perturbación de la anisotroṕıa. Este segundo término
es evidentemente positivo ya que η es el radio y es siempre mayor que cero.

2

η
> 0 (4.27)

En consecuencia para que eventualmente se produzca un cambio de signo en el
interior de la configuración es necesario que las perturbaciones de carga y anisotroṕıa
sean de signos diferentes.

Evaluando los modelos

Para mostrar los efectos que las perturbaciones de carga y anisotroṕıa tienen en
modelos neutros, anisótropos y en equilibrio, evaluaremos (4.26) con los valores de ρ,
Pr y Pt de los modelos: Gokhroo & Mehra, Stewart NL 1, Stewart NL 2 y el Tolman
VI, descritos en la sección 3.1.2 y con los parámetros de la tabla 4.1.

En la figura (4.2) se muestran las gráficas de la fuerza radial total inducida (R̃),
por las perturbaciones de carga y anisotroṕıa, en función de η para cada uno de los
modelos estudiados y para las diversas combinaciones de signos de las perturbaciones.

Cuando se perturbó con signos distintos, encontramos que en todos los modelos
apareció un cambio de signo de la fuerza radial total inducida lo que claramente indica la
presencia de una fractura, en el interior de la configuración de materia, por el contrario
cuando las perturbaciones del mismo signo no encontramos para ninguno de los modelos
un cambio de signo y por lo tanto no hay fractura, ver tabla (4.3).

Tabla 4.3: Comportamiento de los modelos en función de las posibles combinaciones de signos de las perturbaciones de
carga y anisotroṕıa. El śımbolo ”X”, indica que śı se encontró una fractura para éste modelo, y con la combinación de
signos de las perturbaciones indicada. El śımbolo ”x”indica que no se encontraron fracturas dentro de la configuración.

Modelos Signos de las perturbaciones

δχ̃ > 0 y δ∆̃ > 0 δχ̃ < 0 y δ∆̃ < 0 δχ̃ > 0 y δ∆̃ < 0 δχ̃ < 0 y δ∆̃ > 0

Gokhroo & Mehra x x X X
NL Stewart 1 x x X X
NL Stewart 2 x x X X
Tolman VI x x X X
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I II

III IV

δχ̃ > 0 y δ∆̃ > 0

I II

III IV

δχ̃ > 0 y δ∆̃ < 0

I II

III IV

δχ̃ < 0 y δ∆̃ > 0

I II

III IV

δχ̃ < 0 y δ∆̃ < 0

Figura 4.2: Fuerza radial total inducida al perturbar la carga y la anisotroṕıa. Las partes I, II, III y IV corresponden a
los modelos Gokhroo & Mehra, Stewart NL 1, Stewart NL 2 y el Tolman VI respectivamente. En la parte inferior de cada
gráfica se indica los signos de las perturbaciones. Sólo cuando las perturbaciones son de signos opuestos, encontramos
un cambio de signo de la fuerza, y por lo tanto una fractura.

4.4. Perturbando carga, densidad de enerǵıa

y anisotroṕıa

Por último perturbaremos la carga ξ̃, la densidad de enerǵıa ρ̃ y la anisotroṕıa, con
el fin de observar el efecto que estas perturbaciones en conjunto tienen en los posibles
cambios de signo de la ec.(4.9).

Al igual que en las secciones anteriores ξ̃ y χ̃ están relacionadas por la ec.(4.10), la
densidad de enerǵıa, ρ̃, está relacionada con la masa m̃ y la presión radial P̃r mediante
la ec.(4.11), por lo que, al perturbar estas variables junto con la anisotroṕıa tendremos:

R
(
η, ρ̃ + δρ̃, P̃r + δP̃r, m̃ + δm̃, ξ̃0 + δξ̃, χ̃0 + δχ̃, ∆̃ + δ∆̃

)
≡

R0

(
η, ρ̃, P̃r, m̃, ξ̃0, χ̃0, ∆̃

)
+ R̃

(
η, ρ̃, δρ̃, P̃r, δP̃r, m̃, δm̃, ξ̃, δξ̃, χ̃, δχ̃, ∆̃, δ∆̃

)
, (4.28)
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R0 es la ecuación de equilibrio hidroelectrostático antes de la perturbación por lo tanto
R0 = 0, y como estamos perturbando carga a modelos neutros, ξ0 = 0 y χ0 = 0,
entonces la ec.(4.28) expandida por Taylor queda como:

R ≈ R0 (ρ, Pr, m, ∆, r)︸ ︷︷ ︸
R0=0

+ δρ̃
∂R

∂ρ̃

∣∣∣∣
ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0

+ δP̃r
∂R

∂P̃r

∣∣∣∣
ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0

+ δm̃
∂R

∂m̃

∣∣∣∣
ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0

+ δξ̃
∂R

∂ξ̃

∣∣∣∣
ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0

+δχ̃
∂R

∂χ̃

∣∣∣∣
ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0

+ δ∆̃
∂R

∂∆̃

∣∣∣∣
ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0

, (4.29)

y utilizando (4.10) y (4.11) R̃ queda:

R̃ = δρ̃

 ∂R

∂ρ̃

∣∣∣∣
ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0

+
∂Pr

∂ρ̃

∂R

∂P̃r

∣∣∣∣
ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0

+
4

3
πr3 ∂R

∂m̃

∣∣∣∣
ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0

+

δχ̃

 1

2η

∂R

∂ξ̃

∣∣∣∣
ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0

+
∂R

∂χ̃

∣∣∣∣
ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0

+ δ∆̃
∂R

∂∆̃

∣∣∣∣
ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0

. (4.30)

Al efectuar las respectivas derivadas tendremos:

R̃ = −


(
ζρ̃ + P̃

)
Λ2

η3
(
1− 2Λm̃

η

) +

(
ζρ̃ + P̃

)(
4πτηP̃ + Λm̃

η2

)
Λ2(

1− 2Λm̃
η

)2

η2

+
1

16

Λ2

τπη5

 δχ̃

+

Z
(
4πτηP̃ + Λm̃

η2

)
(
1− 2Λm̃

η

) +
4πτ 2

3

ζρ̃ + P̃(
1− 2Λm̃

η

)
η +

2
(
4πτη3P̃ + Λm̃

)
(
1− 2Λm̃

η

)


+

4πτηP̃ + Λm̃
η2(

1− 2Λm̃
η

) +
4πτη

(
ζρ̃ + P̃

)
(
1− 2Λm̃

η

)
 ∂P̃

∂r
∂ρ̃
∂r

 δm̃− 2δ∆̃

η
, (4.31)

que es la ecuación de equilibrio hidroelectoestático para el caso en que se han pertur-
bado carga, densidad de enerǵıa y anisotroṕıa.

Si observamos (4.31) podemos notar que está compuesta por tres términos, rela-
cionados con las perturbaciones de carga, densidad de enerǵıa y anisotroṕıa respec-
tivamente. El primer término, relacionado con la perturbación de carga, al igual que
el tercero relacionado con la anisotroṕıa, están precedidos por un signo negativo, y
sabemos por (ec.(4.17)) y por (ec.(4.27)) que no cambiarán de signo en el interior de la
esfera. El segundo término precedido de un signo positivo tampoco cambiará de signo
(ec.(4.22)). Esto nos conduce a pensar que existen sólo dos combinaciones de signos
de las perturbaciones para las cuales no es factible la aparición de una fractura. Éstas
son:
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cuando las perturbaciones de carga y anisotroṕıa son positivas y la densidad
negativa, δχ̃ > 0, δ∆̃ > 0, δρ̃ < 0;

las perturbaciones de carga y anisotroṕıa negativas y la densidad positiva, δχ̃ < 0,
δ∆̃ < 0, δρ̃ > 0.

En el resto de los casos es posible encontrar fracturas.

Evaluando los modelos

Para mostrar los efectos que las perturbaciones de carga, densidad de enerǵıa y
anisotroṕıa tienen en modelos neutros, anisótropos y en equilibrio, evaluaremos (4.31)
con los valores de ρ, Pr y Pt de los modelos: Gokhroo & Mehra, Stewart NL 1, Stewart
NL 2 y el Tolman VI, descritos en la sección 3.1.2 y con los parámetros de la tabla 4.1.

En las figuras (4.3) y (4.4) se muestran las gráficas de la fuerza radial total inducida
(R̃), por las perturbaciones de carga, densidad de enerǵıa y anisotroṕıa, en función de
η, para cada uno de los modelos estudiados y para las diversas combinaciones de signos
de las perturbaciones.

Los resultados para las distintas combinaciones de signos de los parámetros se re-
sumen en la tabla 4.4. Podemos claramente notar que existen sólo dos combinaciones de
signos de las perturbaciones; cuando δχ̃ > 0, δ∆̃ > 0, δρ̃ < 0 y cuando δχ̃ < 0, δ∆̃ < 0,
δρ̃ > 0; en las que no es posible conseguir fractura, para ninguno de los modelos; esto
corresponde con lo esperado, debido a la forma de (4.31).

I II

III IV

δχ̃ > 0, δ∆̃ > 0 y δ∆̃ < 0

I II

III IV

δχ̃ > 0, δ∆̃ < 0 y δ∆̃ < 0

Figura 4.3: Fuerza radial total inducida al perturbar la carga, la densidad de enerǵıa y la anisotroṕıa. Las partes I, II,
III y IV corresponden a los modelos Gokhroo & Mehra, Stewart NL 1, Stewart NL 2 y el Tolman VI respectivamente.
En la parte inferior de cada gráfica se indica los signos de las perturbaciones.
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I II

III IV

δχ̃ < 0, δ∆̃ < 0 y δ∆̃ < 0

I II

III IV

δχ̃ < 0, δ∆̃ > 0 y δ∆̃ < 0

I II

III IV

δχ̃ < 0, δ∆̃ > 0 y δ∆̃ > 0

I II

III IV

δχ̃ > 0, δ∆̃ > 0 y δ∆̃ > 0

I II

III IV

δχ̃ > 0, δ∆̃ < 0 y δ∆̃ > 0

I II

III IV

δχ̃ < 0, δ∆̃ < 0 y δ∆̃ > 0

Figura 4.4: Fuerza radial total inducida al perturbar la carga, la densidad de enerǵıa y la anisotroṕıa. Las partes I, II,
III y IV corresponden a los modelos Gokhroo & Mehra, Stewart NL 1, Stewart NL 2 y el Tolman VI respectivamente.
En la parte inferior de cada gráfica se indica los signos de las perturbaciones.
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Tabla 4.4: Comportamiento de los modelos en función de las posibles combinaciones de signos de las perturbaciones
de carga δχ̃, densidad de enerǵıa δρ̃ y anisotroṕıa δ∆̃. El śımbolo ”X”, indica que śı se encontró una fractura para
éste modelo, y con la combinación de signos de las perturbaciones indicada. El śımbolo ”x”indica que no no es posible
encontrar fracturas dentro de la configuración. Los signos + y - indican que la perturbación es > 0 ó < 0 respectivamente.

Modelos Signos de las perturbaciones Fractura

δχ̃ δρ̃ δ∆̃

Gokhroo & Mehra

+ + - X
+ - - X
- - - X
- + - x
- + + X
+ + + X
+ - + x
- - + X

NL Stewart 1

+ + - X
+ - - X
- - - X
- + - x
- + + X
+ + + X
+ - + x
- - + X

NL Stewart 2

+ + - X
+ - - X
- - - X
- + - x
- + + X
+ + + X
+ - + x
- + + X
- + X

Tolman VI

+ + - X
+ - - X
- - - X
- + - x
- + + X
+ + + X
+ - + x
- - + X
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Caṕıtulo 5

Conclusión

Basándonos en el concepto de fractura introducido por L. Herrera y colaboradores
[11, 12, 13] y en el reciente trabajo de Abreu, Hernández y Nuñez [17]. Hemos estudiado
los efectos que fluctuaciones de carga tienen sobre algunas configuraciones de materia
neutras y anisótropas en Relatividad General.

En todo este trabajo hemos supuesto que estas perturbaciones de carga ocurren
en objetos neutros. Con lo cual estamos representando algún proceso complejo de
ionización que saca del equilibrio al objeto compacto inicialmente neutro. Este tipo de
modelos luce f́ısicamente razonable para describir objetos astrof́ısicos compactos.

Encontramos que perturbaciones de únicamente carga no conducen a la aparición
de fracturas (ec.(4.16)). Es decir, a pesar de que se inducen fuerzas radiales totales
diferentes de cero, R̃ 6= 0, no se produce un cambio en su dirección y en consecuencia
no hay fracturas.

Por el contrario, para las combinaciones de perturbaciones de carga con densidad
de enerǵıa y anisotroṕıa, si se consiguieron fracturas en los modelos estudiados. Per-
turbar de esta manera, nos resulta f́ısicamente razonable, por cuanto esperamos que
la carga esté asociada a part́ıculas con masa y, perturbaciones en la carga pueden ser
interpretadas como ocacionadas por algún proceso complejo de ionización. En este caso
pérdidas de carga tienen que asociarse con pérdidas de masa. En este caso el factor
determinante en la aparición o no de una fractura es el signo de las perturbaciones.

Cuando se perturbó la carga junto con la densidad de enerǵıa, notamos a partir
del estudio de R̃ (ec.(4.21)) que para conseguir una fractura es necesario que ambas
perturbaciones tengan el mismo signo (ver tabla 4.2), es decir δρ̃ > 0 y δχ̃ > 0, ó δρ̃ < 0
y δχ̃ < 0.

Para el caso en que se perturbó la carga y la anisotroṕıa, se estudió la correspon-
diente R̃ (ec.(4.26)). Encontramos que para conseguir fracturas es necesario que las
perturbaciones sean de signos opuestos, es decir δρ̃ < 0 y δχ̃ > 0, ó δρ̃ > 0 y δχ̃ < 0,
(ver tabla 4.3).

Al perturbar carga, densidad de enerǵıa y anisotroṕıa conseguimos al estudiar la
ec.(4.31) que, existen sólo dos combinaciones de signos de las perturbaciones para las
cuales no es factible la aparición de una fractura. Éstas son:

cuando las perturbaciones de carga y anisotroṕıa son positivas y la densidad
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negativa, δχ̃ > 0, δ∆̃ > 0, δρ̃ < 0;

las perturbaciones de carga y anisotroṕıa negativas y la densidad positiva, δχ̃ < 0,
δ∆̃ < 0, δρ̃ > 0.

En el resto de los casos es posible encontrar fracturas.
Podemos entonces decir que las perturbaciones de carga son un factor influyente

en la aparición o no de fracturas de objetos autogravitantes. De los trabajos anteriores
sab́ıamos era factible conseguir fracturas si se perturbaban densidad y anisotroṕıa
en conjunto. Ahora anexando las perturbaciones de carga, continúa siendo necesario
perturbar dos o más variables simultáneamente.
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