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Introduccion

Entre las teorias existentes que describen la interaccién gravitacional, la relatividad ge-
neral es la que cuenta con mayor apoyo en la comunidad cientifica.

La Teoria General de la Relatividad, relaciona la geometria del espacio tiempo (curvatu-
ra), con su fuente (distribucién de materia) y nos permite comprender mejor, determinados
fendmenos astrofisicos y el universo en si.

Las relaciones entre curvatura y su fuente, estan dada por las ecuaciones de Einstein.
En el estudio de la Relatividad General, se hacen esfuerzos en resolver estas ecuaciones,
para distintas distribuciones de materia, ya que hay numerosos escenarios en los cuales, las
diferentes variables que caracterizan la distribucion material juegan un papel importante
en la evolucion del objeto autogravitante. En otras palabras, existe una gran variedad de
situaciones en las cuales el objeto autogravitante evolucionard de una forma u otra (com-
pletamente diferente), dependiendo de manera fundamental de la fisica local de la materia
1.

Uno de estos escenarios es el colapso gravitacional. El entendimiento de este proceso es
importante, en el marco de la Teoria General de la Relatividad, para desentranar las dltimas
etapas de la evolucion estelar. La necesidad de entender fenémenos como supernovas, con el
consecuente nacimiento de estrellas de neutrones y la emisién de ondas gravitacionales, ha
hecho que en los 1ltimos tiempos los astrofisicos relativistas se dediquen a estudiar el colapso
gravitacional.

En las ultimas etapas del colapso gravitacional, el sistema estara caracterizado (de forma
simplificada) por campos gravitacionales muy intensos y objetos esféricos compuestos de
materia nuclear ultradensa radiante [20, 8, 16, 15, 11].

Existe un tipo particular de colapso, en el cual las variables fisicas, dentro de la distribu-
cién material, cambian muy poco en una escala de tiempo muy grande comparado con el
tiempo hidrostatico, el cual es el tiempo en el que un sistema reacciona a una perturbacion
del equilibrio hidrostatico. Esto es, a pesar que las variables fisicas y la métrica dependan
del tiempo, el sistema estara siempre en equilibrio.

El colapso que hemos descrito, es la situacién fisica mas parecida a una configuracion
estatica, ya que el sistema evoluciona como una sucesion de estados de equilibrio y es de-
nominado colapso o evolucién lenta.

Esta suposicion de evolucion lenta, no es tan restrictiva como pareciera ser; evaluando
los tiempos hidrostaticos de algunos objetos estelares (27 minutos para el Sol, 4.5 segundos
para una enana blanca y 107* para una estrella de neutrones), se puede concluir que estas
configuraciones cambian muy poco en sus respectivos tiempos hidrostaticos y en tiempo
mayores a estos [10, 1].
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El estudio de este tipo de colapso, ademdas de simplificar las ecuaciones, provee un
conocimiento sobre las condiciones y fenémenos fisicos que se presentan en torno a un estado
de equilibrio. Desde hace algiin tiempo ha sido utilizado con éxito para evaluar la contraccién
de configuraciones esféricas en relatividad general ( ver [I, 18, 7, 19, 13]) , en la forma de
colapso adiabatico y colapso radiante, en el marco de coordenadas de curvatura.

Los fenomenos fisicos valederos, tienen que ser independientes de la descripcién que de
ellos haga un observador particular, esto implica que deben ser independientes de las coorde-
nadas. Dicho esto, tiene sentido el objeto del presente trabajo, que consistira en estudiar el
colapso lento en el marco de coordenadas comdviles, las cuales presentan la fisica percibida
por un observador comovil a la materia o fluido de la configuracién. Si se encuentran efectos
observados en los pasados estudios, realizados en coordenadas de curvatura, se podra sen-
tir mas confianza al valorarlos como fenémenos fisicos reales, o por lo contrario se podran
considerar efectos de coordenadas.

El trabajo esta estructurado de la siguiente forma: En el Capitulo 1, se ilustrard los ob-
jetos compactos en Relatividad General, presentando las métricas y ecuaciones de campo
para las dos sistemas coordenados a considerar (curvatura y comovil). En el Capitulo 2 se
presentara el concepto de colapso lento y se revisara los estudios realizados a este fenémeno
en las coordenadas de curvatura. En el Capitulo 3 se introducird el colapso lento comovil,
en la forma adiabatica y radiante. En el Capitulo 4, se presentaran y discutirdan los mod-
elos realizados de colapso lento comévil. Y por ltimo, en el Capitulo 5, se expondran las
conclusiones y comentarios finales.
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Capitulo 1

Objetos compactos en Relatividad
General

1.1. Coordenadas de curvatura

Si consideramos una distribucién esféricamente simétrica y anisétropa acotada por una
superficie ¥, la métrica que describe la region interior a la superficie en coordenadas de
curvatura es la siguiente:

ds? = e’ a2 — AU dr? — 12 (de? + senfdy?) (1.1)

donde v(r,t) y A(r,t) son funciones de sus argumentos.
El tensor de energia impulso para esa distribucién material

T,ul/ - (p + PJ_) uuul/ + PJ_guy + (Pr - Pt) SMSV + quu,, + uMqV (12)

donde p representa la densidad de energia, P, la presion radial, P, la presion tangencial, g*
es el flujo de calor, u* la cuadrivelocidad.
Los cuadrivectores ut, s* y ¢" estan expresados de la forma,

—v/2 —\/2
a e we
u = ((1_w)1/2, (]__w)l/27070> s (13)

—v/2 —-X\/2
N we e
SZ(O—wWWO—wW”QQ (1.4)
Y 5 N/2
— q¢ A—v)/2
¢ = (1= o)z (e( )2y, 1,0,0) (1.5)

donde ¢"u, = 0 y w es la velocidad radial con la que se mueve el fluido y estd relacionada
con la velocidad de un elemento de fluido cualquiera en coordenadas (t,r,6, ) de la forma

w= ﬁe@’”)/2 (1.6)
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donde es claro que w > 0 implica expansién y w < 0 implica contraccién del elemento de
fluido correspondiente.
La métrica tiene que satisfacer las ecuaciones de Einstein, en unidades geometrizadas:

1
Rl — JOLR = —8nT! (1.7)

las ecuaciones de campo en este caso seran las siguientes

1 X
— 87TT(§) = —/’E + €_>\ (/’,.2 — 7") (18)
1 1 !
— 87T} = -5+ e (ﬂ - i) (1.9)
) e v . L. e—>\ ) =N
— 8% = —8nT3 = — 1 (2)\ + A\ — V)) + 2+ =NV + 2 (1.10)

A
— 87Ty = — = (1.11)
T

y de (1.2) tenemos que
p+Pw?  2qwe?

Ty =
0 1 —w? (1—w?)

(1.12)

2 b oA
pw* + P, 2qwe
T =— — 1.13
! 1 —w? (1 —w?) (1.13)

T; =T =P, (1.14)
(p+ Pr)we()\+u)/2 qu(u+)\)/2
Ty = — — — (1_w2)(1+w2) (1.15)

1.1.1. Condiciones de acoplamiento

El espacio tiempo exterior de la masa puntual radiante estd descrito por la métrica de
Vaydia,

oM
ds® = (1 - R(“)> du? + 2dudR — R*(d6? + sin? §dp?) (1.16)

donde u es una coordenada tipo tiempo tal que las superficies u=constante son, asintética-
mente conos de luz abierto al futuro y R es una coordenada nula (grr = 0)[1].

Para describir un objeto compacto radiante, es necesario acoplar la solucion interior del
espacio tiempo con la solucién exterior de Vaidya.

Para acoplar ambas soluciones, es necesario satisfacer condiciones cuyo propésito es evitar
la aparicion de comportamientos singulares de las variables fisicas sobre la superficie de la
configuracion.

Camila Rangel Smith 8
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Las condiciones necesarias y suficientes para acoplar las métricas (1.1) y (1.16) , son las
siguientes,

2M
vs _ 1 _ 1.17
¢ Ry (1.17)

2M
—Av 1 — 1.18
c Ry (1.18)

y

[Pr]s = [q]s (1.19)

donde el el subindice ¥ muestra que la cantidad estd evaluada sobre la superficie X y
R = Ry(u) es la ecuacién de ésta en las coordenadas (u,R,0,p). La continuidad de A y v
dada por las expresiones (1.17) y (1.18), es una condicién necesaria para impedir la apari-
cién de comportamientos singulares en las variables fisicas. La expresién (1.19) expresa la
discontinuidad de la presién radial en presencia de flujo de calor [0].

1.1.2. Ecuaciones dinamicas

En relatividad general, las ecuaciones de movimiento no son independientes de las ecua-
ciones de campo, sino, consecuencias de éstas. Las ecuaciones de movimiento estan expresadas
por

woo_
7,,=0 (1.20)

y con las identidades de Bianchi contienen la misma informacion que las ecuaciones de
Einstein.

Presentaremos aqui, la forma explicita de la componente radial de (1.20), ya que de ella
podemos conseguir relaciones interesantes que pueden ser ttiles mas adelante.

Calculando directamente

11, =0 (1.21)
obtenemos después de un cédlculo largo pero simple
167 eV (v N
1y _ AT i 1 (1l 0 A A
(=8aT}) = — (T} = 13) +4m/ (T - T9) + - </\ + =5 ) (1.22)

En el caso estatico tenemos
' =p; Tl =P ; T} =—-P,
A=rv=A=w=0Q=
de manera que (1.22) se convierte en

PV 2(P.— P,
po RV AP

(1.23)

que no es otra cosa que la ecuacién de equilibrio hidrostético para un fluido anisétropo [1].
Definimos
e =1-2m/r (1.24)

Camila Rangel Smith 9
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donde, de 1.24 y las ecuaciones de Einstein
m(t,r) = / 4T dr (1.25)
0

teniendo estas ultima expresiones e integrando (1.8) y (1.9) obtenemos

m + 4w P.r?

/
=2
v r(r —2m)

(1.26)

Para céalculos que se realizardn mas adelante, requeriremos las componentes del tensor
de deformacion

Oy = Upsy + Uy — UGy — UGy — §®PW (1.27)
donde a* es la cuadriaceleracién definida por a® = u?‘ﬁuﬂ ,
w ww' v w\ w
way = —ape™/? = —1{— 2 [(1 . + 2) + P12 (2 + 1—w2>1 (1.28)
usando (1.3) y (1.28) tenemos que
P = gu — uuty, O =ul, (1.29)

estas expresiones son, respectivamente, el tensor de proyeccién sobre el triespacio ortogonal
a ut y el escalar de expansion.

Después de un calculo largo, obtenemos las siguientes expresiones para las componentes
no nulas del tensor de deformacion:

4 N

o = e <_w/ . 2W> | (1.30)
e,)\r2(1,w2)
022 = —fﬂm (1.31)
—Ar?(1-w?)
033 — —#senean, (132)
000 — w2€7)\€l/0'11 (133)
y
opg1 = —we(”_’\)/QaH (134)
El escalar de expansion
v/2 Qi A2 2w’ A4
e Ww € W w w

o— ( ) "o - 1.35
21— T2 +2(1—w2)1/2<°‘”jL R R (1.35)
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1.2. Coordenadas comoviles

Otra vez, consideramos una distribucion esféricamente simétrica, restringida por una su-
perficie 2. La métrica que representa el espacio tiempo interior a la superficie en coordenadas
comoviles, puede ser escrita

ds®— = —A%di? + B2di® + R(d6? + sin®0dg¢?), (1.36)

donde A, B y R son funciones de t y 7. Las funciones métricas A y B son adimensionales y
R tiene las misma dimension que 7. El tensor de energia impulso dentro de ¥ para un fluido
localmente anisétropo que disipa energia en forma de un flujo de calor [22], tiene la forma

Top = (p+ PyL) VoV + PiLgas + (P, — P) Xa X8 + qa V3 + Vags, (1.37)

donde p representa la densidad de energia, P, la presion radial, P, la presién tangencial, ¢¢
es el flujo de calor, V¢ la cuadrivelocidad del material en estas coordenadas y x“ un vector
unitario a lo largo de la direccién radial. Adicionalmente, estas cantidades deben satisfacer
las siguientes relaciones:

ViVa = = 1, V% =0, xxa =1, v x"Va =0
La cuadriaceleracion a,, y la expansion © del fluido estan dadas por
ao = VoV’ — ©=V2 (1.38)

y la deformacién

1
0ap = Viasp) + V) = 50 (gas + VaVs) (1.39)
y como hemos supuesto la métrica comévil (1.36), de este hecho se obtienen las expresiones
Ve=AT15S, " =qB76Y, x* =B, (1.40)

donde ¢ es funcién de ¢t 7. Con (1.38) y (1.40) tenemos que la expansién

1/(B R
0= T <B + 2R> (1.41)

Las componentes no nulas del tensor de deformacion estan dadas por

2 033 1
_ B2 =2 _— __R? 1.42
011 3 g, 092 sin2 0 3 o ( )
su escalar 9

0005 = 502 (1.43)

donde ) ,

1 /B R
N 1.44
7T A (B R) (1.44)

Camila Rangel Smith 11
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Las ecuaciones de campo de Einstein para el espacio tiempo (1.36) dentro de la configu-
racion son

Gap = 87Ths, (1.45)

y las componentes no nulas de (1.45) pueden ser escritas como

- (B (2] ()]

81Ty = —8mq AB = —2 <}; i‘]; gj), (1.47)

87TT11:87TPT32:—@)2[2§—(2?-2‘)ﬂ (i R)i) ( . (148)
e (8 [1 24 (2,4) 21

_|_<R> A7//+R7//—é/§/+ él_gl E (149)
B A R A B A B) R|’ )

La funcién masa introducida por Misner y Sharp [12]

R® RI/R\® [R\?
1) \B)

m = 7R2323 = 5
Es importante notar, que el en caso estatico, la funcién métrica R(7,t), puede ser repara-
metrizada, a un marcador radial de tipo r como el de coordenadas de curvatura.
Teniendo A = e"/2, B = ¢*?, la reparametrizacién de R, sabiendo que en el caso estatico
no hay flujo de calor y que en coordenadas de curvatura w = 0, se puede observar facilmente
que las coordenadas coméviles y las de curvatura coinciden en el caso estético.

(1.50)

1.2.1. El espacio tiempo exterior y condiciones de acoplamiento

Al igual que en la seccién 1.1.1, la regién exterior a la configuracién esta descrita por
el espacio tiempo de Vaidya (1.16), donde toda radiacién que sale por la superficie (%)
estd desprovista de masa en reposo. El acoplamiento de la esfera radiante con el espacio

tiempo de Vaidya, en la superficie 7 = s, = constante [0, 241, 21], nos lleva a la condicién de
acoplamiento
m(t,7)s = M(u) (1.51)
expresion que se obtiene de la continuidad de la primera y segunda forma. También
R BR RA
2=—-—==—-—=— 1.52
[ (R BR RA )] . (152)
B\*[. R A R\R A R\R [/B\’
=|—-(=) [2=—-|2—=—= 2— — == 1.53
[(A)[R (A R>R1+<A+R>R (R)L (1.53)
comparando (1.52) con (1.47) y (1.48) obtenemos
[dls = [P]s (1.54)

Camila Rangel Smith 12
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1.2.2. Ecuaciones Dinamicas

Para estudiar las propiedades dinamicas del sistema, hay que introducir derivada de
tiempo propio Dy dada por

10
Dr=—— 1.55
=S (1.55)
y la derivada de radial propia
10
Dp=—— 1.
"7 R oF (1.56)

donde R es el radio de una superficie esférica, dentro de 3, definido radio propio[l2].
Usando (1.55) podemos definir la velocidad U del fluido como la variacién del radio propio
con respecto al tiempo propio, entonces

U= DrR (1.57)

donde obviamente, U < 0 en caso de colapso y U > 0 en caso de expansion.
La masa de Misner (1.50) puede ser utilizada para construir la la expresién

R 2 1/2
EEB:(I—FUQ—:;) (1.58)

Usando (1.46)-(1.49) con (1.56) y (1.55) obtenemos de (1.50)
Drm = —4w (P,U + qE) R? (1.59)

esta expresion describe la variacion de la energia total dentro de una superficie de radio R.
También

Dgm = 4 <p + qg> R? (1.60)

ecuacién que muestra a la energia total encerrada entre varias superficies esféricas vecinas
dentro de la distribucién de fluido. Las expresiones (1.59) y (1.60) implican

R
m = 47?/0 (p + qg> R%R (1.61)

es asumido en (1.61) un centro regular de la distribucién, de forma que m(0) = 0.
De las ecuaciones (1.46)-(1.49) se puede construir la ecuacion para la aceleracién |

» 2]

9 Y

1
(p+ P.) Dyl = — (p+ P,) {g‘z +4r P, R] _B [DR P.+2(P, — B)R}
U
—F {DTq +2¢q <2R + 0)} . (1.62)

El primer término con corchetes en la parte derecha de (1.62) representa la fuerza gravita-
cional, muestra la fuerza gravitacional actuando sobre una particula tiene una parte newto-
niana con m y una contribucién puramente relativista dada por P,. El segundo término en
corchetes representa las fuerzas hidrodinamicas, consiste en el gradiente de la presién, y la

Camila Rangel Smith 13
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fuerza anisétropa. El iltimo término contiene la contribucion de la disipacién a la dinamica
del sistema [20].

Podemos observar de (1.62) que se puede conseguir el limite de equilibrio hidrostatico,
cuando U = 0 y ¢ = 0, produciendo

(p+ P [m ] [ 1
————— | —=+47 P, R| =— |Dr P. +2(P, — P)—= 1.63
T omR 1 R r B+ 2 & (1.63)
esta ecuacion es la generalizacién de la ecuacién TOV para fluidos anisétropos [3], obtenida en
coordenadas comdviles [5] para el estudio de inestabilidad dindmica para colapso anisétropo.

Camila Rangel Smith 14



Capitulo 2

Colapso Lento

Se habla de colapso lento, o evolucion lenta de una distribucion de materia, si se observa
que ésta cambia muy poco, en una escala de tiempo muy grande comparada con el tiempo
propio en el que la configuracién responde a una perturbacion del equilibrio hidrostatico
(tiempo hidrostético). Entonces, a pesar que las variables fisicas y la métrica dependan del
tiempo, la configuracién siempre se encontrard muy cerca del equilibrio hidrostatico, lo que
nos permite visualizar su evolucién como una secuencia de modelos estéticos [1].

La suposicion de evolucion lenta no es tan restrictiva como pareciera, al considerar que
la escala del tiempo hidrostético suele ser muy pequena en casi cualquier fase de la evolucién
estelar, por ejemplo para el sol es del orden de los 27 minutos, para una estrella de neutrones
de una masa solar y 10 Km de radio es de 10? segundos y 2,5 segundos para una enana
blanca. Es bien conocido que las configuraciones estelares mencionadas cambian muy poco
en tiempos muy grandes comparados con su tiempo hidrostatico[!0].

La suposicion de colapso lento impone condiciones sobre w y la métrica, implica que la
velocidad radial w, medida por el observador minkowskiano, es siempre mucho menor que la
velocidad de la luz (w << 1), dado esto, podemos despreciar términos de orden superior de
la velocidad (O(w?) & 0). Por lo tanto, se tiene de (1.22) y con (1.8)-(1.11)

A2 DA (p+ P 2(P.—P)

A4+ — == =8gre” | P - 2.1
+2 5 nre” | Pl + i " (2.1)

Para cumplir con la suposicién de colapso lento, donde el sistema siempre esta en equi-
librio hidrostético y de acuerdo con (1.23) , vemos que la expresién dentro del corchete en
(2.1) debe ser cero, de modo que podemos exigir

§ i~ A2 2 0 2:2)
y también
w=0 (2.3)

lo dltimo implica que despreciaremos los términos lineales en la aceleracion.
Notemos que las derivadas temporales de cualquier orden del lado izquierdo de la ecuacién
de equilibrio hidrostatico deben ser cero, para que el sistema no se aleje del equilibrio. Esto

implica particularmente que
a0 (2.4)
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A continuacién, se presentaran modelos de colapso lento realizados en coordenadas de
curvatura, algunos de estos modelos seran utilizados en los siguientes capitulos, con un
enfoque diferente en coordenadas comoviles, para poder establecer similitudes y diferencias
del colapso lento en ambas coordenadas.

2.1. Colapso Lento Adiabatico

El Colapso Lento Adiabatico ha sido estudiado numerosas veces para distintos modelos
de densidad y anisotropia [1, 18, 19, 7]. En lineas generales, estos estudios obtuvieron como
resultado que el colapso lento coincidia con el colapso homologo en el limite newtoniano, a
diferencia del caso radiante.

En esta seccién se presentaran los estudios realizados a tres casos de anisotropia con una
densidad dependiente tnicamente de la coordenada temporal.

2.1.1. Colapso lento de una esfera de densidad homogénea y lo-
calmente isétropa
Consideramos una esfera homogénea (p = p(t)) y localmente isétropa (P, = P, = P)

evolucionando lentamente. Integrando la ecuacién de equilibrio hidrostatico (1.23) la cual
se cumple en todo momento en el caso de colapso lento, tenemos que la presién tiene la

siguiente forma:
1/2
P— (1_8;pr2>l/2_(_8?1>]pr%)/ 2.5
-7 gr 2\ 1/? 811 1/2 (25)
3( —?prz) —(1—?,07’2)

Las siguientes relaciones se obtienen también facilmente

m= 4;/)7’3 (2.6)

M = 4;/)70% (2.7)

et =1- 8;;»»2 (2.8)

e/t = ; [3 (1 - ?pr%)lﬂ - (1 — 8;:,07“2) 1/2] (2.9)

La derivada convectiva (comévil) de la funcién masa que mide la variacién temporal de
la masa para un elemento de fluido esta definida por

Dm ,dr
= - 2.10
Dr - (2.10)
haciendo una pequena manipulacién a las ecuaciones de campo podremos ver que
Dm dr
—— = —4mr*P.— 2.11
Dt T (2.11)

Camila Rangel Smith 16



Colapso lento comévil de configuraciones materiales anisétropas

esta ecuacién nos muestra, como la presion radial realiza un trabajo sobre una esfera comovil
con el fluido, cambiando su funcién masa.
Calculando (2.10) para nuestro caso usando (2.6), obtenemos

Dm ,dr T . 5 o dr 5 dr
- = — = 4 — = —47r°P.— 2.12
Dt m-+m o 3 pre + 4mpr pm r o ( )
o bien | p
r
—or = — P)— 2.1
hT (p+P)— (2.13)

por otro lado derivando (2.7) con respecto a t y sabiendo que la masa total M es constante,
debido a que el colapso es adiabatico, tenemos

1dr
)= —-3p|-—— 2.14
p p (r dt)z (2.14)
igualando las dos tltimas ecuaciones, obtenemos una expresién para dr/dt
d 1d
ANk (2.15)
dt  (p+P)\rdt),

la cual, usando (1.6), (2.5) y evaluando en la superficie se convierte en

w= wge()‘_)‘z)ﬂi (2.16)
s
Sustituyendo (2.16) en (1.30), podremos calcular las componentes del tensor de deformacion

y tendremos que, para colapso lento,

g11 = 0 (217)
lo que implica

Tap =0 (2.18)

Asi pues, la evolucién lenta de una esfera homogénea y localmente isétropa ocurre sin
deformacién (shear-free), se puede demostrar que lo inverso también es cierto. En el limite
newtoniano donde M(u) =~ A ~ v ~ 0 (2.16) se transforma

w

w= <> r (2.19)

r

que 1o es otra cosa que la conocida ley de contracciéon homdlogal/].

2.1.2. Colapso lento de una esfera homogénea sostenida por pre-
siones tangenciales
Consideramos ahora una esfera homogénea (p = p(t)), sostenida exclusivamente por

tensiones tangenciales (P, = 0) (la versién estética fue estudiada por Florides [2]). Para hacer
este modelo, tenemos que considerar el modelo de Bowers y Liang [11], el cual representa
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la primera soluciéon exacta conocida, para materia anisétropa en relatividad general. Esta
solucion consiste en:
p=p(t), 0<r<ryg (2.20)

=0, r>ry (2.21)

y con una ecuacién de estado para las tensiones de la forma

Clpo+ Br)(po + 3F,) (4 /3)r?
1 — (87/3)r2py

P —P = (2.22)

Entonces, para nuestra esfera homogénea sostenida por tensiones tangenciales se obtiene,
a partir de (2.22) y (1.26) las siguientes expresiones

1 — 87 02)3/2
(=57

et =1~ 8;pr2 (2.24)
2 2,.2
. L — (2.25)
3 (1 - %’rprz)
y con (1.25)
4
m = gwm‘?’ (2.26)
y usando (2.11) y (2.14) con P, = 0, obtenemos para la velocidad
_ 8m .2\ /4
w=ws (&) i (2.27)
L= pr 8>
o también J q
r T r
— = 1—2> 2.2
i > ( 3 Pry; s ( 8)
' d dr(t
drg _ drld) (2.29)
s r(t)

donde r(t) es la coordenada radial de un elemento dado del fluido. De manera que

() = constante (2.30)

Esto sucede igualmente en la contraccion homéloga newtoniana, pero existe diferencias
importantes entre este caso y el newtoniano. En nuestro caso, r(t) y rs(t) definen la coorde-
nada radial de un elemento dado de fluido y de la frontera de la distribucion respectivamente.
En el caso newtoniano (2.30) se refiere al cociente de las distancias radiales. Esta diferencia
también se muestra en el hecho que la velocidad dr/dt es lineal en r, mientras que w no lo
es, excepto en el limite newtoniano [1].

Camila Rangel Smith 18



Colapso lento comévil de configuraciones materiales anisétropas

2.1.3. Colapso lento para una esfera homogénea anisétropa

En la seccion previa vimos el colapso lento de una esfera homogénea con un grado par-
ticular de anisotropia. En esta seccién revisaremos en general el colapso lento de esferas
homogéneas anisétropas.

Siguiendo Bowers y Liang [11], esto es
p=p(t), 0<r<a(t) (2.31)
=0, a(t) <r (2.32)

donde a(t) es el radio de la esfera. Como otra ecuacién de estado tenemos

P, — P. = Cf(p,r)(P, + p)r? (2.33)
donde L3P
flp,7) = w (2.34)

Para evitar singularidades en el interior de la materia se impone que m(r) — 0 cuando
r — 0y con las relaciones de colapso lento (2.2)-(2.4) tendremos de las ecuaciones (1.9) y

(1.10)
dP,

dr
y de las ecuaciones (1.8) y (1.9)

= —(p+P)(//2) + 2P~ P)r”! (2.35)

1, m(t,r)+4r3P,
1, 2.36
2" r(r —2m) (2.36)

sustituyendo las ecuaciones (2.33) y (2.34) en (2.35) y usando (2.36) tenemos

ar, KM) B 20] (p+ P)(p+3P)r

dr 3 1 — (87/3)pr?

; (2.37)

La relacién m = 4nr3p/3 es usada. La ecuacién anterior puede ser integrada para con-
seguir la expresién de la presién radial,

p - l (1—2m/r)" — (1 —2M/a)" ] (2.38)

3(1—2M/a)y — (1 —2m/r)"

notemos que esta expresion es la forma general de la presion radial para cualquier grado de
anisotropia, donde M es la masa total de la esfera y v es el parametro que mide la anisotropia,
de la forma )
Y=35- 3C/An (2.39)
donde C' es introducida en la ecuacién de estado (2.33).
Podemos observar que la expresion (2.5) corresponde a la expresién (2.38) con v = 1/2,
valor que toma v en presencia de presion isétropa.
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La presion central estd dada por

(2.40)

PTC:pl1—(1—2M/a)71

3(1—2M/a)" — 1

Usando (2.38), y con un rearreglo de términos, la ecuacién (2.12) puede ser escrita de la
forma

(2.41)

jlr _r [3(1 —2M/a)Y — (1 — 87rpr2/3)W]

a 2(1 — 2M/a)"
Esta ecuacion, describe el movimiento de particulas, dentro de la esfera durante la con-
traccion adiabatica.

2.2. Colapso Lento con Disipacién

Ahora estudiaremos efectos que se producen en el colapso lento de sistemas autogravi-
tantes que disipan energia a través de un flujo radial de calor.
Podemos deducir de (1.11) y (1.15) que

Q ~ O(w) (2.42)
donde Y
— qe
Q= (1 — w?)1/2 (2.43)

de manera que términos de orden Q% o @) son despreciables.
De la ecuacién (1.27) y las ecuaciones de campo, haciendo la aproximacién a colapso
lento, tenemos que la componente o7 de la deformaciéon

2002 2033

o= e = e (2.44)
y N
4
o= —ge’\/z <w' — % - % - 47””@63)‘/2) (2.45)
integrando formalmente (2.45) tenemos
W= ws (T> eP=A=)/2 47r7"e’\/2/ ; (QeA _3ou 6_’\) dr (2.46)
8> r 167r

2.2.1. Sistemas sin deformacion

Para empezar entender los efectos del colapso lento disipativo que se desprenden de
la expresién (2.46), consideraremos primero por simplicidad, un modelo sin deformacién
(011 = 0) [18], de manera que (2.46)

w= {wze_)‘/Z — /TE 47TQ6’\dT] M2y (2.47)

rs
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El flujo de calor ¢*, lo podemos relacionar con el gradiente de la temperatura, a través
de la ecuacién relativista de Maxwell-Fourier,

¢ =kP"(T, - Ta,) (2.48)

donde la componente radial () nos queda de la forma:

T
q'=Q=—ke <T’ + 2”) (2.49)
donde T es la temperatura y k£ denota el coeficiente de conduccion.

Sustituyendo (2.49) en (2.47) y utilizando (1.24)

90 1/2 §
w= lwz <1 — (u)) +drk (Ts —T) + 27Tk:/ ST dr| M2 (2.50)

s rs

En el limite newtoniano, tenemos que M (u) ~ A ~ v = 0, por lo tanto la expresién para
w sera la siguiente:

WNewt = %r —4nk (T —T)r (2.51)
b

Podemos observar de (2.51) que w ya no cumple con la ley de colapso homdlogo, a
diferencia de como sucedia en el caso adiabatico.

El signo de w, para cualquier valor de r, no tiene que ser el mismo de wy,. Especificamente,
para gradientes de temperaturas muy grandes (negativos), podemos tener en (2.51) que
wys, >0 Y WhNewt < 0.

En otras palabras, el sistema puede evolucionar de forma que las capas internas colapsen
y las externas se expandan. Este efecto es llamado peeling térmico, también estd presente
en el régimen relativista, siempre y cuando el tercer término de la derecha de (2.50) no sea
muy grande.

Si en la aproximacion de evolucién lenta el campo gravitacional es muy fuerte, el tercer
término a la derecha de (2.50) prevalecerd sobre los otros dos. Puesto que este término es
definido positivo, esto implica que w, para cualquier valor del radio dentro de la esfera y
cualquier valor de wy, serd positivo. Esto significa que el fluido estara en expansién[4].

Si el campo gravitacional es muy intenso entonces el flujo de calor se hace negativo (dirigi-
do hacia el centro), de manera que el segundo término de la derecha de (2.47) sera positivo.
Teniendo que e *5/2 es pequeiio en el limite de campo fuerte , entonces w serd positivo para
cualquier valor de r < ry. Esto sera valido siempre y cuando el régimen de evolucién lenta
sea compatible con la presencia de campo gravitacionales intensos.

A pesar que analizamos un ejemplo donde la deformacién es nula, el efecto de peeling no
depende de esa condicion, esto lo podremos observar en la siguiente seccién.

2.2.2. Fluido homogéneo localmente isétropo

Al igual que en la seccién 2.1.1 consideramos una esfera homogénea (p = p(t)) y local-
mente isétropa (P, = P, = P) disipando energia y evolucionando lentamente. Las ecuaciones
(2.6)-(2.9) siguen aplicindose en este caso.
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La derivada convectiva en este caso esta dada por

Dm dr
—— = —4nr? | P— v/2 2.52
Dt r < o + Qe ) (2.52)
usando las condiciones de acoplamiento, el cambio de la masa total viene dado por

DM 2M

—— = —4nriQx <1 — ) + O(w?) (2.53)
Dt s

si derivamos (2.6) con respecto a t e igualamos con (2.52), tenemos

3 |dr
p=-2 |G r) e aer (254
y evaluando en la superficie
) 3 y
p=——|ra(p+ P)s + Que™"] (2.55)
s

La presion isétropa debe satisfacer (1.23) y la condicién de acoplamiento (1.19). Esta
presién tiene la misma expresion que (2.5), en el caso adiabdtico.
Introduciendo (2.5) en (2.54) y (2.55), obtenemos usando (1.6)

W= Wy, ("’) (02 | Q2T a @ v e (2.56)
s s p p

Vemos en que el dltimo término de (2.56) prevalecera sobre los otros dos, en caso de
campos gravitacionales muy intensos.

Hay que notar, que en este modelo no se pueden considerar campos gravitacionales arbi-
trariamente intensos ya que hay un valor critico para 2M/ry, en el que la presién se hace
singular en el centro.

Para observar el peeling térmico en este modelo, propondremos la siguiente funcién de
prueba para el flujo de calor

41r2Qe"? = ¢m (2.57)
donde &, denominado factor de opacidad, estd dado por
—r/rs
ne

= 2.58

donde 7 es un factor numérico de orden w. Sustituyendo (2.57) en (2.56) se obtiene
— e 1 { (1 — W) _ R 1=r/r2) _ 2.59
“ 7‘26 (1 —2M/rs)'/? < |eE rs 3M(e ) (2.59)

En las figuras 2.3 y 2.4 veremos la velocidad w para diferentes valores del potencial
gravitacional en la superficie.

Podemos notar en las Figuras 2.3 y 2.4 que a medida que el potencial gravitacional en la
superficie crece, el peeling involucra mas capas de la esfera, hasta que el potencial alcanza el
valor critico de 5/18. A partir de alli, la tendencia se revierte [1].
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9. 0843 e /ﬂ
| 7
) B 1

X

Figura 2.1: w como funcién de z para el modelo localmente isétropo y n = 1072, Las curvas
a-e corresponden a M /rs, = 1/90;1/60;1/30; 1/18; respectivamente

4.1

~¢.00002

-0.0¢004

-0.00008

Figura 2.2: Igual que la figura 2.3, pero ahora las curvas a-d corresponden a M/rs =

3/18;5/18;6/18: 7/18.

2.2.3. El modelo de Florides con Disipacion

Consideremos nuevamente el modelo considerado en la seccién 2.1.2 de una esfera ho-
mogénea soportada por presiones tangenciales (caso analogo al modelo de Florides [2]), ahora
incluyendo disipacion.

La ecuaciones (2.23)-(2.26), del caso adiabético siguen siendo vélidas. Y las ecuaciones
(2.54) y (2.55) también se cumplen en este modelo con P = 0.

Entonces, para w

w:[ngwz<r)_C%w@+w2<r)ewr&vﬂ€@wwz (2.60)
p s P s
Aplicando las condiciones de acoplamiento tenemos

Qs =0 (2.61)

esto se debe a que la presién radial es nula en toda la esfera. Entonces la ecuacién (2.60)
queda de la forma

B r\ (1 —2M/re)V Q 1
v le () (= 2m/n)/i o (1= 2m/r)/2 (2.62)

podemos observar que en este modelo, ry, puede tomar valores arbitrariamente cercanos a 2M,
sin que el sistema llegue a abandonar la evoluciéon lenta. Por otra parte, es claro a partir de
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0.0005

-0.0010

-0.0013

-0.of20

0.0025

Figura 2.3: w como funcién de x para el modelo sin presion radial y n = 1072, Las curvas
a-d corresponden a M /ry, = 1/20;6/20;8/20;9/20; respectivamente

(2.36), que el término gravitacional de (2.49), predominard sobre el gradiente de temperatura
en algiin momento de la contraccién, lo que conducirda a un flujo de calor negativo. Esto,
implicard que w serd positivo para cualquier elemento de fluido, ya que el segundo término
a la derecha de (2.62) prevalecera sobre el primero en el limite ry, — 2M. Al igual que en
la seccion anterior, para exhibir el peeling térmico en este modelo, es necesario considerar la
siguiente funcién de prueba

v n —(r/r
Arr?Qer/? = 7 (el (r/re) _ 1) (2.63)

donde, al igual que en el caso anterior, n es un factor numérico de orden w.

T/TZ 2M 77 17( / )
= 1— | 2.64
“ (1 —2m/r)V/4(1 — 2M /rs)3/4 8 [wz ( s ) * 3M/rs (e ) (264)

La figura 2.5 muestra el peeling para diferente potenciales gravitacionales en la superficie.
Al igual que en el ejemplo anterior el peeling se desplaza al interior a medida que aumenta
2M /rs, si embargo, a partir de cierto valor de este parametro, dicha tendencia se revierte.

Para concluir este capitulo, podemos decir que el mecanismo fisico detréds de la aparicion
del peeling térmico consiste en un incremento de la opacidad con la coordenada radial, esto
conduce a una disminucion de la luminosidad. Como consecuencia de ello, parte del flujo de
energia radiada es atrapada por las capas externas, causando expansién de éstas|].

Camila Rangel Smith 24



Capitulo 3

Colapso Lento Comovil

El estudio de colapso gravitacional, ha sido realizado en su mayoria en coordenadas
comoviles y coordenadas de curvatura. Seria interesante observar el colapso desde un punto
de vista de coordenadas comoéviles en “ cuasi-curvatura” donde el elemento métrico radial
de las coordenadas comoviles R(7,t), se asemeja a la coordenada radial de las coordenadas

de curvatura r, de la forma
R(7,t) = Th(t) (3.1)

Debido a que las coordenadas de curvatura y las coordenadas coméviles coinciden en el
caso estatico, podemos estudiar el colapso gravitacional en una aproximacién cuasi-estatica
desde el punto de las coordenadas comoviles en “cuasi-curvatura” ya definidas anteriormente.
Esta aproximacion se denomina Colapso Lento.

En este capitulo, veremos las condiciones que impone el colapso lento en la métrica y las
velocidades en coordenadas comoviles, y trataremos de encontrar soluciones formales para
las funciones métricas que nos permitan mas adelante realizar modelos de colapso.

La suposicion de colapso lento, pide que el sistema evolucione lentamente, por lo tanto,
al igual que en el caso de curvatura, las funciones métricas deben cambiar muy poco en el
tiempo de forma que cumplan con las relaciones

AR~ AB~ AR~ BR ~ B>~ BR~R*~RR' ~B~RA ~R=~0 (3.2)
entonces, el colapso lento establece restricciones sobre las funciones métricas y la forma en
la que ellas se comportan en el tiempo.

Sustituyendo las relaciones (3.2) en la ecuacion de la aceleracion para coordenadas comdviles
(1.62), obtenemos
m -1 1
—(p+P) |5 +47 P R| — (1—2mR™") |Dr P +2(P, — P)g|=0 (3.3)
Con las relaciones (3.2), la ecuacién (1.63) siempre se cumple, por lo que podemos contar
con que el sistema esté en equilibrio hidrostatico.
Ahora, podemos ver como quedan las ecuaciones de Einstein para la métrica comdévil

(1.36) tomando en cuenta (3.2),
A 2 R R 2 B' R B 2
Tw=srpa=- (%) 2o +(%) 255 (3) A
8w 00 87Tp B R"—(R) B R R y (3)
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A/ / / B 2
87Ty, — 87 P, B — (2 + R) L () . (36)

A R R
87 R 2 A// R// A/ B/ A/ B/ RI

Ty = ———Ts3 =87 P 2:() T bl )= ,

Sl = Guag e = ST =5 [AJFR AB+<A B> R] (3.7)
La funcién masa de Misner y Sharp queda de la forma
R R\’

S B :

m= (B) , (3.8)

Teniendo estas nuevas ecuaciones que nos representan el colapso lento, podremos inte-
grarlas para obtener modelos de colapso tanto adiabéticos, como radiantes.

3.1. Colapso Lento Adiabatico

En esta seccion mostraremos dos resultados obtenidos para el colapso lento adiabatico.

El primera, es una curiosa propiedad general que impone la adiabaticidad en la forma
funcional de las funciones métricas.

El segundo, es una solucion formal obtenida a partir de exigir separabilidad en un ele-
mento métrico y proponer un perfil de densidad.

3.1.1. Curiosidad Abiabatica

Al considerar un colapso adiabatico, la ecuacién (3.5) queda de la forma:

(R' BR RA’)

7_%_77:0 (3.10)

Si suponemos que B(7,t) es separable de la forma B(7,t) = g(t)5(7), entonces (3.10)
queda como

>

h A g A gh _ _(1-41
- (1—Ar> == <1—Ar> = Flt) = 97 = A1) =5 ke (3.11)

Por otro lado, su suponemos A(7,t) separable, A(7,t) = f(t)a(7), entonces (3.10) queda

h B ha h o B _ (1—%’f>
fh_Bf_ha_0:>h<1_ozr>_B:>B(r’t)_h + (1) (3.12)
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Podemos observar en (3.12) y (3.11) que si proponemos A(7,t) separable, B(7,t) no lo
serd, y si proponemos B(7,t) separable, A(7,t) no lo serd, pudiéndose obtener funcionalidad
en r de la funcién métrica no separable, a partir de la suposicion que la otra funcién sea
separable.

Es importante notar, que esta solucion no se cumple tnicamente en el colapso lento
adiabdtico, si no, que también sirve para el colapso adiabatico general, ya que la ecuacién
(3.9) es la misma en ambos casos.

3.1.2. Solucion por perfil de densidad

Si proponemos nuevamente que la funcién métrica R(7,t) sea multiplicativamente sepa-
rable, de la forma R(7,t) = r h(t), la ecuacién (3.4), luego de una pequenia manipulacién
algebraica, nos queda

srp——— (L2801 (3.13)
TP\ FB) TR '

donde p y B son funciones de ¢t y 7. La ecuacion anterior, es una ecuacién diferencial, que
con un rearreglo algebraico queda como

2B B? 1

S _8rpB? - —=0 3.14
Fp TP T e TR (3:14)

resolviendo (3.14), tenemos una solucién formal para B(7,t)

V= (87 (J 72p(r, t)dF) h(t)2 — 7 — f(t)h(t)2) 7 h(t)

B(r.t) = 87 ([ 72p(F, t)d7) h(t)2 — 7 — f(t)h(t)?

(3.15)

Ahora, también podemos integrar A(7,t) de la condicién de adiabaticidad (3.9) donde

nos queda
(1_ n(t) 2 B(7.b) )
ey PN ay
A7 t) = e\ TanO ey (3.16)
sustituyendo B(7,t)
a2 | (SW h(t) ff2<%p(7“-,t))df-+167r (%h(t)) [ 7o 0)di—h(t) %f(t)72f(t)%h(t)>df
A(f t) — 2 —(87r h(t)2 fsz(F,t)d?—F—,f(t)h(tP)(%h(t))? (3 17)
) .

Como podemos observar, hemos conseguido soluciones generales para la métrica para
cualquier perfil de densidad y funcién h(t). Més adelante, al elegir el perfil de densidad, po-
dremos acoplarlas en la superficie, de modo de encontrar la forma de las funciones temporales
de las que estan compuestas.

3.2. Colapso Lento Disipativo

Al igual que en el caso anterior, es posible integrar la funcién métrica B(7,t) a partir de
un perfil de densidad, como fue mostrado en la seccién 3.1.2; por lo que la expresién (3.15),
encontrada en esa seccidn, es también valida en éste caso.
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Para integrar A(7,t) debemos acudir a la ecuacién (3.6), la cual, teniendo que R(7,t) =
7 h(t) queda de la forma

A 1 B?
— =A4n 7 B*P, — — 3.18
AT oF | oh% (3.18)
donde P, es funcién de 7 y t. Sustituyendo (3.15) en (3.18) e integrando, obtenemos
1oe 8777:3Pr(7~:,t)+87rf%Zp(F,t)d%ff(t) .
A(f t) _ 62h(t) f 787rh(t)2fFQp(f,t)dF+F+f(t)h(t)2 (3‘19)

Expresion que representa la solucién formal para la funcién métrica A(7, t), para un perfil
de densidad y de presién determinado, en el caso de evolucion lenta disipativa.

Casi todas las funciones temporales seran obtenidas al realizar el acoplamiento. Sin
embargo, la funcién temporal h(t) al pertenecer a la funcién radial R(7,t), tendrd que
cumplir con las condiciones de colapso lento que esta funciéon cumple, para esto, tenien-
do que R = h(t)r vy,

RP~R=~0 (3.20)

entonces

2 ~h=~0 (3.21)

de (3.22) y pidiendo que el elemento métrico radial de las coordenadas coméviles R(7,t), se
asemeje ain mas a la coordenada radial de las coordenadas de curvatura r, de forma que
exista una relacién de similitud entre ambas coordenadas, tenemos

W) = (a + et> (3.22)

ty

donde « es una constante positiva cualquiera, t; es el tiempo maximo en el que la aproxi-
macién de colapso lento es factible, restringiendo la variacién de t entre 0 y t;. De (1.57)
tenemos que, el signo entre a y € es de suma cuando hay expansion y de resta en caso de
colapso. Por 1ltimo, € es una constante positiva, lo suficientemente pequena para que cumpla
lo siguiente:

2

e ~0 (3.23)

con esto tenemos que el marcador radial en coordenadas coméviles tiene la forma:
- i\ .
R(F,t) = (a + Et) T (3.24)
f

En el proximo capitulo, partiendo de las soluciones formales conseguidas, para las fun-
ciones métricas, (3.15), (3.17), (3.19), (3.24), obtendremos los modelos de colapso y expansion
lenta, para los casos adiabatico y disipativo.
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Capitulo 4

Modelos de Colapso Lento

En este capitulo se presentaran y discutiran los modelos de la aproximacion colapso lento
obtenidos en coordenadas comoviles.

Se model6 el colapso adiabatico y disipativo. Para esto, se tomé las funciones métricas
(3.15), (3.17), (3.19), (3.24), obtenidas en la seccién anterior, y con ayuda de las condiciones
de acoplamiento, se encontré la forma las funciones temporales contenidas en las métricas.

Con las ecuaciones de campo (3.4)-(3.7) y las funciones temporales obtenidas en el
acoplamiento, se consigue las variables fisicas caracteristicas del colapso.

Para adimensionalizar las variables fisicas se realiza el siguiente cambio de variables:

P, = PP, (4.1)
q= Mg (4.2)

p = pcp (4.3)
m = Mm (4.4)
T =an (4.5)

Los valores astrofisicos como densidad central, masa total, entre otros, fueron escogidos
del modelo estatico de NL Stewart 1, el cual representa un posible objeto compacto de 10
km de radio, y cuyas variables satisfacen las condiciones de energia y poseen aceptabilidad
fisica[17].

4.1. Modelos Adiabaticos

Se realizé el modelado de dos sistemas de colapso lento, con perfiles de densidad diferentes
y utilizando las funciones métricas (3.17), (3.15) y (3.24).

El primer modelo es una esfera homogénea sostenida por presiones tangenciales. El se-
gundo modelo cuenta con perfil de densidad que hereda la funcionalidad radial del modelo
estatico de Tolman IV.

El modelo de perfil de densidad homogénea y presién radial nula, se realizé tanto en
coordenadas coméviles como en coordenadas de curvatura, para luego ser comparados, y
asi poder observar el comportamiento de las variables fisicas en el toda la esfera y en el
tiempo, de forma de poder luego determinar si la fisica descrita desde ambas coordenadas
coincide.
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4.1.1. Modelo Adiabatico 1: Esfera homogénea sostenida solo por
presiones tangenciales

Este modelo fue realizado tanto en coordenadas comédviles como en coordenadas de cur-
vatura.

Colapso comoévil

El perfil de densidad
p=rpe KK (46)

de las ecuaciones (3.4)-(3.7), tenemos la forma de las presiones

r =

_ _ . e

P. 2iathe (24w Kn* = 9fh + 8hwKn® = 3fh) =0 (4.7)

— (76871%2[(27]6/12 + 384h 3T K 1S K + 64h 2 K206 — 288n*h2n K — 96hhf(7m4>{
96 <n3h2a2(87rKn3h2 —3n — 3fh2)7r)

(—288h2f K P h? — 48h*m K f — 2160°hPhar f KK — 18nhhdot f — 5Anh? f + 2Thh* £ f + 9 fh?)

96 (n*h2a? (87 KPh? — 3 — 3fh?)r)

Pt:Pc

donde K, f y h son funciones del tiempo.
El modelo consiste en una esfera homogénea sostenida por tensiones tangenciales, en-
tonces P, = 0, de esta condicién, tenemos de (4.23),

e

f=55 (4.9)

Acoplando en la superficie (M = m(a) y P.(a) = 0), obtenemos

302+ 8C1n

< (4.10)

3M/a
1= (4.11)

Utilizando los valores de p., P. y M /a del modelo estatico de NL Stewart 1, evaluamos el
modelo de colapso en coordenadas comoviles, los resultados se pueden observar en la figura
4.1.

Las grafica (a) muestra la evolucion de la densidad en el tiempo, debido a que la esfera
esta colapsando, la densidad aumenta en el tiempo.

La grafica (b) muestra el perfil de presién tangencial evaluada en el tiempo inicial de la
aproximacién. Ya que esta variable fisica cambian muy poco en el tiempo, no es necesario
mostrar la evolucién temporal de la misma.

La gréfica (c) muestra el cambio del radio total de la esfera en el tiempo, mostrando que
ésta se contrae. Esta evolucion de R es general para todos los colapsos que se estudiaran en
este capitulo, debido a que se supuso su forma funcional (3.22) para realizar el modelado.
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Figura 4.1: Evolucién de la densidad en el tiempo(a) perfil de presion tangencial (b), en
funcion de n. Cambio del radio total de la esfera en el tiempo (c)
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Colapso en Curvatura

Este caso fue explicado en la seccién 2.1.2 por lo que las ecuaciones (2.23)-(2.26) nos
sirven para este modelo[4]. Tenemos,

p=p. K (4.12)
P=0 (4.13)

2 K2 2
p =p T (4.14)

3(1 - SrKr?)
acoplando en la superficie, obtenemos la forma de K,

_ 3M(a(t) — M)

KO =5 ayn

(4.15)
donde a(t) es la funcién que muestra como cambia el radio total en el tiempo, anédloga a la
funcién h(t) en coordenadas comdviles.

Se propuso que la funcién a(t) sea igual a la funcién h(t) en coordenadas coméviles, de
forma que los dos colapsos sean iguales, y asi poder comparar las dos esferas colapsando de
la misma forma, pero en coordenadas distintas. Se evalué las variables fisicas, las cuales se
pueden observar en la figura 4.2.

Las gréficas muestran el cambio de la densidad en el tiempo, la presién tangencial en
funcion del radio para el tiempo inicial de la aproximacion y el cambio del radio total de
la esfera en el tiempo. Estas variables cambian muy poco en el tiempo, por lo que no se
presenta su evolucién temporal.

Si comparamos las figuras 4.1 y 4.2 que muestran el colapso comévil y de curvatura de
una esfera sostenida por presiones tangenciales, podemos observar que el la forma de las
variables fisicas en ambos casos es la misma. La densidad en ambos casos es lineal con el
tiempo, cambiando muy poco en el mismo, y aumentando como consecuencia del colapso.

La presién tangencial, tanto para el caso comévil como en el de curvatura, muestra la
forma similar a la de una parabola ascendente con el radio de la esfera, la cual cambia
muy poco en el tiempo total de la aproximacion. Este resultado nos dice, que la forma en
que se observan las variables fisicas, no cambia con las coordenadas, por lo que el colapso
lento se muestra similar tanto en coordenadas de curvatura como en coordenadas comoéviles,
validando las suposicién de que el colapso debe ser independiente de coordenadas.

4.1.2. Modelo Adiabatico 2: Densidad de Tolman
El perfil de densidad de Tolman IV para un caso dindmico esta dado de la forma:

K

P =pPc —= 4.16
(an)? (19
con las ecuaciones (3.4)-(3.7) tenemos que las presiones tienen la forma
1 : : : :
P, =P, — (24hw K7 — 3fh + 8hwKn — fh) (4.17)
a’n3hm
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Figura 4.2: Evolucion de la densidad en el tiempo (a) perfil de la presion tangencial (), en
funcion de n. Cambio del radio total de la esfera en el tiempo (c)
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. (256272 K2n2h? + 256hh>m? Kn? K — 16hh° fr Kn — 3202 fKnh? + 64h4w2K277{)A 19)
e 32 <n3h2a2(87TKnh2 —n— fh2)7r> v
(—16himKnf + h2f2 + bt f? — 40h3h frKn + 3hhf f — 2hhfn — 6h2 fn)

32 (n3h2a2(87TK77h2 —n— fh2)7T)

+

donde K, f y h son funciones adimensionales del tiempo acoplando en la superficie
(M =m(a)y P,(a) =0), obtenemos

e
K= +og (4.19)
y M/
a
C1="=1 (4.20)

Al igual que en la seccién anterior, utilizando los valores de p., P. y M/a del modelo
estatico de NL Stewart 1, evaluamos el modelo descrito previamente.

La figura 4.3 nos muestra las variables fisicas adimensionalizadas del modelo en funcion
de el r/a y el cambio del radio total de la esfera en el tiempo.

Las gréficas (a), (b) y (c) muestran la densidad, presién radial y la presién tangencial,
evaluadas en el tiempo inicial de la aproximacion de colapso lento. No se muestra su evolu-
cién puesto que, a pesar que las variables fisicas dependen directamente del tiempo, como
consecuencia a la suposicién de colapso lento, éstas cambian muy poco en el tiempo, teniendo
un comportamiento muy cercano a de un modelo estatico.

La grafica (d) de la figura 4.3 nos muestra un cambio lineal del radio total de la esfera
en el tiempo, como podemos observar, la esfera se estda contrayendo, pero al igual que con
las densidades y las presiones de la configuracion, el cambio de este radio en el tiempo es
mintsculo.

4.2. Modelos Disipativos No Radiantes

Al igual que en el caso adiabatico, se realizé el modelado de colapso lento disipativo para
dos perfiles de densidad. El perfil Tolman IV y el de una esfera homogénea.

Con las funciones métricas (3.17), (3.19) y (3.24), obtenidas en el Capitulo 3 y las ecua-
ciones de campo (3.4)-(3.7) del caso comdvil, se obtuvo dos modelos para las dos perfiles
de densidad, de una esfera sostenida por presiones tangenciales, para casos de colapso y de
expansion.

Por simplicidad matematica, para los proximos modelos disipativos se redefinié el flujo
de calor de la forma @ = qA(t,r)B(r,t).

4.2.1. Modelo Disipativo No Radiante 1. Esfera homogénea sosteni-
da por tensiones tangenciales

El perfil de densidad
p=p. K (4.21)
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Figura 4.3: Perfiles de densidad (a) y presion radial (b) y tangencial (¢) , en funcion de 7.
Cambio del radio total de la esfera en el tiempo (d)
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la presiéon radial
P.=0 (4.22)

de las ecuacion (3.7), tenemos la presion tangencial

1 (3f — 87 Kn®)Kh?

P, =P - 4.23
+ 4 a?(87KnPh? — 3fh?) (423)
Y 5 . . :
1 (24K K — —
Q:M—< n°h+8nKn’h —3fht — 9f f)h (4.24)
8 nra(8rKn3h? — 3n — 3fh?)
donde K, f y h son funciones del tiempo.
Acoplando en la superficie (M = m(a) y P.(a) = 0), obtenemos
3f C1
K=—+— 4.25
st (4.25)
3M/a
1= 4.2
C pm (4.26)
y cumpliendo con la condicién d acoplamiento,
Q=0 (4.27)

Utilizando los valores de p., P. y M/a del modelo estatico de NL Stewart 1, evaluamos
las variables fisicas del modelo.

Las figuras 4.4 y 4.5 muestran la evolucién lenta de una esfera homogénea sostenida por
tensiones tangenciales para el caso de colapso y expansion respectivamente.

Las variables fisicas del colapso (figura ??) cambian muy poco el el tiempo total de la
aproximacién, razon por la que no se presenta su evolucién. El flujo de calor, es notoriamente
pequeno, casi nulo. Tomando en cuenta estas caracteristicas del colapso disipativo, se puede
decir que el modelo se acerca mucho a un modelo estatico.

La figura 4.5 muestra la evolucién lenta para una esfera que se expande, la densidad
disminuye con el tiempo como consecuencia de la expansién. El médulo de flujo radial dis-
minuye en el intervalo total de la aproximacién y se muestra en la grafica (d), mediante
tres curvas, cada una representa el flujo evaluado en un tiempo inicial, medio y final de la
aproximacién, respectivamente.

4.2.2. Modelo Disipativo No Radiante 2. Perfil de densidad de
Tolman en una esfera sostenida por presiones tangenciales

El perfil de densidad de Tolman IV para un caso dindmico estd dado de la forma:

K
P=Pe 5 (4.28)
(an)?
La presién radial es nula
P.=0 (4.29)
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Figura 4.4: Evolucion temporal de la densidad(a) perfil de presion tangencial (b) y flujo de
calor (c) , en funcidn de n. Cambio del radio total de la esfera en el tiempo (d)
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Figura 4.5: Fvolucién temporal de la densidad(a) perfil de presion tangencial (b) y evolucion
del flujo de calor en funcion de n, representado mediante tres curvas, las curvas muestran
el flujo evaluado en un tiempo inicial (t=1), medio (t=5) y final de la aprozimacion(t=10),
respectivamente. (c). Cambio del radio total de la esfera en el tiempo (d)
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con las ecuacion (3.7), la presién tangencial

1 (f —8rKn)Kh?

P =P - 4.30
+ 4n2a* (8 Knh? — nfh?) ( )
y . . ) )
1(24K Knh — —
Q:M—( nh + 8t Knh — fht —3f f)h (4.31)

8 nra(8wKnh? —n — fh?)

donde K, f y h son funciones adimensionales del tiempo acoplando en la superficie (M =
m(a) y P.(a) = 0), obtenemos

f C1
K=—+— 4.32
87 B (4.32)

M
c1=Ma (4.33)
47
y cumpliendo con la condicién d acoplamiento,

Q, =0 (4.34)

Utilizando los valores de p., P. y M/a, evaluamos el modelo descrito previamente.

Las figuras 4.6 muestran los perfiles de presion y densidad, la evoluciéon del flujo de calor
y el cambio del radio total de la esfera en el tiempo, para una esfera que se expande.

Al igual que los modelos adiabaticos, las cantidades fisicas como la densidad y presion
cambian muy poco en el tiempo, por lo que en las graficas se muestran evaluadas en el tiempo
inicial de la aproximacion.

El flujo de calor es considerablemente pequeno y negativo, acercandose asintéticamente
a cero en la superficie de la esfera cumpliendo con la condiciéon de acoplamiento y tiene un
cambio en el tiempo el cual es mostrado en la grafica (d) de las figuras 4.4, en la cual éste
se evalu6 en un tiempo inicial, medio y final de la aproximacion.

La expansion puede ser explicada por un aumento en la opacidad con la coordenada
radial, que conduce a una disminucién de la luminosidad. Como consecuencia de ello, parte
del flujo de energia radiada es atrapada por las capas de la esfera, causando la expansion de
las mismas[4].

En el caso de curvatura, el colapso lento disipativo mostraba un fenomeno denominado
peeling, desarrollado en la seccién 2.2, en el cual, habia un cambio de signo en las velocidades
radiales del fluido en la esfera, de forma que las capas internas de la misma colapsaban
y las externas se expandian. En este caso, el peeling podia ser medido por la expresion
(2.46), el cual dependia del valor del campo gravitacional, del flujo de calor y gradientes de
temperatura.

En el caso de colapso lento disipativo en coordenadas coméviles, la expresiéon (2.46) no
es util para observar peeling, ya que la velocidad w es nula debido a que el observador es
comévil con el fluido. La velocidad comévil U, dada por la expresiéon (1.57), no experimenta
cambios de signo al ser evaluada en la totalidad de la esfera, y no depende del valor del
campo gravitacional ni del flujo del calor, los cuales resultan ser determinantes en el peeling.
Entonces, es oportuno decir, que con el enfoque realizado en este estudio, las expresiones
de velocidades y de colapso, no hemos sido capaces de detectar peeling en el colapso lento
comévil.
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Figura 4.6: Perfiles de densidad (a) y presion tangencial (b) y evolucion del flujo de calor
en funcion de n, representado mediante tres curvas, las curvas muestran el flujo evaluado
en un tiempo inicial (t=1), medio (t=5) y final de la aprozimacion(t=10), respectivamente.
(c). Cambio del radio total de la esfera en el tiempo (d)
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Conclusiones

Basandonos en el concepto de Colapso Lento introducido por L. Herrera y colaboradores
[1], v algunos resultados previos de este tipo particular de colapso en coordenadas de cur-
vatura [1, 18, 7, 19, 13], extendimos el concepto de Colapso Lento en configuraciones de
materia anisétropas, en el marco de las coordenadas comoéviles en Relatividad General.

Para realizar este estudio, hemos supuesto que todas las configuraciones materiales exa-
minadas deben evolucionar lentamente, condiciéon esencial del Colapso Lento tanto en coor-
denadas comoéviles y como en curvatura.

Aparte de la suposicion de Colapso Lento se exigié que las coordenadas se comportaran
de una forma de “cuasi-curvatura” donde el elemento métrico radial de las coordenadas
comdviles R(7,t), se asemeja a la coordenada radial de las coordenadas de curvatura r. Esto
se pide tomando en cuenta que las coordenadas coméviles y las de curvatura coinciden en el
caso estatico. Dado esto, se planted estudiar una aproximacion cuasi-estatica como Colapso
Lento, en unas coordenadas con estas caracteristicas.

Al igual que sucede en coordenadas de curvatura, en el colapso comévil, la exigencia que
el sistema evolucione lentamente conlleva a que el sistema se encuentre siempre muy cerca
del equilibrio hidrostatico, como consecuencia de esto, el Colapso Lento impone restricciones
sobre las funciones métricas y la evolucién en el tiempo de las mismas.

Las restricciones impuestas por el Colapso Lento sobre la métrica, implican restricciones
sobre la forma en la que la esfera evoluciona en el tiempo. Esto se debe a que la funcién
métrica R(r,t) evaluada en la superficie coincide con el radio total de la esfera. Entonces, la
funcionalidad en el tiempo de R(r,t) nos da la forma de colapso de la esfera. Por lo tanto,
como consecuencia de las restricciones ya mencionadas y la exigencia que las coordenadas
comoéviles se asemejen a las de curvatura, la funciéon temporal que caracteriza el colapso debe
ser lineal en el tiempo, con una tasa de cambio muy pequena, justificando asi el nombre de
Colapso Lento.

De la condiciéon de adiabaticidad, y el supuesto de coordenadas comédviles en “cuasi-
curvatura”, se consiguié una curiosa propiedad en la forma funcional de las funciones métric-
as, donde la suposicién de separabilidad sobre la funcién métrica A(r, t) implica directamente
que la otra funcién B(t,r) es no separable y viceversa. Esta propiedad se cumple para todo
tipo de colapso adiabatico, incluyendo el colapso lento.

El Colapso Lento Comovil, al igual que en coordenadas de curvatura, simplifica signi-
ficativamente las ecuaciones de campo. A partir de esto, se logrd integrar las ecuaciones
de Einstein, sustentados en una proposicion de separabilidad en algunas de las funciones
métricas, perfiles de presion y densidad y en la exigencia que las coordenadas coméviles se
asemejaran al maximo a las coordenadas de curvatura. Se consiguieron soluciones formales
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para las funciones métricas A(r,t) y B(r,t) tanto para el caso adiabético como el disipativo.

En los modelos realizados, a pesar que las variables fisicas que caracterizan la distribucion
material como las presiones y densidades dependen directamente del tiempo, el cambio de
éstas en el intervalo total de la aproximacion es insignificante, por lo que estos modelos se
acercan de forma importante a conocidos modelos estaticos. Entonces, se puede decir que la
aproximacién a Colapso Lento, es una aproximacién cuasi-estatica.

Para un caso particular de perfil de densidad en colapso adiabatico, se realizé el estudio de
Colapso Lento, tanto en coordenadas de curvatura, como en coméviles, con el fin de comparar
los resultados obtenidos. Se encontrd, que la forma en que se presentaban las variables fisicas
de la configuraciéon material en ambas coordenadas es la misma. Este resultado nos indica,
que en este caso particular de colapso, en las dos coordenadas, la fisica se observa de forma
similar.

Estudiando el Colapso Lento Comovil y Disipativo, se consiguié casos de expansion,
caracterizados por flujos negativos de calor, cuyos médulos disminuian en el tiempo. Dado
esto, la expansion puede ser explicada, como se ha hecho en otras oportunidades [!], como
un aumento en la opacidad en la direccién radial, que conduce a una disminucion de la
luminosidad. Esto trae como consecuencia, que parte del flujo de la energia radiada sea
atrapado por las capas de la esfera, causando la expansion de las mismas.

En coordenadas de curvatura, el Colapso Lento disipativo presentaba un fenémeno de-
nominado peeling térmico, el cual consistia en el “descascaramiento”de la esfera colapsante.
En nuestros estudios realizados en coordenadas comdviles, no fuimos capaces de detectar
peeling, mediante las técnicas utilizadas en coordenadas de curvatura, las cuales consistian
en cambios de signo en la velocidad radial del fluido y en el escalar de expansién. Pero,
las similitudes encontradas numerosas veces en el Colapso Lento para las dos coordenadas,
sugiere que podria encontrarse peeling si se hace un enfoque distinto al realizado en este
estudio.

Como recomendacién para una continuacion de esta investigacion, es hacer un enfoque
especial en el Colapso Lento Comovil Disipativo, con el propdsito de constatar si es posible
encontrar peeling desde el punto de vista comovil, para asi, poder catalogarlo como un
fenomeno fisico valedero o un efecto de coordenadas.
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