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Resumen

En este trabajo se introduce el concepto de precubiertas sobre la clase de los anillos
asociativos con unidad. Se estudia en particular el caso de los cuerpos, como clase importante
desde el punto de vista algebra - geométrico.
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1 Introducciéon

Es bien conocido que todo médulo sobre un anillo R tiene una envoltura inyectiva [1|. Desde el
punto de vista categoérico, los moédulos proyectivos e inyectivos son objetos duales, pero la gran
diferencia que existe entre las categorias R—mod de moédulos sobre R y su categoria opuesta
R — Mod®P, no permite dualizar el resultado de Baer. El concepto clasico de envoltura inyectiva
y cubierta proyectiva de un méodulo se extendié con la introduccién de las envolturas y cubiertas
con respecto a una clase arbitraria de objetos en una categoria dada, a partir de los trabajos de
Enochs [3]. Méas precisamente, dado un anillo R y F una familia de R-mo6dulos, se dice que el
R-moé6dulo M tiene una F-envoltura si existe un homomorfismo ¢ : M — F con F € F para el

cual se cumplen dos propiedades,

1. Cualquier diagrama

donde F’ € F puede ser completado.
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2. El diagrama

puede ser completado s6lo por automorfismos de F.

Si s6lo se satisface la primera propiedad, entonces se dice que ¢ : M — F es una F-
(pre)envoltura. Dualmente se pueden definir una F-(pre)cubierta y una F-cubierta de un R-
modulo M. Mas recientemente, Parra y Saorin [5] estudiaron las F—preenvolturas en la categoria
C de anillos, cuando F es una clase importante de anillos conmutativos. Dicho trabajo junto con
los articulos [2] y [4] motivaron de manera significativa el estudio de los objetos duales, como lo

son las precubiertas en una subclase importante de los anillos conmutativos, los cuerpos.

2 JF—Precubiertas

Sea R un anillo conmutativo con unidad y C una clase de anillos. Motivado en [5] introduciremos
la definicién de C—precubiertas para un anillo R y estudiaremos el caso particular cuando dicha

clase es la clase de los cuerpos la cual denotaremos por F.

Definiciéon 1 Sea R un anillo y C una clase de anillos, un homomorifsmo de anillos ¢ : C — R,
donde C € C, es una C—precubierta de R si para cualquier homomorfismo v : C' — R, donde

C' € C, existe un homomorfismo 0 : C' — C' tal que ¢ = p o0

En este trabajo estudiaremos algunas propiedades de anillos conmutativos que tengan F—precubierta.

Ejemplo 1 Sea K € F y consideremos la inclucion K < Klx].

Veamos que K < K|z] es una F—precubierta de K|z]; en efecto, sea

f : K' — Klz| un homomorfismo de anillos, donde K' € F. Notemos que Ker f = {0}
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puesto que los unicos ideales de K' son {0} ¢ K'. Asi, f(K') &2 K' es un subcuerpo de K|x];
de esta manera necesariamente f(K') es un subcuerpo de K. Obteniendo el siguiente diagrama

conmutativo.
K

Ejemplo 2 Denotaremos por C(R,R) el conjunto de las funciones continuas de R en R y K =
{f € C(R,R) : f es una funcion constante}. Afirmamos que la inclusion i : K — C(R,R) es
una F—precubierta de C(R,R). En efecto, notemos primero que K es un cuerpo. Sea K' un cuerpo

cualquiera y ¢ : K' — C(R,R) un homomorfismo de anillos.

Toda funcion constatemente igual a un nimero racional pertenece a o(K'). Para cada 0 # x €
K' afirmamos que p(z) es una funcion constante. En caso contrario, siendo p(x) una funcion
continua obtendriamos que p(x)(R) es un intervalo no degenerado de R y por ende existiria q € Q
y to € R tal que p(x)(to) = q; sea f : R — R definida por f(z) = q, Va € R de este modo
o(x) — f € p(K'). Por otra parte todas las unidades de C(R,R) no se anulan en ningin punto,
ast () — f no es una unidad de C(R,R) y siendo o(K') un subcuerpo de C(R,R) se obtiene que

o(x) — f = 0. Por lo tanto ¢(x) es una funcion constante lo cual seria una contradiccion.

De lo hecho anteriormente se deduce que p(K') C K y el siguiente diagrama conmutativo

muestra que i es una F—precubierta de C(R,R)

Los ejemplos anteriores muestran que existen F—precubiertas no triviales, y ademas estos
anillos tienen en comun un subanillo isomorfo a un anillo de polinomios con coeficientes en un

cuerpo. El siguiente teorema muestra que esta observacion no es un caso aislado.
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Teorema 1 Si p : K — R es una F—precubierta de R entonces R es un cuerpo o R contiene

una copia isomorfa de K|[z]

Prueba

Notemos p(K) = K; llamemos K’ := p(K), asi K’ C R. Supongamos que R no es un cuerpo,
luego existe a € R tal que a € K'.

Afirmamos que no existe p(z) € K'[z] tal que p(a) = 0; En caso contrario existiria g(z) €
K'[z] irreducible sobre K’ tal que g(a) = 0. Si consideramos I = (¢(z)) obtenemos que I es un
ideal primo de K'[z] y al ser K’'[x] un dominio de ideales principales se tiene que I es un ideal

maximal de K'[z]; es claro que K'[z]/I € F, definamos

Y : K'[z]/T — R
BT+ 1(2)) = r(a)

Notemos que 1 esta bien definido puesto que si I 471 (z) = I + ro(z) entonces ri(x) — ro(z) € I

y por tanto ri(a) — ra(a) = 0;

r1(a) = ry(a)
luego por hipotesis existe 0 : K'[z]/I — K tal que ) = p 0 6.
Asi

W(I +2) = pob(I +)
o = o(B(I + 1)) € p(K) = K’
lo cual es contradictorio.

Definamos ahora

Por lo hecho anteriormente g es un monomorfismo; asi

9(K'[z]) = K'[z] = K[x] .
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Corolario 1 Sea R un anillo conmutativo y n > 2 entonces M, (R) no tiene

F—precubierta.

Prueba Razonemos por el absurdo, supongamos que M, (R) tiene una

F—precubierta asi existe K € F'y ¢ : K — M, (R) una F—precubierta de M.
De la prueba del teorema anterior se deduce que si a« € M, (R) y o & p(K) entonces p(«a) #
0,Vp(x) € Klz] (*)

Tomemos A un elemento nilpotente no nulo del anillo M, (R), luego existe m > 2 tal que
A™ = 0 por ende A no es invertible y A # 0 de aqui es claro que A ¢ ¢(K). Si tomamos

p(z) = 2™ obtenemos p(A) = 0 lo cual contradice la observacion (). O

Del corolario anterior se deduce que no todo anillo que tenga subcuerpos tiene F—precubiertas
pues basta considerar el anillo M,,(K) con K € F en el cual los multiplos de la identidad forman
un subcuerpo de M, (K). El siguiente lema nos dice que si un anillo R tiene F—precubiertas

entonces R tiene un subcuerpo maximal.

Lema 1 8i K < R es una F—precubierta de R y K' € F tal que K C K' C R entonces K = K.

Prueba Consideremos el siguiente diagrama

luego por hipotesis existe 6 : K’ — K tal que el siguiente diagrama es conmutativo

K

K'—R
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asi, si x € K’ entonces x = if(z) = 0(z) € K lo que demuestra que K = K. O
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