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2 Compacidsd debil en espacios de Banach y aplicaciones de un Teorema de R. C. James 

En ([15]), V. Klee conjetur6 que un subconjunto convexo y cerrado K de 
un espacio de Banach X es ddbilmente compacto si y s610 si cada funcional 
lineal continuo sobre X alcanza su mAximo sobre I<. Con anterioridad R. 
C. James ([13]) habia probado que si cualquier funcional lineal continuo 
sobre un espacio de Banach separable alcanzaba su supremo sobre la bola 
unitaria cermda, entonces dicho espacio es wjlezivo. En el aiio de 1964 
sali6 publicado un articulo de R. C. James ([14]), donde 61 presentaba una 
prueba de la conjetura de Klee eliminando la hip6tesis sobre convexidad. 
Esa demostraci6n era y sigue siendo dificil. Algunas otras pruebas de ese 
resultado han sido escritas tratando de evitar s u  complejidad (ver por ejem- 
plo [12], [24], [20], [3]). En un esfuerzo por brindar una demostraci6n menos 
complicada, S. Simons ([23]) introdujo una desigualdad que permite, en el 
caso separable, una demostraci6n sencilla del Teorema de James. Otra de- 
mostraci6n interesante del Teorema de James es dada por Holmes en ([12], 
pbg. 157-160), haciendo uso de la propiedad del limite doble intercambiable. 

La presentaci6n que hacemos en estas notas de la prueba del Teorema de 
James es la ofrecida por ([2]) usando la desigualdad de Simons. Son muchas 
y muy variadas las aplicaciones que se derivan del Teorema de James en el 
Qmbito de 10s espacios de Banach. Algunas de ellas son presentadas en la 
secci6n Aplicaciones del Teorema de James . 

2 Topologias debiles en espacios de Banach 

Si (X, )).(I) denota un espacio de Banach, eiltonces Bx denotara s u  
bola unitaria cerrada con centro en el origen, mientras que Sx designa s u  
borde; esto es Sx es la esfera unitaria con centro en 0. De rnodo mis 
general, Bx (x, r )  (respectivamente Sx (x, r ) )  representa la bola cerrada (re- 
spectivamente la esfera) de centro x y radio r > 0. 

Si (X,  ( ( . I \ )  es un espacio norrnado sobre K, entonces su norma )I-(( genera 
una topologia natural, denotada por qI.II1 bajo la cual (X, 4 1 . ~ ~ )  es u n  espacio 
lineal topologico localmente convexo. Existen, sin embargo, otras topologias 
interesantes sobre X las cuales permiten obtener informaci6n valiosa sobre 
la estructura de esos espacios. Una de tales topologias, la llamada topologia 
de'bil, se genera atravk de todos 10s funcionales lineales continuos sobre X. 
Si uno se sitGa ahora sobre el dual X* uno puede describir, ademis de las 
topologias fuerte y ddbil, una nueva topologia, llamada la topologia de'bil-+, 
con la cual se prueba un resultado extraordinario que nos obliga a mirar 



hacia a t r k  y recordar compacidad en 10s espacios de Banach de dimensi6n 
finita, el denominado Teorema de Banach-Alaoglu, que establece que todo 
subconjunto norma-acotado y ddbil-* cerrado en X*, es ddbil-* compacto. 

2.1 Nociones Topol6gicas 

Comenzaremos por introducir algunas notaciones y herramientas que 
utilizaremos a lo largo de estas notas. 

Sean X u n  conjunto no vacio y J una topologia sobre X.  U n  entorno 
de u n  punto x E X es cualquier conjunto V E J tal que x E V. Una 
colecci6n no vacia B C J' es una base para J si cualquier conjunto en J' 
es uni6n de una subfamilia de conjuntos pertenecientes a 13. Finalmente, 
dkemos que una colecci6n no vacia C C J es una subbase de J si existe 
una base B J' que cumple con lo siguiente: para cada G E B existe una 
familia finita, digamos {GI, G2, . . . , G,) C C, tal que G = ny.l G;. 

Sea X u n  conjunto no vacio y Sean Jl y J2 dos topologias sobre X.  
Diremos que Jl es m6s fina que J2 (o que J2 es menos fina o m6s dCbil 
o m6s pequeiia que Jl) si cada conjunto J2-abierto es Jl-abierto; esto 
es equivalente a decir que la aplicaci6n identidad i : (X, Jl) + (X, J2) es 
continua. 

Sea ahora G una colecci6n no vacia de subconju~~tos de X y considerernos 
la familia 7 de todas las topologias sobre X que contienen a 6 .  Entonces 

T #  0 Y 

es la topologia m h  pequeiia sobre X conteniendo a G,  a la cual llamarernos 
la topologia generada por 6. Es f k i l  ver que si Ji es la colecci6n de 
todos 10s subconjuntos de X que son intersecciones finitas de elementos de 
6, entonces JG consiste exactamente de todos 10s subconjuntos de X que 
son uniones arbitrarias de elementos de 3;. M h  a6n, Ji es una base para 
JG y G una subbase. 

El siguiente mecanismo, es u n  proceso natural para generar la topologia 
ddbil. Comencemos con u n  conjunto no vacio X ,  el cual puede o no estar 
provisto de alguna topologia, y sea (Y, Jy) u n  espacio topol6gico. Se consi- 
dera una funci6n f : X + (Y, Jy) y lo que se desea es construir la topologia 
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mzis pequefia sobre X,  digamos Jx, que permita que f sea Jx - J y  con- 
tinua. Hay evidencia de la existencia de a1 menos una topologia que hace 
que f sea Jx - J'y continua. En efecto, si tomamos a X con la topologia 
discreta, Jx, resulta entonces claro que f es Jx - Jy continua. La elecci6n 
de la topologia discreta no es la mis afortunada por lo que es deseable 
poder contar con otra topologia, distinta a la discreta, y que nos resuelva el 
problema. Consideremos entonces 

Es fkil establecer que en realidad Jx es la topologia m& pequeiia sobre X 
que permite que f sea Jx - Jy continua. 

Generalicemos el argument0 anterior en el siguiente sentido: tomemos el 
conjunto X y en lugar de tener u n  linico espacio topol6gico (Y, Jy) y una 
linica funci6n f : X + (Y, Jy), elijamos una familia de espacios topol6gicos 
digamos, (Y,, J,)iEf, y una familia de funciones f; : X + (Y, ,  3) i E I, 
y como antes queremos construir la topologia miis pequeiia sobre X que 
permita que todas las funciones f; Sean continuas. He aqui el procedimiento. 
Para cada i E I, sea 

y pongamos 

En general, G no es una topologia, pero si lo es JG, la topologia generada por 
G. A esta topologia se le llama la topologia inicial o proyectiva sobre X 
asociada a la familia ( f;)iEr. Es claro que JG es la topologia m k  pequeiia 
sobre X bajo la cual cada fi es JG - Ji continua. 

En el caso especial en que Y; = K para todo i E I, donde Ji = 3, (i E I), 
es la topologia natural de K, y T = (fi)iEI es una familia de funciones a 
valores reales o complejos definidos sobre X ,  entonces la topologia inicial 
asociada a T la denotaremos por a(X,T).  En este caso especial podemos 
ser u n  poco mzis precis0 en lo referente a la clase G. En efecto, teniendo 
en cuenta que la colecci6n de todos 10s intervalos abiertos de longitud finita 
(resp. las bolas abiertas de radio finito) tambibn genera la topologia de R 
(resp. de C), entonces basta con definir, para cada xo E X ,  10s conjuntos 
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donde f l ,  . . . , f,, : X  + R son funciones y E > 0, para uno convencerse que 
la colecci6n 

forma una base para la topologia inicial u ( X , T )  asociada a la familia T = 
( f i ) i ~ ~ .  

Uno puede, s e g h  lo expresado anteriorrnente, probar sin ninguna difi- 
cultad que la topologia inicial JG asociada a la familia ( f,)iEI es Hausdorff 
siempre que la familia ( f ; ) i E I  separe 10s puntos de X ;  esto significa que 
si x ,  y E X  con x  # y ,  entonces existe un io E I  tal que fio ( 2 )  # f;, ( y ) .  

Como una aplicaci6n de lo ya visto, mostraremos de inmediato c6mo se, 
obtiene la topologia producto de una familia de espacios topol6gicos. 

. Sea ( X i ,  J ; ) ;EI  una farnilia de espacios topol6gicos. El producto carte- 
siano de 10s X i ,  en notaci6n niEI X i ,  se define como 

En este conjunto destacan por s u  importancia las proyecciones sobre 10s 
ejes X i .  Para cada k  E I ,  definamos la aplicaci6n proyecci6n 

X i =  x :  I +  U X k  

por pk(x) = x ( k )  para todo x E niEI X i .  La topologia inicial asociada a 
la farnilia es llarnada la topologia producto, y sera denotada por 
3,, mientras que el espacio topol6gico (H iGI  X i ,  J p )  se llamari el espacio 
producto. 

x ( i )  E Xi  para todo iE  I  

U n  par de observaciones son pertinentes para el rnanejo de las notaciones: 

2 { k,I 

1. Por conveniencia, si x E niEI X i ,  entonces identificaremos a x  por sus 
valores sobre I ;  esto es, escribiremos x  = ( x ; ) ; ~ I ,  donde hemos puesto 
x  ( i )  = xi para todo i E I. 

2. Si I es un conjunto infinito numerable, entonces niEI X i  ser i  deno- 
tad0 por Hzl Xi .  
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2.2 Las topologias dCbil y dCbil-* 

Si (X, ( 1 - 1 1 )  es u n  espacio de Banach, X* denotard su dual (topol6gico). 
La topologia d6bil sobre X ,  denotada por u(X, X*) o w, es la topologia 
inicial asociada a la familia X*. Esto significa, en vista a lo expresado en 
la secci6n anterior, que u(X,X*) es la topologia m h  diibil sobre X bajo la 
cual cada funcional lineal x* : X + K es u(X,X*) - JK continuo. Es f k i l  
establecer que (X, u ( X ,  X*)) es u n  espacio vectorial topol6gico localmente 
convexo Hausdorff y que cada entorno bhico del 0 en (X, u(X, X*)) es de 
la forma 

n 

V(O;x;, . . . ,x;,E) = n {x , x : 1x;(x)I < E )  

i= 1 

donde x; , . . .  ,x: E X *  para todo n E N y E > 0. 
Una sucesi6n (2,) en X converge de'bilmente a u n  x E X si 

lim x*(x,) = x*(x) 
n--too 

para todo x* E X* 

Cuando no exista motivo de confusi611, la notaci6n xw serd usada en 
- u ( X , X O )  

lugar de A . Similarmente, usaremos las expresiones xn 3 x, w - 
limn xn = x, o u(X, X*) - limn xn = x para decir que una sucesi6n (2,) 

en X converge ddbilmente a u n  x E X. 

Arin cuando la topologia ddbil es m h  pequeiia que la de la norma (a1 
menos cuando X es de dimensi6n infinita) ellas comparten 10s mismos con- 
juntos convexos y 10s mismos funcionales continuos. 

Teorema 2.1 (Mazur) Sea (X, 1 1 . 1 1 )  un e s p c i o  normado y sea I< un sub- 
-ll,ll = r w  conjunto convexo de X.  Entonces I< 

Prueba. Puesto que J resulta que x""' XW. Supongamos 

que K""' # rw y sea x0 E f 5 w \ ~ I " l l .  Por el Teorema de Hahn-Banach 
existe un  x* E X* tal que 

para algrin a, P E R. Pero a1 estar xo en rw se garantiza la existencia de 
una red (2,) en I< que cumple con xo = w - lim x,. En particular, 

x* (xO) = lim x* (2,) 



lo cual es violatorio a lo establecido en ( I ) ,  ya que a1 estar la red (x,) en K 
-11.11 resulta que x*(x,) 5 supx*(I< ) para todo y,  y asi 

-11~11 x*(xo) = lim x*(x,) 5 sup x*(I< ) < x*(xo). 
-7 

Algunas consecuencias interesantes se deducen ahora del Teorema de 
Mazur. Como siempre usaremos la notaci6n co(A) para expresar la cdpsula 
o envoltura convexa de un subconjunto A de X y w (A) la clausura de 
co(A). 

Corolario 2.1 Si (x,) es una sucesidn en X que converge de'bilrnente a 
algu'n x E X ,  entonces x E W{x, : m E N); es decir, eziste una sucesidn 
(f,), en X tal que 

(a) En  E co{x, : m E N), y 

(b) limnllZn - xll = 0. 

Prueba .  Sea I< = co {x, : m E N). Entonces I< es convexo y por con- - 
siguiente x E Xw.  POI el Teorema 2.1, Rw = K""', de donde se sigue la 
existencia de una sucesi6n (f,), en X verificando (1) y (2). 

Corolario 2.2 Si Y es un subespacio lineal de X ,  entonces yw = y 11.11 

La topologia dCbil-* sobre X*, en notaci6n a(X*,  X )  o w*, es la 
topologia inicial asociada a la familia J X ,  donde J : X + X** es la apli- 
caci6n can6nica natural definida por Jx(x*) = x*(x) para todo x E X y 
todo x* E X*. Cada w*-entorno bkico del 0 E X* es de la forma 

donde XI , .  . . , xn E X para todo n E N y E > 0. No es dificil probar que 
con la a (X* ,  X)-topologia, X*  es un espacio vectorial topol6gico Hausdorff 
localmente convexo. 
Una sucesi6n (x i )  en X *  w*-converge a un  x* E X* si 

lim xt(x)  = x*(x) 
n+oo 
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para todo x E X 

De rnodo similar a corno hicirnos con la topologia ddbil, la notaci6n 
-w* - . ( X ' , X )  W *  
A ser i  usada en lugar de A . Sirnilarrnente, las notaciones x, --4 

x*, w* - limn x i  = x*, o a (X8,  X )  - limn xz = x* serdn utilizadas para 
expresar que una sucesi6n (x i )  en X* w*-converge a un x* E X * .  

Respecto a la topologia w* debernos rnencionar dos resultados relevantes 
que usarernos en estas notas y cuyas pruebas ornitirernos (ver, por ejernplo: 
[5] para una dernostraci6n). 

Teorema 2.2 (Goldstine) Si (X, I I - I I )  es un espacio normado, entonces 

donde J : X + X** es el isomorfismo (isome'tn'co) candnico. 

Observernos que la a*-topologia usada en el teorerna de Goldstine es 
precisarnente a(X**, X*). Puesto que la aplicaci6n can6nica natural J : 
X + X** es una isornetria del primer espacio en el segundo, uno puede 
identificar cada subconjunto M de X con s u  irnagen J ( M )  en X**. Bajo 
esta identificacibn el Teorerna de Goldstine dice que Bx es o(X8*, X*)-denso 
en Bx.. . 

Una caracteristica irnportante que posee la w*-topologia la constituye, 
sin duda, el siguiente teorerna. 

Teorema 2.3 (Banach-Alaoglu) Si (X,  ( 1 . 1 1 )  es un espacio normado, en- 
tonces la bola unitaria cermda Bx. en X* es w*-compacto. En particular, 
cada subconjunto de X norma-acotado y w*-cermdo es a*-compacto. 

3 El Teorema de ~berlein-gmulian 

Es un hecho ya establecido que la topologia ddbil de un espacio de Ba- 
nach X de dirnensi6n infinita no es, en general, ni cornpleta ni rnetrizable. 
Sin embargo, algunos subconjuntos especiales de X se cornportan de una 
rnanera envidiable. Ellos son 10s conjuntos ddbilrnente cornpactos y para 
caracterizarlos itan s610 sucesiones son suflcientes! Este es el contenido 
del farnoso teorerna de ~berlein-Srnulian. He aqui 10s preparativos para s u  
dernostraci6n. 

Recordernos que si (S, T )  es u n  espxio topol6gico Hausdorff, un subcon- 
junto no vacio I< de S se dice que es: 



(a) relativamente r-compacto si R' es compacto. 
(b) relativamente secuencialmente r-compacto si cada sucesion en I< posee 

una subsucesi6n r-convergente en S .  
(c) relativamente numerablemente r-compacto si cada sucesi6n en I< posee 

un r-punto limite (tambidn llamado r-punto de acumulaci6n) en S .  

De mod0 general valen, en cualquier espacio topol6gico Hausdorff, las 
siguientes implicaciones: 

mientras que si nuestro espacio es m6tric0, esas tres propiedades son equiva- 
lentes. Una de las razones que hacen interesante y maravillosa a la topologia , 
de'bil de un espacio de Banach es que esas tres propiedades aun permanecen 
equivalentes a pesar de que 10s subconjuntos de'bilmente compactos no son 
necesariamente metn'zables. Veamos u n  ejemplo. Tomemos un espacio 
de Banach reflexivo y no separable, por ejemplo: X = C2(r) con I? n* 
numerable. Entonces B x  es ddbilmente compacto, pues X es reflexivo, pero 
no es metrizable. En efecto, si fuera B x  metrizable, 61 seria ddbilmente se- 
parable y gracias al Teorema de Mazur, norma separable por su convexidad. 
Por esto, X seria norma separable, lo cual es imposible. 

Los siguientes lemas constituyen u n  aperitivo a la demostraci6n del Teo- 
rema de ~berlein-gmulian. Aqui seguimos 10s pasos de R. Whitley ([26]). 

Lema 3.1 (Whitley) Sean (X, )(.I() un espacio de Banach y E un sub- 
espacio de dimensidn finita de X**. Entonces existe una coleccidn finita 
{x;, . . . , x i )  en S x .  tal que la desigualdad 

se cumple para todo x** E E = E**. 

Prueba. Puesto que S E  es norma-compacto, uno puede determinar, con 
E = 114, una €-red finita F = {x;*, . . . , x y )  para S E ;  es decir, 

donde BE(xf*, 114) es una bola cerrada de X con centro xf* y radio 114. 
Por otro lado, ya que para cada i = 1 , .  . . , n 
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uno puede elegir un xf E S x .  de rnodo que 

3 Ixf*(xf)l > 1 - E = 4. 

Ahora, si x** E E, x** # 0, entonces z** = x**/11x**11 E S E  y gracias a (2) 
existe un k E (1,. . . , n )  tal que 

en particular 

IIz**(x;) - x;*(x;)II 5 a. 
Finalrnente, 

11x**(x;l11 = 11x**11 l~**(x;)l 
= 11x**11 1z**(x;) - x;*(x;) + x;*(x;)I 

t 1 1 ~ * * 1 1  (IZ**(X;)I - Ixi*(xi) +x;*(x;)I) 

> l l x * * l l  (; - a )  = + I ~ x * * ~ I ,  

lo cual d a  por finalizada la prueba. rn 

Lema 3.2 (Whitley) Sean (X,  (( .)))  un espacio de Banach y A' un subcon- 
junto relalivamenle numerablemenle de'bilmenle compaclo de X .  Enlonces, 
para coda x** E nw' exisle una sucesi6n (2,) en K la1 que J x  = x** para 
cualquier w-punlo limile x de la sucesidn (x,). 

Prueba. Sea x** E xw' y tornernos un x i  E S x * .  Puesto que x** E 

xw*, cada w *-  entorno de x** intersecta a J K ;  en particular, el w*-entorno 
de x** 

intersecta a JI(. Sea x1 E I( tal que J x l  E Vl n JI( y observernos que 

Definarnos El = [x**, x**-Jxl], el subespacio lineal generado por x** y x**- 
J x l  . Ya que d im(E)  < m, uno apela a1 Lerna 3.1 para obtener una colecci6n 
fi nita x;, . . . , xi (2 )  en S X  satisfaciendo 
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para todo y** E E l .  De nuevo, como x** sigue estando en mu', el w *- 

entorno de x**,  

contiene u n  miembro de JIi. Sea 2 2  E K tal que J z 2  E V2 n J K  y noternos 
q "e 

Formemos entonces E2 = [x**,  x** - Jxl ,  z** - J z 2 ]  y volvamos a hacer uso 
del Lema 3.1 para determinar elementos x : ( ~ ) + ~ ,  . . . , x : ( ~ )  en SX* que 
verifiquen 

para cualquier y" E E 2 .  
Una vez m b .  El w*- entorno de x**,  

intersecta a JIi, por lo que se garantiza la existencia de u n  z3 E K para el 
cual se cumple que 

Aplicando el Lema 3.1 a E3 = [x**,  z** - J x l ,  x**- J z 2 ,  z**- J z 3 ] ,  podemos 
de nuevo hallar puntos ~ ; 1 ( ~ ) + ~ ,  . . . , x i ( 4 )  en SX. satisfaciendo la desigualdad 

para todo y** E E3. Continuando inductivamente con este proceso uno logra 
obtener u n  par de sucesiones ( x , )  en K y ( x ; ) z 1  en Sx. satisfaciendo, con 
n ( 1 )  = 1 ,  las desigualdades 
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Sea x u n  punto limite ddbil de la sucesi6n (x,) & #, el cual existe ya 
que If es relativamente ddbilmente numerablemente compacto. Puesto que 
E = [x, : n E N] es convex0 y ddbilmente cerrado, tenemos que x E E. De 
esto se deduce que x** - J x  E F, donde Y = [x**, x** - J x l ,  x** - J x 2 , .  . . ,]. 
M b  aalin, nuestra construcci6n de (x,) y (x ; ) z l  nos asegura que 

se cumple para todo y** E Y. Por continuidad, vemos que (4) sigue siendo 
vilida para todo y** E F. En particular, 

ya que x** - J x  E F. Ademb, de (3) resulta que para cada m E N fijo 

para todo p >_ n( j )  > m y, en consecuencia, la desigualdad 

vale para todo p > n( j )  2 m. Pero a1 ser x u n  punto limite ddbil de (x,), 
entonces para cada N > m, existe un p E N tal que p >_ n(N)  > m y 

De todo esto se concluye que (x" - J x ) ( x k )  = 0 para todo m E N y, gracias 
a ( 5 ) ,  uno obtiene finalmente que x" = J x .  

Observaci6n. La construcci6n de Whitley (Lema 3.2) nos muestra que 

Esta inclusi6n nos revela que para demostrar que un subconjunto norma- 
acotado K de X es relativamente ddbilmente compacto, es suficiente aplicar 
la siguiente estrategia: miramos a If dentro de X" por medio de la apli- 
caci6n can6nica J : X + X"; esto es consideramos J I f .  Clausurando a 
JIf en la w*-topologia de X** e invocando el Teorema de Alaoglu nos damos 



cuenta que xW' es compacto. Aqui est6 la clave: si xW' permanece den- 
tro de J X  = X entonces rw  = J - I  (xw*) resultari ddbilmente compacto. 
La raz6n de esto radica en el hecho de que la aplicaci6n J : (X,  w )  + 
( J X ,  w*) es u n  homeomorfismo lineal del primer espacio sobre el segundo. 

Lo bueno se hace espemr. Ahora el Teorema de ~berlein-Smulian. 

Teorema 3.1 (~berlein-Smulian) Sean (X, ( 1 . 1 1 )  un espacio de Banach y 
I( un subconjunto no vacio y norma acotado de X .  Las siguientes condi- 
ciones son equivalentes: 
(a) K es relativamente de'bilmente compacto. 

(b) I( es relativamente de'bilmente secuencialmente compacto. 
(c) I( relativamente de'bilmente numemblemente compacto. 

Prueba. (a) =+ (b). Sea (x,) una sucesi6n en K e indiquemos con E = - 
[(z,)] el subespacio norma-cerrado generado por la sucesi6n (2,). Entonces 
E es un espacio de Banach norma-separable y, por consiguiente, existe u n  
subconjunto numerable F E E* tal que 

si z E E y z:(z) = 0 para todo z: E F, entonces z = 0. (6) 

Ahora bikn, como RW es cornpacto, la funci6n d : E x E + W definida 
Par 

es, en virtud de ( 6 ) ,  una mdtrica sobre E. Si consideramos la aplicaci6n 
identidad 

id : ( z W , w )  -+ (RW, d), 

entonces id resulta ser u n  homeomorfismo por el hecho de ser zw compacto. 
De esto se sigue que d l K x K  es una mdtrica que genera la topologia dkbil de 
I(, y por consiguiente, (K, w) es metrizable. 

Siendo E = Ew, tenemos que I( n E~ es metrizable en (E l  w) y gracias 
a que compacidad y compacidad secuencial son equivalentes en espacios 
mdtricos, tenemos que I( n E~ es ddbilmente secuencialmente compacto. 
En particular, si x es u n  punto limite dkbil de la sucesi6n (z,), entonces 
existe una subsucesi6n (z , , )~ de (x,) que converge ddbilmente a z en E. Es 
claro que tambidn ( x , , ) ~  converge dkbilmente a z en X .  
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(6) + (c). Es trivial. 

(c) + (a). Por el Lema 3.2, x"' queda dentro de J X  y puesto que 
J : (X, w) + ( J X ,  w*) un homeomorfismo, entonces rW es compacto. I 

El Teorema de ~berlein-Smulian permite reducir el andlisis de la de- 
mostraci6n de que un conjunto, viviendo en un espacio de Banach, es d b  
bilmente compacto a1 caso en que nuestro espacio de Banach sea norma- 
separable. Dicho de otro modo, compacidad dCbil es una propiedad separa- 
blemente determinada. En efecto, del Teorema 3.1 se deduce rdpidamente 
el siguiente 

Corolario 3.1 Sean (X,  1 1 . 1 1 )  un espacio de Banach y I< un subconjunto no , 
vacio de X . Las siguientes condiciones son equivalentes: 
(a) I<* es de'bilmente compacto. 

(6) I< n Y es de'bilmente compacto pam todo subespacio norma-cermdo y 
norma-sepamble Y de X .  

4 Compacidad ddbil a1 estilo Grot hendieck 

Para precisar un poco la notacihn, como siempre usaremos la letra J para 
denotar el isomorfismo (isomdtrico) can6nico de X en X**, mientras que 
JI denotard el isomorfismo can6nico de X *  en X***. Comencemos con un 
cl&ico: 

Teorema 4.1 (Grothendieck) Sea I< un subconjunto no uacio, acotado 
y de'bilmente cermdo de X .  Sa pam cada E > 0, eziste un subconjunto 
de'bilmente compacto I<, X tal que 

entonces K es de'bilmente compacto. 

Prueba. Sea JK"' la w*-clausura de JI< en X**, donde J : X + X** 
es la aplicaci6n can6nica. Por el Teorema de Banach-Alaoglu, xw' es 
compacto. Para ver I< es ddbilmente compacto so10 tenemos que aplicar 
nuestra estrategia; es decir, probar que mu' vive dentro de X = J X .  
Ahora biCn, como Kc es ddbilmente compacto resulta que J(I<,) tambidn lo 
es y, en particular, w*-compacto. Asi, 
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Esto junto con el Teorema de Goldstine produce, para cada E > 0, 

mw' c J(I<, + EBX 

xu' +&JOY' 
= JK, + &BX.er 

de donde resulta que mY' 2 n (JKe + &Bx..) JX = X. 
a >O 

Otra importante caracterizacion de compacidad ddbil en funci6n de la 
propiedad del limite doble intercambiable es el objetivo que nos proponemos, 
alcanzar de inmediato. Precisamos ahora la definici6n la propiedad del limite 
doble intercambiable. 

Definici6n 4.1 Sean (X, )I.(() un espacio de Banach y K un subconjunto 
no vacio y norma-acotado de X.  Diremos que I< y Bx* tienen la pro- 
piedad del l imi te  doble intercambiable, PLDI, si pam cualquier par de 
sucesiones (x,) en I< y (xk) en Bx. se cumple que 

lirn lirn xk(xn) = lirn lirn xk(xn) 
n m m n 

siempre que dichos limites existan. 

De mod0 mis general, si I< y T son subconjuntos no vacios y norma- 
acotados de X y X' respectivamente, entonces diremos que I< y T tienen la 
propiedad del limite doble intercambiable si para cualquier par de sucesiones 
(x,) en K y (xk) en T se cumple que 

lip 1: x,(xn) = lirn lirn r,(zn) 
m n 

siempre que dichos limites existan. 

El siguiente resultado, el cual constituye la idea esencial en la carac- 
terizaci6n de compacidad ddbil en funci6n de la propiedad del limite doble 
intercambiable, es muy simple y se debe a Stefan Kremp ([16]). 

Lema 4.1 (Kremp) Sean (X, 1 1 . 1 1 )  un espacio de Banach, I{ un subcon- 
junto acotado de X y T es subconjunto acotado de X*. Supongamos que K 
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y T tienen la PLDI. Si (x,) es una sucesidn en K y para algu'n x E I< se 
cumple que 

lim n x*(xn) = x*(x), (*) 

pam todo x* E T,  entonces (*) sigue siendo udlido pam todo x* E T ~ ' .  
- w' Prueba. Sea x* E T . Para cada m E N, el a ( X ,  T)-entorno de x*, 

V ( X * , X , X ~ , - . .  ,Xrn;l/m), 

intersecta a T .  Escojamos entonces para cada m E N un xk  E T tal que 

1 
Jxk(xk)  - xk(xk)l  < - para k = 1 ,2 , .  . . , m y m 

1 
Ixk(x) - x;(x)l < -. 

m 

De esto se sigue que lirn, xk(x)  = x*(x) y como por hip6tesis limn x*(x,) = 
x*(x) para cada x* E T ,  tenemos que l im,x~(x,)  = xk(x)  para todo 
m E N. Por lo tanto lirn, limn x k  (x,) = lirn, xh(x)  = x* (2).  Por otro 
lado, tenemos que lirn, xk(x,) = x*(x,) para todo n = 1 ,2 , .  . . . Ahora la 
PLDI implica que limn lirn, x;(x,) = limn x*(x,) existe y es igual a x*(x),  
ya que cada s u  bsucesi6n convergente de ( lirn, x; (z.,)), debe teller como 
limite a x*(x). rn 

Lema 4.2 (Kremp) Sea (X, II.(() un espacio de Banach y sean I( y T sub- 
conjuntos acotados de X y X *  respectiuamente con la PLDI. Entonces para 
cada x E eziste una sucesidn (2,) en I(- la cual converge a x en 
U(X, T"'). 

Prueba. Sea x E f T u ( X I T ) .  Pongamos xo = z y construyamos, inductiva- 
mente, para n = 1 , 2 , .  . . una sucesi6n ( v ; ) ~  en T y u n  punto x, E I<* con 
las siguientes propiedades: 

(i) (9; : k E N)JYn-l es u n  subconjunto denso numerable de TJYn-1 C 
Yn.-l en U(Y~ '_ ,  , Yn-I), donde .Yn-l = [XO, x i ,  . . . , xn-11. 

(ii) 1@(x) - q?(x,)I < para todo k,  m = 1,2 , .  . . , n. 
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En efecto, uno comienza tomando Yo = [xo], el subespacio lineal generado 
por {xo), y entonces elegimos un subconjunto denso numerable {cpi : k E 
N)(Yo de TlYo C Yo' en a(Y<, Yo), el cual es posible gracias a que dimyo 
es finita. Una vez hecho esto, el a(X,T)-entorno V(xo, cp:, 1) de x inter- 
sects a I<, por lo que se obtiene un x1 E I '  tal que (cpi(x) - cp:(xl)l < 1. 
Ahora definimos Yl = [xo,xl] y de nuevo escogemos un subconjunto denso 
numerable {cpf : k E N)IYl de TJYl c Y i  en a(Y;,Yl). Una vez miis 
el a ( X ,  T)-entorno V(xo, cpi, cp;, cpi, cp:, 112) de x intersects a K ,  por lo 
que existe un x2 E I' tal que Icpr(x) - +$'(x2)1 < 112 para k , m  = 1 ,2 .  
Repitiendo inductivamente el proceso uno logra ( 2 )  y (22). 
Si ahora definimos 

entonces 

(a) I' n Y y T t ( Y  tienen la PLDI; 

(b) TtIY c TIY c Y* es a (Y* ,  Y)-denso en TIY; 

(c) (x,) converge a x en a(Y, TtIY). 

En vista del Lema 4.1, (x,) converge a x en a(Y, TIY); es decir, en a ( X ,  T ) ,  

y de nuevo por el Lema 4.1 converge en U ( X , T ~ ' ) .  W 

Corolario 4.1 (Kremp) Sea (X,  ( I . ) ) )  un espacio de Banach y supongarnos 

que I' C_ X y Bx. tienen la PLDI. Si  x** E x w ' ,  entonces existe una 
sucesidn (2,) en I' tal que Jx ,  + x** de'bilmente (en a(X**,  X***)). 

Prueba. Sean Iit = J K  c X** y Tt = JIBx. C X***. Puesto que Ii" 
y T' tienen la PLDI, el Lema 4.2 produce, para x** E xW', una sucesidn 
(2,) en I' tal que (Jx,), converge a un punto x** E X** en la topologia 

-w* a(X** ,  Tt ). Pero por el Teorema de Goldstine 

finalizando la prueba, ya que a(X**,  Bx-0.) = a(X**,  X***). H 

El siguiente resultado de A. Grothendieck [lo] nos proporciona ot ra  ele- 
gante caracterizaci6n de  compacidad ddbil en funcidn de la PLDI. 
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Teorema 4.2 (Grothendieck) Sea (X,  1 1 . 1 1 )  un espacio de Banach. Un 
subconjunto no vacio y norma-acotado de X es relativamente de'bilmente 
compacto si y sdlo si K y B x .  tienen la propiedad del limite doble inter- 
cambiable. 

Prueba .  Supongamos que EW es compacto y Sean (x,) una sucesi6n en K 
y (xh )  una sucesi6n en B x .  tales que 1os limites 

lirn lirn zk (xn )  y lirn lirn zk (xn )  
n m m n 

existan. Por el Teorema de ~berlein-Smulian (Teorema 3.1), K es relativa- 
mente dkbilmente numerablemente compacto y, en consecuencia, la sucesi6n , 
(2,) posee un punto limite ddbil x, E X.  Por otro lado, gracias a1 Teo- 
rema de Banach-Alaoglu, B x .  es w*- compacto por lo que la sucesi6n (xh )  
tambidn posee un punto limite ddbil- *, z& E B x * .  Ahora bikn, para cada 
n E PI, z k ( z n )  es un punto limite de la sucesi6n (X&(Z,)):=~, y ya que 
limm x> (2,) existe, resulta entonces que 

lirn xk  (2,) = x k  (2,). 
m 

Similarmente, como x&(x,) es un punto limite de la sucesi6n ( X & ( X , ) ) ~ = ~ ,  

y teniendo en cuenta que limn x;(x,) existe, concluimos que 

lim n lim m ( ~ n )  = X& (2,) = lim lim X; (x,). m n 

Esto prueba que I( y B> tienen la PLDI. 

Supongamos ahora que K y Bx* tienen la PLDI y sea x** E mW'. 
Queremos probar que xw' c JX.  Gracias a1 Corolario 4.1 existe una 
sucesi6n (y,) en I( tal que Jy, + z** E X** dkbilmente. Por Corolario 2.1, 
resulta que x** E co{Jy, : n E W) C_ J X .  Esto prueba que I( es ddbilmente 
compacto. rn 

Usaremos la propiedad del limite doble para dar la prueba de una ca- 
racterizaci6n de compacidad dkbil usando la forma vectorial del Teorema de 
Silverman-Toeplitz. 

Definici6n 4.2 Sea (X,  ((.II) un espacio de Banach. Una matriz infinita de 
escalares A = (an,k)n,k se dice que es un mdtodo regular de sumabilidad 



en X ,  en breve MRS, si pam cada sucesidn (x,) en X convergiendo a un 
x E X ,  la sucesidn 

existe pam cada n E N y 

00 

lim x: = lim x anVk xk = X .  
n+w n+m 

(**I 
k= 1 

Teorema 4.3 (Silverman-Toeplitz) Sea (X, 1 1 . 1 1 )  un espacio de Banach. 
Una matriz infinita de escalares A = (an,k)n,k es un mdtodo regular de* 
sumabilidad si  y sdlo si  se cumplen las siguientes tres condiciones: 

00 

(2) limn,, an,k = O pam todo k E N, 

(3) lim x anL = 1 
n--loo . 

Prueba. Supongamos que ( I ) ,  (2) y (3) se satisfacen. Sea (z,) u n  sucesion 
en X tal que limn,, x, = x E X. En este caso, la sucesion (x,) es acotada 
por lo que queda garantizada la existencia de una constante positiva I(. tal 
que ~ ~ ~ , 1 1 ~ n l l  5 I ( .  Pot ( I ) ,  lan,kl 5 M para cada n E N, de donde 

Por esto y la completitud de X se sigue que 

existe para cada n E N. Esto prueba (*), restindonos por demostrar ("). 
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Sin perder generalidad podemos suponer, y as; lo haremos, que z = 0. . 1 .  

Sea E > 0. Entonces existe un  entero N1 > 0 tal que 

l l zn l '  < 2 ( ~ = +  1) 
para todo n > N1. 

Sea T = max{llzll), )1z211,. . . , I l z ~ , - ~  11). Se deduce de (2), que para cada 
k = 1,2,.  . . , N1 - 1, existe u n  Ni > 0 tal que 

E 
Ian.k1 < para todo n > Ni. 

Finalmente, definiendo N = max{N1, Ni, Ni, . . . , N ~ l - l ) ,  resultara que 
para todo n > N, 

lo que significa que z t  + z = 0. 
Para demostrar la otra implicacidn, supongamos que A = (a,,k),,k es u n  

metodo regular de sumabilidad en X. Veamos que ( I ) ,  (2) y(3) se cumplen. 
En efecto, Sean k E N y z E X ,  z # 0, fijos, y definamos la sucesidn (x,) 

Par . . 

Entonces z, + 0 y se sigue de (*) que 

= 2 lim an,k, 
n+m 



por lo que limn+, an$ = 0 para cada k E N. 
Si por otro lado, definimos la sucesi6n (y,) por yn = x para todo n E N, 

resulta que limn+, yn = x y de nuevo por (*) 

--  

= x Iim C an,k xk. 
n+m 

de donde se sigue que limn+, zEl an,k xk = 1. 
Finalmente, si consideramos el espacio 

c(X) = {I = (2,) c X : xn -t x, para alglin x E X , } 
provisto de la norma I((xn)lJ = supnllxnll, resultari que c (X)  es un espacio 
de Banach. Si para cada n E W, definimos el operador lineal Tn : c(X) + .Y 
Par 

entonces tenemos que 

lo cual prueba que cada Tn es continuo, y que la sucesion (Tn(.)), es puntual- 
mente acotada. Un llamado a1 Teorema de Acotacion Uniforme nos revela 

que 

La prueba es completa. 

Veamos ahora como se conjugan 10s Teoremas de Grothendieck, Silverman- 
Toeplitz y de ~berlein-Smulian para caracterizar compacidad dBbil en funcion 
del MBtodo Regular de Sumabilidad. La prueba del siguiente resultado es 
tomada de [4]. 
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Teorema 4.4 (Nishiura- Waterman-Petczyriski) Sea ( X ,  ) ( . I I )  un espa- 
cio de Banach ( X ,  ( ( . ) I )  y sea I< un subconjunto nonna-acotado de X .  Las 
siguientes condiciones son equiualentes: 
(a)  I< es relatiuamente de'bilmente compacto. 
(b) Pam cada sucesidn (x,) en I<, eziste un MRS A = (a,,k),,k tal que la 

sucesidn (z;)z=, es norma-conuergente, 

( c )  Pam cada sucesidn (x,) en K ,  existe un MRS A = (an,k)n,k tal que la 
sucesidn (x:):!~ es de'bilmente-conue~ente. 

Prueba.(a) =+ (b).  Supongamos que K es relativarnente dkbilmente com- 
pacto y sea (2,) en K. De acuerdo a1 Teorema de ~berlein-Smulian, existe 
una subsucesi6n (x,,) de (z,) la cual converge debilmente a algrin punto 
z E X.  Por el Teorema de Mazur, z E (z,,) y en consecuencia, existen 
escalares A I , ~  > 0, k = 1,2, .  . . ,pl  con ELLl A l S k  = 1 tal que 

Ya que z E W (z,,) \ {z,, , . . . , z,,, ), podemos hallar escalares A2,k > 0, 
k = pl + 1 , .  . . ,p2 tal que CI;l=p,+l A2,k = 1 y 

Continuando inductivamente con este proceso, obteflernos u n a  sucesion de 
enteros (P,)?=~ satisfaciendo 

para n = 1,2, .  . . . Si ahora definimos 

entonces la matriz A = ( u , , ~ ) , , ~  es un metodo regular de sumabilidad y 
claramente 



converge en la norma a x .  
(b) a ( c )  es trivial. 
( c )  a ( a ) .  Gracias a1 Teorema de Grothendieck serd suficiente de- 

mostrar que K y Bxe tienen la propiedad del limite doble intercambia- 
ble. Sean entonces ( x , )  en I ( ,  ( x i )  en Bxe y supongamos que 10s limites 
limm limn x & ( x n )  y Jim, limm x > ( x n )  existen. Ahora bikn, ( c )  garantiza 
la existencia de un mktodo regular de sumabilidad A = tal que 
( x t ) r = ,  converge dkbilmente a algdn x  E X .  Por consiguiente, si x* es u n  
w*-punto limite de (xlfn), tendremos que 

lirn Lim x k ( x n )  = lim x * ( x n )  
n m n 

00 

= Jim C a . , r z * ( r r )  
n 

= lirn x * ( x t )  
n 

mientras que por el otro lado 

Iim lim x , ( x n )  = lim lim C a n , k x ,  ( ~ k )  
m n m n 

A = lirn lirn x ; ( x n )  
m n 

= lirn x k  ( 5 )  
m 

Esto finaliza la prueba. 
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5 La desigualdad de Simons 

La siguiente desigualdad, conocida corno la Desigualdad de Sirnons [23], 
serd usada para probar una de las caracterizaciones mis prolifica sobre com- 
pacidad dhbil en espacios de Banach. Esta es la caracterizaci6n que R. C. 
James demostro en su articulo [14] y la cual dice que si cada funcional li- 
neal continuo dejnido sobre un espacio de Banach alcanza su supremo sobre 
un subconjunto acotado y de'bilmente cerrado en ese espacio, entonces dicho 
conjunto es de'bilmente compacto. Con este instrumento en la mano ten- 
dremos ocasion de demostrar algunos resultados interesantes relacionados 
con compacidad dhbil en espacios de Banach. 

La desigualdad de Simons constituye, hoy en dia, una herramienta pode- 
rosa en la Geometria de 10s espacios de Banach, en particular, en lo rela- 
cionado con el concept0 de suavidad. Una buena dosis de aplicaciones de la 
desigualdad de Simons se encuentran en [9] y [2]. 

Un subconjunto I< de X se llama a-convex0 si para cualquier sucesion 
(x,) de I< ocurre que C:=, Xnxn E I< siempre que - sea una sucesi6n 
de escalares positivos con CF==, A, = 1. Es claro que todo conjunto a- 
convexo es convexo. 

Lema 5.1 (Desigualdad d e  Simons) Sea I< un conjunto y sea C un sub- 
conjunto no vacio, acotado y a-convezo de e, (I<). Supongamos que 

para cada x E C eziste X E I< tal que x(X) = sup{x(y) : y E K).  (4) 

Si (x,) es cualquier sucesidn en C ,  entonces 

sup { ii~,,,,z,(y) : y E IC} 2 inf sup x(7) : y E I<.}. 
tEC { 

Prueba.  Sean 

m = inf sup{x(y) : y f I<) y M = supsup{x(y) : y E I<). 
tEC tEC 

Puesto que C es acotado en !,(I{), entonces -oo < m 5 M < oo. Sea (x,) 
una sucesi6n en C y para cada y E I<, definamos 

Como C es acotado, u E !,(I<). Sea ahora 6 > 0 y escojamos u n  X E (0 , l )  
de mod0 que 



o lo que es lo mismo, 

Probaremos de inmediato que SUP7,=~ u(7 )  > m - 26. Comencemos por 
definir, para cada n E N, el conjunto Cn = coizr, : k 2 n} y usemos 
inducci6n para escoger yn E Cn de mod0 que se cumpla 

S U P  . 5 inf sup . Xk-lyk + Xn-ly) : y E Cn} + 6 ~ ; ) " .  
yk) { (ksn-1 

En efecto, corno Cl C es acotado tenemos que inf{supK y : y E C I }  < ob. 
De aqui se sigue la existencia de u n  yl E C1 tal que 

Ahora yl  + XC2 es acotado y de nuevo podemos hallar u n  y2 E C2 de mod0 
que 

Consideremos yl  + XC2 + X2C3. Repitiendo inductivamente el proceso an- 
terior, uno obtiene lo deseado. 

Como cada Cn es convex0 y C1 > C2 > . . . resulta que para todo n 2 1, 

por lo que 

Sean zo = 0, zn = Xk-lyk para n > 1, y z = xF=l An-lyn. 
Multiplicando la desigualdad (*) por 1 + A, obtenemos 



Por esto, 

Ya que supK z1 - supK z0 = SUPK z1 > m ,  la desigualdad anterior junto con 
un argument0 inductivo ayuda a 

SUPK Zn - SUPK Zn-1 1 1  
An- 1 

> m - 6 ( 1 + A )  

De alli que 

sup z - sup zn-l = C (sup zk - sup zk-1) > C A"' ( m  - 6(1+ A ) ) .  
K h' h' K k=n k=n 

Asi, 

A 

sup z - sup zn-l > -(m - 6(1+ A ) ) .  
h' K 1-X 

Puesto que ( 1  - A) Cz=l An-' = 1 y ya que yn E C para todo n > 1, se 
sigue que (1  - A)z E C (aqui es donde usamos la a-convexidad de C ) .  De 
acuerdo a nuestra hip6tesis (+), existe un yo E I< tal que ~ ( 7 0 )  = SUPK Z .  

Por esto, para cada n 2 1, obtenemos 

< sup z - sup 2,-1 - 
K K k=n+ C 1 

- A - - ( m  - 6 ( l +  A) - A M ) .  
1 - A  

Se sigue ahora de nuestra eleccion de A que yn(yo) > m - 26 para cada 
n > 1. Pero como yn E C,, resulta que para cada n > 1, existe un k ( n )  > n 
para el cual se cumple que zk(,)(-yO) > m - 26. De alli que 

lo cual muestra que supK u > m - 26.  Esto finaliza la prueba puesto que 
6 > 0 era arbitrario. 
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6 El Teorema de James 

Estamos preparados para dar una presentaci6n de la prueba del Teorema 
de James ahora bajo la 6ptica de Simons. La demostraci6n es tomada de 
[2], dbnde la idea de la prueba consiste en reducir el caso general a1 caso 
separable usando el Teorema de ~berlein-Smulian. 

Como siempre usaremos la letra J para denotar el isomorfismo candnico 
de X en X", mientras que JI denotara el isomorfismo can6nico de X* en 
X"'. Con el fin de evitar una notaci6n un  poco engorrosa en la prueba del 
Teorema de James, identificaremos cada subconjunto I< de X con su imagen 
J K  C X". Similar consideraci6n haremos con los subconjuntos de X* por 
intermedio de J 1 .  

El resultado de R. C. James [14] que a continuaci6n exponemos es uno 
de lo$ m i s  sorprendentes y profundos en lo referente a la caracterizaci6n de 
la compacidad ddbil de unconjunto en un  espacio de Banach. Veamos ahora 
su formulaci6n. 

Teorema 6.1 (Teorema de James) Sean (X, ().I() un espacio de Banach 
* y I< un subconjunto de'bilmente cermdo de X. Entonces I< es de'bilmente 

compacto si y sdlo si cada z* E X* alcanza su supremo sobre I<. 

Prueba. Si I< es dCbilmente compacto, entonces cada x* E X' alcanza su 
supremo sobre I<,  por el simple hecho de que x* es ddbilmente continuo. 

Para probar el reciproco, u n  par de suposiciones son necesarias para 
facilitar la demostraci6n. La primera es asumir, haciendo uso del Teorema 
de ~berlein-Smulian, que X es norma-separable, y la segunda en suponer 
que I< es convexo. Aceptadas estas premisas, supongamos ahora que cada 
z* E X* alcanza su supremo sobre K .  En primer lugar notemos que I< es 
norma-acotado gracias a1 Principio de Acotaci6n Uniforme. 

Si I< no es dCbilmente compacto, entonces zW' \ I< # 0 .  Sea zo E 
- w' I< \ I<. El Teorema de Hahn-Banach nos proporciona la existencia de u n  
u E Bx--0 y de u n  cr > 0 tal que 

Sea (z,):=, una sucesi6n norma-densa en I<. Puesto que (Goldstine una 
vez m&) 
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podemos escoger, para cada n E N, u n  zn E Bx.  de tal forma que 

1 
xn(zo) > Q y ((2, - u)(zk)l < -, siempre que 1 5 k 5 n. 

n 

Por la equiconti-nuidad de 10s z,, tenemos que limn z,(t) = u(t) para todo 
t E I(. Definamos 

Notemos ahora que el conjunto C puede ser identificado con u n  subconjunto 
de L,(I() el cual satisface las hip6tesis del Lema 5.1, y que (z,) es una 
sucesi6n en C. Mh aGn, por nuestra higtesis, cada z E C alcanza su 
supremo sobre I(. U n  llamado a1 Lema 5.1, nos conduce a 

sup{u(x) : x E I() > inf{sup x : z E C) 
K 

lo cual contradice a (*). Esta contradiccibn establece que I< es ddbilmente 
compacto y termina la prueba. 

Otra demostraci6n interesante del Teorema de James usando la propie- 
dad del limite doble intercambiable es la que aborda Holmes en ([12], pag. 
157-160). 
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1 I. 

7 Aplicaciones del Teorema de James 

Lo que sigue constituye una prueba de la imyr.tancia del Teorema de James I,I., 

en el concierto de la teoria de 10s espacios de.Banach relacionado con la 
compacidad ddbil. 

Se conoce que un espacio de Banach ( X ,  ( ( . I [ )  es M e z i v o  si y sdlo si su 
bola unitaria cerrada Bx es de'bilmente compacta. Esto, combinado con el 
Teorema de James para el caso K = Bx , produce la siguiente caracterizacion 
de reflexividad. 

Teorema 7.1 Un espacio de Banach X es reflexive si y sdlo si cada x* E 
X *  alcanza su supremo sobre B x .  

U n  resultado importante que ha merecido la atenci6n de muchos es el 
si&iente Teorema de Krein. Existen variadas demostraciones de ese teorema 
utilizando herramientas muy diversas como por ejemplo Medidas Vectoriales 
(ver por ejemplo [6], pAg. 51), o usando el Teorema ~berlein-Srnu1ia.n (ver 
[7], piig, 434), o utilizando el Teorema de Representacion de Riesz (ver [27]). 
Holmes ([12]) fue el primer0 en dar una demostraci6n usando el Teorema de 
James. 

Teorema 7.2 (M. Krein) Sea ( X ,  ((.(I) un espacio de Banach. Un subcon- 
junto de'bilmente cerrado I< de X es de'bdment,; compacto si y sdlo si ( K )  
es de'bilmente compacto. 

Prueba. Supongamos que ZTI (I<) es ddbilmente compacto. Puesto que I< 
es dkbilmente cerrado y I< C (I<), resulta entonces que el es debilmeute 
com pacto. 

Reciprocamente, supongamos que K es dkbilmente compacto, y sea x' E 
X ' .  Ya que la restriccibn de x' a I< es una funcion ddbilmente continua, 
ella alcanza su supremo sobre K ;  esto es, existe alglin xo E I< tal que 

z*(zO) = sup z l ( K ) .  

Pero como 

sup z*(K) = sup ~ ' ( 5 5  (K) )  

resulta que 

U n  llamado a1 Teorema de James nos revela que ( K )  es dkbilmente com-. 
pacto. 
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Teorerna 7.3 ( u l g e r )  Sea (X,  I(.II) un espacio de Banach. Un subcon- 
junto norma-acotado IS de X es relativamente de'bilmente compacto s i  y 
sdlo s i  pam cada sucesidn (x,) en h' existe una subsucesidn ( i n )  con i,, E 
co{x,, x,+l, . . . ) conuergiendo de'bilmente. 

P r u e b a .  Supongamos que K es relativamente dkbilmente compacto. En- 
tonces cualquier sucesi6n (x,) en IS posee, gracias a1 Teorema de Eberlein- 
gmulian, una subsucesi6n dkbilmente convergente, digamos (x,,). Ponga- 
mos ik = x,,, n = 1 , 2 , .  . . Claramente ik E co{xk, ~ k + ~ ,  . . . ) y la sucesi6n 
(in) converge ddbilmente. 

Para demostrar el reciproco se r i  suficiente, gracias a1 Teorema de James, 
probar que cada x* E X* alcanza su supremo sobre =(IS).  Sea entonces 
x* E X*, x* # 0 y sea 

P = SUPX*(W (K)). 

Puesto que tambidn P = supx*(IS), podemos elegir una sucesi6n (x,) en 
K de mod0 que limn,, x*(x,) = p. Con esto a la mano, nuestra hip6tesis 
nos garantiza la existencia de una sucesi6n ( i n )  con in E co{x,, x,+l, . . . ) 
convergiendo dkbilmente a un elemento x E W (IS). 

Sea E > 0. Ya que limn,, x*(x,) = p, existe un N E N tal que x*(x,) > 
P - E para todo n 2 N. Ahora bidn, como cada in es de la forma 

se sigue que para todo n > N,  

y por la continuidad de  x* vemos que 

x*(x) = lim x*(i,) > P - E .  
n+cm 

Por otro lado, por estar x en W (IS) resulta que x*(x) < P = sup x*(W ( K ) )  
y como E > 0 es arbitrario, se concluye que x*(x) = P. Esto prueba que 



z*(z) = sup z'(i3 (K) )  y por el Teorema de James, Z5 (K)  es dkbilmente 
compacto y en consecuencia K i3 (I<) resulta ser relativamente dkbilmente 
com pacto. 

U n  espacio de Banach (X, I I . ) I )  se llama uniformemente convexo si 
dado E > 0, existe u n  6 > O tal que si s l y  E Sx y ))z - y(( = E ,  en- 
tonces )13(z + y)II < 1 - 6. Una formulacion equivalente de la noci6n de 
convexidad uniforme, conveniente a nuestro propthito, es la siguiente: X es . . 

uniformemente convexo si para cualquier par de sucesiones (2,) y (yn) en 
Sx satisfaciendo lirnn,,ll$(z + y)II = 1, entonces limn,,llzn - ynll = 0. 

Una demostracion frecuente del siguiente resultado, debido a Milman- - 
Pettis, hace uso del ya conocido Teorema de Goldstine. Pero ciertas " ezquisi- 
teces" pueden ser tambihn frutos del Teorema de James. 

Teorema 7.4 (Milman-Pettis) Todo espacio de Banach unifonnemente 
convezo es reflezivo. 

Prueba.  Sea (X, I).))) un espacio de Banach uniformemente convexo. Todo 
lo que tenemos que probar es que la bola unitaria cerrada Bx es dhbilmente 
compacts. Sea entonces z* E X'. Seleccionemos una sucesi6n (2,) en 
SX E BX de modo que limn,, z*(zn) = 11z*11. La linealidad de z* junto 
con la convexidad de Bx nos q u r a  que 

De aqui se sigue que limm,,,,J)$(zn + z m ) J J  = 1. Ya que X es uniforme- 
mente convexo obtenemos que limm,,,,JJzn - zmll = 0, lo cual prueba que 
nuestra sucesion (2,) es de Cauchy y, en consecuencia, convergente a algrin 
z E X. Por esto, limn,, zm(zn)  = z'(z) = 11o*11. Un llamado al Teorema 
de James nos dice que Bx es dkbilmente compacto y por lo tanto X es 
reflexivo. rn 

Compacidad dkbil en funci6n de la propiedad de intersection finita tiene 
su version convexa segrin el siguiente resultado de ~ieudonn~Smulian.  

Teorema 7.5 (~ieudonnh-Smul ian)  Un subconjunto de'bilmente cermdo 
I< de un espacio de Banach (X, II.11) es dd6ilmente compacto si g s d o  si 
pam cualquier sucesio'n,de subconjuntos convexos y cemdos  (Cn)y de X 
satisfaciendo 
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implica que 

Prueba. Si I( es ddbilmente compacto, entonces la condici6n es claramente 
necesaria. 

Para demostrar la suficiencia, sea x' E X', x' # 0, y definamos cr = 
SUPzE~ x'(x). Escojamos una sucesi6n (a,) en R tal que a, < cr para todo 
n E N y limn,, a, = a. Definiendo, para cada n E N, el conjunto 

resulta que cada C, es convexo, cerrado y se cumple que 

para cada m = 1,2 , .  . . y gracias a nuestra hip6tesis tenemos que 

Esto nos dice que existe alglin t o  E K que verifica 

x'(xo) = sup x'(x). 
zEK 

El Teorema de James nos revela que K es ddbilmente compacto. 

Teorema 7.6 Sea (X, 1 1 . 1 1 )  un espacio de Banach. Un subconjunto I( de X 
es de'bilmente compacto st y sdlo st pam cada sucesidn (x,) en I ( ,  existe un 
xo E Ic' tal que pam todo x* E X* 

Iim x*(x,) 5 x*(xO) 5 limx*(x,). - 

Prueba. Supongamos que I( es ddbilmente compacto y sea (x,) una 
sucesi6n en I ( .  Si xo es un punto limite ddbil de la sucesi6n (x,) enton- 
ces es claro que para cualquier x* E X*, x*(xo) es u n  punto limite de la 
sucesi6n ( x * ( x , ) ) ~ = ~ .  Se sigue entonces que 



se cumple para todo x* E X*. 
Reciprocamente, sea x* E X *  y definamos cu = sup x*(K).  Elijamos 

entonces una sucesi6n (2,) en K que cumpla cr = limn,, x*(x,). Por 
hipbtesis, existe un  xo E K tal que 

lim x*(xn) 5 x*(xo) 5 limx*(x,). - 

Per0 como limx*(x,) = limx*(xn) = lim x*(x,), vemos que cu = x*(xo). 
Invocando a1 Teorema de James resulta que K es debilmente compacto. 

Teorema 7.7 Sea (X,  ( 1 . 1 1 )  un espacio de Banach. X es rejlexiuo si y sdlo 
si X** C(I<) ,  donde I< = Bx. estct dotado de la w*-topologia. 

Prueba. Puesto que X 5 C(Bx.) isomdtricamente, entonces la reflexividad 
d'e X nos asegura que X** = X 5 C(Bx.). 

Reciprocamente, sea x** E X**. Entonces x** E C ( K )  y como K es 
w*-compacto existe alg6n xz E I< tal que 

x**(xG) = sup x**(x*). 
X'EK 

U n  llamado a1 Teorema de James nos asegura que I< = Bx. es debilmente 
compacto, lo que a su vez nos dice que X* es reflexivo y por consiguiente 
tambidn lo es X .  

Teorema 7.8 (James) Sea (X,  I ) . ) ) )  un espacio de Banach. Un subcon- 
junto de'bilmente cermdo A' de X es de'bilmente compacto si y sdlo si para 
cualquaer conjunto de'bilmete cermdo B c X y disjunto de K se cumple que 
dist(I<, B) > 0. 

Prueba. Supongamos que I< es ddbilmente compacto y que para algGn 
B C X debilmente cerrado y Cisjunto de I<, se cumple que dis t ( I< ,  B) = 0. 
Seleccionemos entonces una sucesi6n (x,, y,) en K x B tal que 

lim I ~ X ,  - ynll = 0. 
n-tm 

La compacidad de K junto con el Teorema de ~berlein-Smulian nos propor- 
ciona la existencia de una subsucesi6n (x,,) de (x,) para la cual se tiene 
que w - limn,, x,, = x para alg6n x E I<. De la desigualdad 
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se deduce que w - limn,, y,, = x. Pero como Ic'n B = 0, resulta que x $! B 
lo cual niega que B sea ddbilmente cerrado. Esta contradiccion establece que 
dist(B, I() > 0 cualquiera que sea ,el conjunto dkbilmente cerrado B X 
disjunto de Ic'. 

Para probar el reciproco, supongamos que I(' no es dkbilmente compacto. 
Por el Teorema de James, existe algrin x* E X *  que no alcanza su supremo 
sobre Ic'; esto es, para todo x E Ic' 

x*(x) < sup x*(z). 
zEK 

Sean c = sup{x*(z) : z E Ic') y B = {x E X : x*(x) = c). Entonces, B 
es convexo, norma(=ddbilmente)-cerrado y disjunto de Ic', y se cumple que 
dist(B, I() = 0, lo cual viola nuestra hip6tesis. rn 

Corolario 7.1 ( James)  Sea (X, I I . I ( )  un espacio de Banach. X es rejlexivo 
si  y sdlo si dist(A, B) > 0 para todo par disjunto (A, B)  de subconjuntos 
de'bilmente cerrados de X ,  con a1 menos uno de ellos acotado. 

P rueba .  Si X no es reflexivo, entonces su bola cerrada unitaria A = Bx es 
ddbilmente cerrada pero no dkbilmente compacta. Se sigue del Teorema 7.8 
que existe al menos un conjunto dkbilmente cerrado B tal que A n B = 0 y 
dist(A, B)  = 0. 

Reciprocamente, si X es reflexivo y A es acotado y ddbilmente cerrado, 
entonces A es ddbilmente compacto y de nuevo, por el Teorema 7.8, tenemos 
que dist(A, B)  > 0 para cada conjunto B ddbilmente cerrado y disjunto de 
A. rn 

Si Y es u n  subespacio norma-cerrado de u n  espacio de Banach real X ,  
entonces es de sumo interds determinar si cada elemento de X \ M puede ser 
aproximado por miembros de M.  U n  ejemplo clisico de tal situation ocurre 
cuando X = C[0,1] es el espacio de Banach real de todas las funciones 
continuas definidas sobre [O,1] y M es el conjunto de todos 10s polinomios 
de grado n, para algin n E PI. 

U n  elemento xo @ M que puede ser apr6ximado por elementos de M estd 
estrechamente vinculado a la cantidad 

dist(xo, M )  := inf{(lxo - 211 : x E M).  

Un subconjunto convexo y cerrado Ic' de X se llama proximal si para 
cada x @ Ic' existe algrin xo E Ic' tal que 

Ilx - xoll = in f  {llx - 211 : z E X = dist(x, I<). 1 
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A este elemento zo E K se le llama la mejor apmzimacidn a z en I<. 

Teorema 7.9 Un espacio de Banach real X es rej7eziuo si y sdlo si cada 
subconjunto conuezo y cermdo de X es pmzimal. 

Prueba. . Supongamos que X es reflexivo. Sean K u n  subconjunto con- 
vex0 y cerrado de X y zo 4 K. Si d = dist(zo, K)  y si denotamos por 
Bd(zo) la bola cerrada con centro en zo y radio d, entonces K n &(to) 
es dbbilmente compacto y como la norma, ((-11, es una funci6n dkbilmente 
semicontinua inferior, resulta que ella alcanza su minimo sobre K n Bd(20). 

Supongamos ahora que cada subconjunto convexo y cerrado de X .es 
proximal pero que X no es reflexivo. Siendo la reflexividad u n  propiedad 
separablemente-determinada, entonces existe alglin subespacio separable Y 
de X que no es reflexivo. De aqui se sigue que By no es dCbilmente compacto 
y gracias a1 Teorema de James existe alglin z* E Y* que no alcanza s u  norma 
sobre By. Esto significa que el conjunto convexo y cerrado I<' = {z E Y : 

x*(z) = (1z*11) no tiene elemento minimal y en consecuencia no puede ser 
proximal. I 

Teorema 7.10 (M. Pavone) Un espacio de Banach (X, ) I - ) ) )  es e e z i u o  
st y sdlo si pam cualquier z** E Bx.. y cualquier eleccidn finita de puntos 
x i , .  . . , zz  en X*, eziste un z E Bx tal que z**(zT) = zZ(z) pam i = 
1,2,. . . , n. 

Prueba. Supongamos que X es reflexivo y sea z** E Bx-. Entonces existe 
u n  linico z E Bx que cumple J z  = z**, donde como siempre J : X X** 
es la isometria can6nica. De esto se sigue que para cualquier elecci6n finita 
de puntos x i , .  . . ,z; en X', tenemos que z**(z;) = Jz(xT) = z;(x), para 
todo i = 1,2,.  . . , n. 

Para la otra implicaci6n, sea z* E X * .  Por el Teorema de Hahn-Banach 
existe u n  z** E X** tal que 11z**11 = 1 y z**(z*) = 11z*11. Per0 por hipcitesis, 
existe u n  z E Bx tal que z*(z) = z**(z*) = 11z*11, lo cual nos dice que z* 
alcanza su supremo sobre Bx. Un llamado a1 Teorema de James nos muestra 
que Bx es debilmente compacto y, por consiguiente, X es reflexivo. 

La siguiente aplicaci6n del Teorema de James tiene que ver con la asi 
llamada propiedad de la gota. Comencemos entonces con u n  espacio de 
Banach (X, ( ( - ( I )  y tomemos u n  x gl Bx . La gotagenerada por z ,  en notaci6n 
D(z, B x ) ,  se define como 



Danes demostr6 que en todo espacio de Banach (X, ((.I(), cualquier con- 
junto norma-cerrado C con dist(C, Bx) > 0 contiene un punto z satisfa- 
ciendo 

Rnlewicz entonces propone la siguiente: 

Definition 7.1 La norma 11.)) de X tiene la pmpiedad de la  gota sa pam 
cualquier conjunto nonna-cermdo C de X y digjunto de Bx , esiste un r E C 
tal que 

Una sucesi6n (2,) en X \ Bx tal que z,+~ E D(z,, Bx) se llama u n  
raudal. 

Teorema 7.11 (Danbs-Giles-Sims-York) Si la nonna I [ . ( (  de un espacio 
de Banach X tiene la pmpiedad de la gota, entonces X es refleziuo. 

. Piu&+. Supongamos que I I . ( I  tiene la propiedad de la gota. Nuestro primer 
objetivo es demostrar que cudquier raudal (2,) en X \ Bx posee una s u b  
sucesi6n norma-convergente. Aceptemos por u n  momento que existe u n  
raudal (2,) en X \ Bx sin ninguna subsucesion norma-convergente. Esto 
significa que si definimos C = {z, : n = 1,2, .  . . ), entonces C es norma- 
cerrado (c = C u C') y ya que por hip6tesis z,+l E D(z,, Bx),  resulta que 
no existe z, E C que cumpla con 

lo cual es contrario a1 hecho de que I(.)) tiene la propiedad de la gota. 
Sea ahora z* E X*. Sin perder generalidad podemos suponer que ( ( ~ ' ( 1  = 

1. Escojarnos una sucesi6n (y,) en Bx de modo que 

chnstruy+mos, a partir de esto, un raudal (2,) en X\Bx del modo siguiente: 
sea tl E 2Bx satisfaciendo 

(esto obliga, por supuesto, a que z l  4 Bx) y para todo n 2 2, pongamos 

2,-1 + Yn-1 
z, = 

2 
U n  fkilmente argument0 inductivo nos revela que 



Wilrnan Brito 37 

3 1 
a.) 1 + - < x*(xn) < 11xnII < 1 + para todo n > 1. 

4" 

b.) xn 4 Bx, para todo n 2 1, y 

c.) sn+l E D(xn, Bx),  para todo n > 1. 

Se sigue, por la primera parte, que existe una subsucesibn (x,,) de (x,) 
convergiendo en la norma a u n  xo E X. Gracias al inciso a . ) ,  vemos que 
llxO1l 5 1 y se cumple ademris que 

x*(xO) = lim x*(xnk) = 1 = J(x*JJ.  
k+oo 

Lo acabado de exponer nos dice que cada x* E X *  alcanza su supremo sobre 
Bx,  por lo que invocando a1 Teorema de James nos conduce a que Bx es 
dkbilmente compacto y, por consiguiente, a la reflexividad de X .  

Veamos otra aplicacibn del Teorema de James ahora en el ambito de 
la Teoria de las Medidas Vectoriales. Sean (R,  C) u n  espacio medible y 
p : C + X una medida vectorial; esto es, p satisface: 

ii.1 P(U:=I E n )  = C:=1 p(En)r 
para cualquier sucesi6n (En):=, disjunta dos a dos de elementos de C. 

Teorema 7.12 (Bartle-Dunford-Schwartz) Si p : C + X es una me- 
dida vectorial, entonces el mngo de p,  

es un conjunto relativarnente de'bilrnente compacto de X .  

Prueba. Sea x* E X*. Puesto que x* o p es una medida finita con signo, el 
Teorema de Descomposicibn de Hahn, nos garantiza la existencia de u n  par 
de conjuntos medibles A, B tales que Q = A U B, A U B = 0, x* o p es 
nenegativa sobre A y -x* o p es nenegativa sobre B. Observemos ahora 
que 

sup{x*(x) : x E mW) = sup{x*(x) : x E p(C)) 

= sup{x*(p(E)) : E E C) 
= s u p { ~ * ( p ( E  n A)) + z*(p(E n B ) )  : E E C) 

= .*(P(A)), 



lo cual nos revela que cada z* E X* alcanza su supremo sobre mu y 
gracias a1 Teorema de James tenemos que p(C) es relativamente ddbilmente 
com pacto. rn 

8 Compacidad debil en C ( Q )  

Si R es u n  conjunto compacto, entonces C(R) denotari el espacio de 
Banach de todas la funciones continuas a valores reales definidas sobre Q, 
provisto de la norma del supremo. Uno define la topologia de la convergencia 
puntual sobre C(R) ,  en notacion T ~ ,  declarando que una sucesion (f,)? en 
C(R) converge puntualmente a una j E C(R) si 

para cada w E R. Es u n  hecho ya establecido que la topologia de la conver- 
gencia puntual es menos fina que la topologia ddbil sobre C(R).  

Es tambidn conocido que existen espacios compactos que no son secuen- 
cialmente compactos. U n  ejemplo lo constituye el conjunto K formado por 
todas las funciones f : [O, 11 + [O, 11 provisto de la topologia de la convergen- 
cia puntual (ver por ejemplo [17], Ejemplo 26, pig. 192-193). Sin embrago, 
para la T~-topologia sobre C(R) vale el siguiente resultado. Aqui seguimos 
la prueba dada por H. P. Rosenthal [22]. 

Lema 8.1 Si I( s C(Q) es rp-compacto, entonces I( es secuencaalmente 
rp -compacto. 

Prueba. Sea (f,) una sucesion en I( .  Veamos que existe una subsucesi6n 
(j;) de ( fn )  y u n  punto g E I< tal que limn f;(w) = g(w) para cada w E 0. 

Afirmacibn: existe un conjunto numerable D s R tal que si glgf  E C(R) 
son 1,-puntos limites de la sucesidn (f,) y gl, = g;,, entonces g = gf. 

En efecto, definiendo la relacion de equivalencia - sobre R por 

w -- w' si y s610 si fn(w) = fn(wf) para todo n = 1,2 , .  . . 

y si denotamos por S el conjunto de todas la clases de equivalencias prove- 
nientes de -, resulta que (S,d) es u n  espacio mCtrico compacto con la 
mdtrica d definida por 
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para todo [w], [w'J E S. Ahora bidn, si g E C(R) satisface g(w) = g(wt) 
siempre que w w w', entonces la funci6n g definida por g(cp(w)) = g(w) 
pertenece a C(S) ,  donde cp : 0 + S es la aplicaci6n cociente natural. 

Como S es separable y cp es sobreyectiva, existe u n  subconjunto numer- 
able D en R tal que cp(D) es denso en S. Veamos que D cumple con la 
conclusi6n de nuestra afirmacion. En efecto, supongamos que g y g' son 
rp-puntos limites de la sucesi6n (f,). Se sigue entonces que si w - w', en- 
tonces g(w) = g(wt) y gt(w) = gt(w'). Pero ahora, si g y g' estin en C(R) 
y coinciden sobre D, entonces 6 coincide con it sobre u n  subconjunto denso 
de S, de donde se deduce que = it sobre todo S y en consecuencia g = g'. 

Una vez establecida la existencia del conjunto D, u n  simple argument0 
de diagonalizacibn nos permite obtener una subsucesi6n (f,!,) de (f,) con- 
vergiendo puntualmente sobre D. Siendo IC rp-compacto, entonces 61 es ' 

numerablemente rp-compacto, por lo que se garantiza la existencia de u n  
rp-punto limite g E I< de la sucesi6n (f:). Si g' E K es cualquier otro rp- 
punto limite de (f:), entonces gl, = g;, y asi, g = g'. Esto nos muestra que 
la su bsucesion (f;) tiene u n  rinico rp-punto limite g E Ii. Pero una sucesion 
en u n  espacio compacto Hausdorff con exactamente u n  punto limite, con- 
verge a dicho punto. Por esto limn f,!,(w) = g(w) para cada w € S2. I 

Ahora una elegante caracterizaci6n de compacidad ddbil en C(R) de- 
bida a Grothendieck ([ll]). La prueba mis comlin de &te resultado usa 
el hermoso Teorema de Representacion de Riesz para C(R)*. Uno puede 
hacer una presentaci6n de la prueba del resultado de Grothendieck prescin- 
diendo del Teorema de Representacibn de Riesz pero usando, en su lugar, el 
Teorema de James. 

Teorema 8.1 (Grothendieck) Sea K un subconjunto norma acotado de 
C(S2). Entonces IC es de'bilmente compacto si y sdlo si es rp-compacto. 

Prueba. Supongamos en primer lugar que IC es ddbilmente compacto. 
Puesto que la r,-topologia es m k  ddbil que la w-topologia, entonces K es 
rp-compacto. 

Reciprocamente, supongamos que IC es rp-compacto y sea x* E C(R)'. 
Si a = SUP x*(IC), entonces escojamos una sucesion (f,) en K de mod0 que 
a = limn,, x*(fn). Por el Lema 8.1, existe una subsucesi6n (f,!,) de (f,) 
convergiendo puntualmente a alguna funci6n f E IC. De aqui se sigue que 
x*( f )  = a y, por el Teorema de James, I< es dkbilmente compacto. rn 

Una combinaci6n del Teorema de Hahn-Eanach junto con el Teorema 
de la Convergencia Dominada de Lebesgue se usa con frecuencia en la de- 
mostraci6n del siguiente resultado. He aqui otrasin usar teoria de la medida. 
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Corolario 8.1 (Mazur) Si ( f , )  es una sucesidn acotada en C ( Q )  y 1,- 
convergente a una funcidn f E C ( R ) ,  entonces pam cada E > 0, ezisten 
fn ,,..., f n k E { f n : n E N }  y O < X 1  ,..., X k < l  c o n X 1 + . . . + X k = l  la1 
9ue 

Prueba. Sea K = { fn  : n  E N }  u { f}. Entonces I( es norma-acotado y 1,- 
compacto. Se sigue del Teorema 8.1 que I( es ddbilmente compacto y gracias 
al Teorema de Krein, = ( I ( )  tambidn lo es. Un llamado al Teorema 2.1 
termina la prueba. ¤ 

Compacidad dCbil en LI ( p ,  X )  es una de las bellas tentaciones a las que 
uno no puede resistirse. Pero esto forma parte de otra historia . . . 
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