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INTRODUCCION

El COLOQUIO MATEMATICO DE MERIDA es una actividad matematica
auspiciada y promovida por el Posgrado del Departamento de Matematicas de la Facultad
de Ciencias de la Universidad de Los Andes (ULA), la Asociacion Matematica Venezolana
(AMV) y el Consejo de Desarrollo Cientifico, Humanistico y Tecnologico de la Umver51dad
de Los Andes. :

Este proyecto se inici6 en el afio 1991 cuando los Profesores Gloria Sanchez, Carlos
Uzcategui, Jorge Vielma y Francisco Rivero, del Departamento de Matematicas de la
Facultad de Ciencias de la Universidad de Los Andes (ULA), tuvieron la idea de organizar
un ciclo de conferencias de matematicas dirigidas a un publico no especializado. Se trataba
de crear un espacio donde los diferentes miembros del Departamento hablaran de sus
trabajos con el fin de generar una mayor comunicacion entre ellos. En realidad, se intentaba
revivir y darle organicidad a una actividad que el Departamento habia iniciado en el pasado,
pero que distintos factores, como excesivos compromisos docentes, la truncaron. Este ciclo
de charlas fue llamado COLOQUIO MATEMATICO ULA.

Gracias a la existencia de un posgrado en matematica en distintas Instituciones de
Educacion Superior, visitan el pais matematicos de diferentes continentes, para dictar cursos
o participar en eventos cientificos. Su presencia, sumada a la de los matematicos que
trabajan en Venezuela, conforman un espectro de expositores potenciales de diversas areas
de la matematica. Esta circunstancia llevo al Capitulo Central de la AMV, a organizar el
Coloquio Matematico de Caracas. Este evento consistia en programar conferencias con los
matematicos que se encontraban en Caracas y, en menor grado, con los que laboraban en el
interior del pais. El proposito era maximizar la inversién que una determinada Institucion,
esencialmente de la region capital, realizaba en la investigacion y en docencia de posgrado.

La consideracion del ejemplo de nuestros colegas de Caracas, pero enmarcado en
una perspectiva nacional, y el hecho de tener la ciudad de Mérida una intensa y variada vida
cultural y cientifica, nos motivd a cambiar el nombre del ciclo de conferencias por el
COLOQUIO MATEMATICO DE MERIDA, manifestando asi nuestra intencion e interés
de insertarlo en la programacion cientifica y cultural de la ciudad. Asi procuramos
desarrollar un espacio de confrontacion de ideas, alrededor de la experiencia matematica,
optimizando los recursos que la Nacion invierte para el avance de la ciencia y la cultura.

Con la finalidad de testimoniar esta labor, el Profesor Oswaldo Araujo propuso la
idea de publicar en Notas de Matematica, aquellas conferencias previamente autorizadas por
sus autores. Este ejemplar, materializacion de esa idea, consta de cinco conferencias dictadas
entre el 3 de Diciembre de 1992 y el 17 de Enero de 1994. Pensamos que su publicacion
puede ser un estimulo para los futuros conferencistas.




Aprovechamos la ocasion para agradecerle a los Profesores Jorge Vargas, Martin
Jones, Wilfredo Urbina, Carlos Benitez y Richard Gundy, su colaboracion al autorizarnos la
publicacion de sus conferencias, y a la Comision de Publicaciones del Departamento de
Matematicas de la Facultad de Ciencias de la ULA por apoyar e instrumentar esta iniciativa.

Finalmente, expresamos nuestra conviccion de que esta labor de documentar una

actividad matematica solamente podra tener continuidad si este esfuerzo encuentra eco en
nuestra comunidad.

Los editores
Oswaldo Araujo Victor Padron

Secretario General de la AMV Coordinador del Posgrado
Capitulo Mérida de Matematicas
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En algun lugar de la historia aprendimos a resolver equaciones del tipo
z? 4+ bz 4+ ¢ = 0, logrando para las soluciones la expresién explicita

(1/2)(=b + V2 — 4o) (1)

Con la introduccidn, por Vieta en 14.. de la notacién exponencial, Cardano,
Rufini y otros descubrieron que las soluciones de una equacién polinémica de
tercer o cuarto grado se obtienen operando con suma, producto y radicacion
sobre los coeficientes de la ecuacidn y raices de la unidad.

El problema de calcular las raices de equaciones polindmicas de grado mayor
o igual a cinco, tiene un punto crucial al comienzo del siglo pasado con los
trabajos de Galois. Galois, en lugar de buscar férmulas explicitas del tipo
(1) nos provee de un nuevo y explicito modo, que permite, para una ecuacién
polindmica

Zaixi =0 (2)

decidir si sus raices pueden ser calculadas a partir de los coeficientes de (2)
y raices de la unidad por medio de las operaciones de suma, producto y rad-
icacion.

Para describir la técnica de Galois, por simplicidad, supondremos que los
coeficientes a; de (2) son nimeros racionales. Recordemos que Gauss, unos
anos antes, habia probado que existen n numeros complejos zj,:--,z, que
resuelven la ecuacion (2). Por cierto, este teorema de Gauss es netamente
existencial, no provee ningin método de calculo, probablemente, este fue uno
de los primeros teoremas que prueban existencia de un objeto matematico
sin explicitamente construirlo.

1Conferencia dictada en Ciencias-U.L.A., Mérida, Venezuela, Nov. 1992




Sea F igual al menor subcuerpo del cuerpo de los niimeros complejos C
que contiene a z;,- -, 2,.

Por ejemplo, si la ecuacién es z2 — 3 = 0, entonces
F = {a+ bV/3, con a,b,racionales}

Sea

Gy = {¢ : F — F esmorfismo de cuerpos}
={o : F - F talque

o(z +y) = o(z) + o(y), o(ay) = o(z)o(y) Vz,y € F}

Se tiene,
Teorema (Galois). Es posible calcular zy,---, 2, operando con suma, pro-
ducto y radicacién en ag, - - ,a,—; y nimeros racionales si, y sélo si el grupo

Gy es soluble.

Recordemos que un grupo H se dice soluble, si su serie derivada se estaciona
en la identidad.

Por otro lado, desde el advenimiento de las ecuaciones diferenciales surgi6
el problema del calculo explicito de sus soluciones, esto es, encontrar expre-
siones explicitas para el conjunto de soluciones de una ecuacion diferencial
dada, en lenguaje mas clasico, el problema se expresa en: encontrar ”la in-
tegral general” de una ecuacién diferencial. En particular, para ecuaciones
diferenciales ordinarias lineales de primer orden

z = a(t)z + b(t) (3)

hemos aprendido a calcular la expresién explicita de sus soluciones operando
algebraicamente, integrando o exponenciando funciones. En efecto, la solu-

cién general de (3) es
z(t) = /be_ Je




Por otro lado, Lagrange, para ecuaciones diferenciales lineales ordinarias
proboé que si se conoce explicitamente una solucidn, entonces es posible trans-
formar la ecuacién en una de un orden menor, en otras palabras descubrié
el método de reduccién de orden, por lo tanto, cada vez que conocemos una
solucién de una ecuacién diferencial lineal, ordinaria podemos reducir el or-
den y asi, con suerte, llegar a una ecuacién de primer orden. Esta técnica,
tiene un pequefio inconveniente: sélo es posible calcular las soluciones si
conocemos las soluciones!

Lie en la segunda mitad del siglo pasado descubrié un andlogo al teorema de
Galois y por consiguiente, en principio, es posible decir si las soluciones de
un sistema de equaciénes diferenciales lineales, ordinario de primer orden 2

z' = A(t)(2(t)) + b(2) (4)

donde A : R - R™", b: R — R" sondiferenciables

son calculables por medio de las operaciones de suma, producto, calculo de
primitivas y/o exponenciacién de funciones a partir de los coeficientes de

A(t), b(t).

La idea de Lie consiste, como lo hizo Galois, en asociar a la ecuacién (4) un
grupo, hoy en dia llamado grupo de Lie de la ecuacién. Para definir este
grupo, pensemos las soluciones de (4) como curvas en R"*!. De modo intui-
tivo, el grupo de Lie de la ecuacion (4) es el conjunto de difeomorfismos de
R™! que transforma cada curva solucién de (4) en otra curva solucién de (4).

Por ejemplo, para la ecuacién z' = z (aqui n = 1), las curvas solucién son
z.(t) = (¢,ce'), ¢ € R. Un difeomorfismo de R? es f,(a,b) = (a + s,b),
calculemos f,(t,cet) = (t + s,ce’e’) = (t + s,ce’) = (u,ce*™*) = (u, ce™*e¥),
en la pendltima igualdad hicimos ¢ + s = u, por lo tanto, f,(¢,ce') es otra
solucién de la ecuacién ' = z y en consecuencia, f, pertenece al grupo de
Lie de la ecuacién z' = z.

Formalmente, el grupo de Lie lo definimos, a partir de

¥ = {(¢t,z(t))wr, donde z: R — R", es solucion de (4) }

2R = nimeros reales




Considerando las familias (f,),er de difeomorfismos de R**! que satisfacen:
i) fo4r = fs0 fr 8,1, ER
i1) fo = funcién identidad
21) Paracadacurva (¢,z(t))ier € L, lacurva, f,(t,2(t)) esdeltipo
(u,y(u))uer y la funcién y(u) es solucién de (4)

iv) la funcién (s,a) — f,(a) es diferenciable

Por definicién el grupo de Lie de la ecuacién (4) es el grupo de difeomorfismos
de R**! generado por todos los elementos f, de todas las familias (f,),er que
satisfacen i), i1), iil) y iv).

Convengamos en denotar dicho grupo por G,

Observemos que si conocemos una solucién z(¢) de (4) y un elemento f € G.,
entonces tenemos otra solucién de (4), a saber f(z(t)).

Un teorema de Lie, expresa: Es posible calcular todas las soluciones de (4)
por medio de las operaciones de suma, producto, exponenciacién y calculo de
primitivas realizadas en los coeficientes de A(t),b(t) si G, es un grupo soluble
cuya dimension es mayor o igual a n.

Para completar el enunciado del teorema de Lie debemos decir que significa
dimensién de G, y como calcular Ge.

Otra gran contribucién de Lie, consistié en que algebrizé tanto el problema
de calcular dimG, como el de conocer cuando G, es un grupo soluble.

Para esto procedié de la manera siguiente:

Para cada familia f, que satisface 1), ii), iii) y iv) asocia una funcién

Xy ¢ R*! o Rl

por la férmula

dh](S Tly-eey T 1) dh 1(.’5 T1y.:.4T 1)

X - ) ’ y Yn4 n+ ) ’ )y Y+

1@ Tapn) = ds ls=0" "’ ds |3=0)
Si f,((l)],. .. ,IL‘.,H_I) = (h](S,IIJ], . ,Il?n+1),. . ,hn+1(8,$1,. .. ,Il?.n_H)




con h; funciones de R**? en R.

Por 1iltimo, considero
L. := {X; tal que X proviene de una familia f, }

entonces:

a) Lie probé que L. es un espacio vectorial de dimensidn finita; a dimC, lo
denominé la dimensién de G,.

b) Para cada X = (¥i)ici<n+1, ¥ = (i)1<i<n+1 € Le, Lie definié una nueva
funcién [X,Y] de R**! en si mismo por la férmula,

X, Y] = (X052 (1) = 152 (9 hienin

i
7 I; T;

y demostré que [X,Y] € L..
c) Escribamos cada funcién X (¢,y1,...,y.) de R**! en si mismo como

X = (¢,n) donde ¢y : R**! - R, n : R"*1 — R,
Sea g(t,y1,--.,yn) = A[®)(Y1y- .-, ¥n) + b(t) = (g1,-.-,9n)-

Lie verificé

X € L, si, y solo si vale la igualdad
() + 0,(n)(g(t,v)) — B:(¥)-9(t,y) — (9(t,4).0,(¥)) 9(t,9) =
= 1%0:(9) + (9,9)(n(t, y))-

d) Tambien demostrd, G, es un grupo soluble si, y sélo si el algebra (L, [, ])
es soluble.

Recordemos que para un algebra (g,[, ]) se define su serie derivada induc-
tivamente por D!(g) = subespacio generado por {[a:,y].z,yeg}}’ y D¥(g) :=
DY(D*1(g)), por definicién, el algebra (g,[, ]) es soluble si D¥(g) = 0 para
algun k.

e) Un problema abierto en esta direccién es producir férmulas explitas para
la dimL. en funcién de g, por cierto, hay cotas superiores, consultar (Ov,

pag. 99)
f) Por el teorema de Peanno-Picard (PP) se tiene que el conocimiento de £,
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implica el conocimiento tedrico de G., puesto que que para cada X € L.,
p € R™! PP nos dice que existe una tdnica curva vyx, en R**! tal que
Yxp = X(Yx,p), 7x,(0) = p y es facil deducir que f,(p) := vx,(3) satisface
i), ii), iii) y iv)

En un arduo trabajo, Lie desarrollo una teoria similar para ecuaciones
ordinarias o en derivadas parciales tanto lineales como no lineales; Blumen y
Kumei, en los ochenta retomaron estas investigaciones probando que un sis-
tema de ecuaciénes en derivadas parciales es equivalente a un sistema lineal si
el grupo de la ecuacion satisface ciertos requerimientos. Ademds, probaron’
que si el grupo de Lie de un sistema de ecuacidnes lineales en derivadas
parciales es de cierto tipo, entonces el sistema es equivalente a uno lineal a
coeficientes constantes, consultar (B-K).

A partir de los trabajos de Dirac y otros desde la década del treinta se
investigd en problemas del tipo siguiente:
Sea GG un grupo de Lie actuando en una variedad differenciable M, de esto,
tenemos un morfismo de grupos e M — Dif f(M) donde se verifica que la
funcién G x M — M, (g,m) — g e (m) es diferenciable.
Para cada funcién f : M — R, definimos una nueva funcién g e f por la
igualdad

(g0 f)(m)=Fflge(m)) (me M, geGq)
Sea D : C*(M) — C°°(M) un operador diferencial que conmuta con la
accion de G, esto es,

D(ge f)=ge(D(f)) (9 €G, feC(M))

Para cada nimero complejo A sea C*°(M), = el autoespacio de autovalor A
de D, por tanto,

C=(M); = { € C=(M)tal que D(f) = Af)
Un ejercicio sencillo permite verificar que si f € C*®(M), entonces D(f) €

C(M).

Un ejemplo concreto de esta situacién es M = R*, G = Iso( R*) =grupo
de isometrias de R*, y D = laplaciano, se tiene:




Teorema (Helgason, 1970). Si A # 0, para cada f € C*°(R")) no nula fija, el

subespacio generado por

{ge f, g €Iso(R")}

es denso en C*(R"), munido de la topologia de convergencia uniforme en
compactos para las funciones y todas sus derivadas parciales.

Notar que el resultado no es cierto para A = 0, puesto que la funcién con-
stante igual a 1 pertenece a C®°(R"*)oygel =1V g € Iso(R")

En.la bola unidad B, de R", Atiyah, Hirzebruck y otros construyeron una
familia de operadores diferenciales lineales, elipticos parametrizados por un
conjunto I'; digamos (D, ).er (los operadores de Dirac generalizados), estos
operadores conmutan con la acciones generalizadas e, del grupo de isometrias
noeuclideanas de B,. Atiyah-Schmid probaron que para el nicleo en L? de
cada D, vale un resultado analogo al de Helgason. En un trabajo a aparecer
en el Trans. AMS, conjuntamente con E. Galina hemos descripto los autoes-
pacios en L? de un D, fijo en términos de los nicleos en L? de otros D,.

El autor desea agradecer al Dr. O. Araujo por comentarios sobre la pre-
sente nota y al grupo de algebra de la ULA por la invitacién a participar de
sus actividades.
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Problemas de los Profetas en
la Teoria de los Tiempos Optimos

Martin L. Jones
Departamento de Matematicas
Universidad de Charleston, South Carolina
Charleston, South Carolina 29424
EEUU

Introduccidén Supdngase que una persona observa los eventos de una serie
de juegos de azar. En cualquier momento, esta persona puede dejar de
observar y recibir como premio la cantidad observada en el Ultimo juego.
Nunca tiene la oportunidad para regresar y recoger los premios observados en
los juegos en "el pasado”. Sin embargo, sabe la distribucion de los juegos en
"el futuro™ antes de observarlos. Este jugador quiere encontrar una "regla de
parar", la cual puede ayudarlo con su decision sobre el tiempo mas apropriado
para terminar las observaciones y recoger su premio. El objetivo clasico es
escoger una regla que maximice la esperanza del premio recibido.

Ademas, supdngase que hay otra persona con la libertad de recoger
premios de los juegos ya observados. Esta persona, por supuesto, recibira un
premio esperado mas grande que el jugador que usa las reglas de parar. El
propésito de este articulo-es introducir al lector a unos de los problemas sobre
comparaciones entre los premios esperados de estos dos tipos de
observadores.

Con mas exactitud, sean X1, X2, X3, . . . una serie de variables aleatorias
definidas en un espacio de probabilidades (2, F, P), y sean Fq, F2, F3, ... una
serie de o-fields aumentativos tales que paracadak=1,2, 3, ..., Xk es Fg
mensurable. Generalmente, Fi es la 6-algebra de Bore! generado por las
primeras k variables aleatorias en la serie. Una variable aleatoria, 1, definida
en (Q, F, P) con valores en el conjunto {1, 2, 3, . . ., +eo} se llama una "regla de
parar" siparacadak=1,2,3, ..., {t=Kk} e Fk.. Lavariable X; es igual a Xk en
el conjunto {t = k} y cero en {t = +e}. A menudo, esta variable se llama "la serie
terminada por 1". La condicién {t = k} € Fi indica que la decision de terminar
las observaciones puede basarse solamente en las observaciones en el
presente y en el pasado, pero no en las del futuro. El "valor" de la serie X1, Xo,
X3, . .. seindica por V(X1, X2, X3, . .. ) y se define por V(X1, X2, X3, ... ) = supg
EX:, donde el supremum es sobre todas las reglas, 1, tales que P{t < +} =1y




EX: existe. Una prégunta obvia es la siguiente: ;Cuando existe una regla
optima y cudles son las condiciones necesarias? En otras palabras, ;cuando
existe una regla, t*, tal que V(X1, X2, X3, ...) = supz EX; = EX;+? Larespuesta
esta fuera del alcance de este articulo (ver [1]), pero en el problema de
"horizontes finitos”, cuando la serie de juegos es finita, una regla 6ptima existe
y se puede calcular, por lo menos en teoria. Se refiere al proceso que se usa
para determinar la regla dptima y el valor de |a serie finita se refiere como el
principio de programacioén dinamica" o "inducién hacia atras” (otra vez, ver [1]).
Se basa en una definiciéon de recursion, en una manera hacia atras, con las
variables aleatorias

Yn = Xn,

Yn-1 = max{Xn-1, E(Yn | Fn-1)},

v1 = max{X1, E(y2| F1)}-
Después se puede demostrar que la regla 6ptima, 1, esta dada por t = min{k 2

1: Xk =W}

Eiemplo 1. Supdngase que los eventos de una serie de cuatro variables
aleatorias X1, X2, X3, y X4 son los numeros observados cuando se dan vueltas
a las flechas de las ruletas independientes en el dibujo.

Se puede usar el principio de programacién dinamica y la

independencia de las variables aleatorias para calcular el valor de esta serie,

V(X1, X2, X3, X4) =172§1~ = 6.72222 y demostrar que la regla 6ptima, 1, es

t =1, cuando Xy =7,

T1=2,cuando X1 # 7,y X2 =8,
t=3,cuando X1#7,X2#8,yX3=9,
1=4, cuando X127, X228,y X3=09.
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Problemas de los Profetas Regresando a las ideas presentadas en los
primeros. parrafos de la introduccion, considere ahora el premio esperado por
la segunda persona que esta observando la serie, el profeta. A causa del
hecho de que este observador puede escoger premios ya observados, su
premio esperado esta dado por M(X1, X2, X3, . . .) donde M(X4, X2, X3,...) =
E(sup{X4, X2, X3, . . .}). En el caso de horizontes finitos, M(X{, Xo, ..., Xp) =
E(max{Xq, Xo, ..., Xn}). En el Ejemplo 1, se puede demostrar que M(X1, X, . ..
, Xn) = 8.02778, y la diferencia entre las esperanzas de los dos observadores
esta dada por M(Xq, Xo, ..., Xp) - V(X1, X2, ..., Xn) = 1.30556. El objeto es
determinar la constante universal, dp, tal que M(X4, X2, . .., Xp) - V(X4, X2, . . .,
Xn) < dp sobre todas las distribuciones para X4, Xo, . . ., Xp en una clase
predeterminada, C, de distribuciones. Esta desigualdad, cuando se
establezca, se llama una "desigualdad de profetas”. También es posible
comparar las razones de las cantidades M(X4, X2, ..., Xp) Yy V(X1, X2, ..., Xpn) Y
construir desigualdades de un tipo diferente. Unos ejemplos de desigualdades
de profetas aparecen en los Teoremas 1, 2, y 3 abajo.

Teorema 1 (Hill y Kertz [6]) Sean X4, X2, X3, . . . una serie de variables

aleatorias independientes y con valores en el intervalo [a, b] donde a < b son
constantes finitos. Entonces M(Xq, Xo, ..., Xp) - V(X1, X2, ..., Xp) < b4- a-

Es interesante que la constante, dn, en este caso no depende de n, y la
diferencia maxima se puede realizar con una serie de solamente dos variables

11 .




aleatorias, como en el ejemplo siguiente. En particular, cuando el intervalo es

[0, 1] la constante, dp, es %
Eiemplo 2 Sean X4 y Xz variables aleatorias independientes donde X1 = a_;tg
y X2 toma los valores {a, b} cada uno con probabilidad % Célculos faciles

indican que M(X1, X2, - . ., Xn) - V(X1, Xa, - . . , Xn) = %.

Jeorema 2 (Hill y Kertz [7]) Sean X4, X2, X3, . . . una serie de variables
aleatorias arbitrarias que toman valores en el intervalo [0, 1]. Entonces, para

cadanz22,

M(x1, XZv v ey xn) - V(X1, X2, .« ey Xn) S (n_r-)l

Observe que en el Teorema 2, las constantes, dn , dependen de ny son
. 1 e
mas grandes que ry cuando n > 2. La distribucidn extrema en este problema es

una martingala (ver [7]).

Teorema 3 (Jones [8]) Sean X4, X2, X3, . . . una serie de variables aleatorias
independientes que toman valores en el intervalo [0, 1]y sea ¢ > 0 una

constante. Paracadak=1, 2, 3, ... defina Yk = Xk - kc. Entonces, para cada

n>2, M(Y1,Y2,...,Yn)-V(Y1,Y2,...,Yn)s[%

En el Teorema 3, cada observador necesita pagar la cantidad ¢ por cada
observacion que quiere ver. Es interesante notar que, aunque las variables
aleatorias son independientes en este caso, las constantes, dp, son
exactamente las mismas como las del Teorema 2 donde las variables
aleatorias son arbitrarias, pero no hay un costo de observacién.

Aunque hay muchos mas ejemplos conocidos de desigualdades de
profetas, hay muchos problemas de este tipo que quedan sin resolver. Dos
problemas no resueltos aparecen abajo. EI primero es una mezcla de los
teoremas 2 y 3. Mientras las mejores constantes en los casos de variables
arbitrarias (Teorema 2), y variables independientes con un costo de
observacion (Teorema 3) son conocidas, el problema siguiente no esta
resuelto.
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Problema 1 Sean X4, X2, X3, . . . una serie de variables aleatorias arbitrarias
que toman valores en el intervalo [0, 1] y sea ¢ > 0 una constante. Para cada k
=1,2,3,...defina Y =Xk - kc. Paracadan 2> 2, ;cual es la mejor constante,
dn, tal que

M(Y1, Yo,...,Y¥Yn)-V(Y1,Y2, ..., Yn) <dn?

El otro problema, de un tipo diferente, que no esta resuelto todavia, trata
sobre una variacién en los premios recibidos por los observadores. Aqui los
.observadores reciben el promedio de las observaciones en el momento en el
cual deciden terminar sus observaciones.

Problema 2 Sean X4, X2, X3, . . . una serie de variables independientes que

toman valores en el intervalo [0, 1]. Paracadak =1, 2, 3, ... defina

X X ...+ X . ,
Yk = 1+ 22 ; * 2K Pparacadan 2, ;cual es la mejor constante, dp,

tal que
M(Y1, Y2, ...,Yn)-V(Y1,Y2,...,Yn) <dn?

Problemas de los Profetas Permutando el Orden de las
Observaciones Supdngase otra vez que hay dos observadores que estan
observando una serie finita de variables aleatorias X1, X2, ... Xn. Uno es
ordinario y debe usar reglas de parar no anticipadas para decidir el momento
en que debe dejar de observar, mientras otro es un profeta que puede "ver el
futuro” y escoger el maximo de |a serie de observaciones. En esta situacion,
sin embargo, se permite al primer jugador la oportunidad de escoger el orden
de la serie antes de empezar las observaciones. De esta manera puede
mejorar los premios esperados después de considerar las distribuciones de las
variables. Con mas exactitud, sea & € Pp, el conjunto de todas las
permutaciones del conjunto {1, 2, . . ., n} y defina W(X4, Xo, . . ., Xp), por

W(X1, X2, ..., Xp) = max{V(Xg(1), Xn(2), - - - » Xn(n)) : © € Pn}.
Por ejemplo, se puede demostrar en el Ejemplo 1 que el mejor orden es X4, X3,
X2, X1,y que W(X1, X2, ..., Xp) =7.91667. Como antes, se puede hacer

comparaciones entre los premios esperados de jugadores de tipos diferentes:
profetas, jugadores ordinarios con el privilegio de cambiar el orden de la serie,
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y jugadores ordinarios sin este privilegio. Mientras hay varios articulos
enfocando en este tipo de problema, hay muchas cosas desconocidas (ver [2],
(3], [4] y [5]). El teorema siguiente de Gilat [2], trata el caso de dos variables
aleatorias independientes que toman valores en el intervalo [0, 1].

Teorema 4 (Gilat [2]) Sean X1 y X2 dos variables aleatorias independientes
que toman valores en el intervalo [0, 1]. Entonces

5V5 - 11
M(X1, X2) - W(X4, X2) S\/——g-

Es interesante considerar la distribucién extrema en este problema, °

, - 5 -1 .
construida de la manera siguiente. Sea w* = \[_2 , lamada la "Razén

Dorada", y sean X4 y X variables aleatorias independientes tales que P(X4y = 1
-wWw)=w"'=1-P(X1=1),yP(Xo=w")=w"=1-P(X2 = 0). Observe que las
variables aleatorias son de "orden indiferente”, es decir W(X1, X2) = V(X1, X2) =
V(X2, X1), aunque no tienen distribuciones idénticas.

Las mejores constantes en los casos n > 2 no son conocidas, sin
embargo Gilat hizo conjecturas que indican que fas distribuciones extremas
consistiran de variables que son de orden indiferente, pero que no tienen
distribuciones idénticas. También Gilat cree que las constantes aumentaran
con n.
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(DES)IGUALDADES DEL PARALELOGRAMO, DEL ROMBO, DEL
RECTANGULO Y DEL CUADRADO. GENERALIZACION DE CARLSSON

Carlos Benitez
Dpto. de Matematicas. Univ. de Extremadura.
06071. Badajoz. Espaiia.

Sea E un espacio normado sobre el cuerpo K (R o C), con S={z€E:|z|=1}
como esfera unidad.

En 1935 Jordan y von Neumann [11] probaron que la norma de E estd
inducida por un producto escalar (E es prehilbertiano, o pH) si y solo si se verifica
la igualdad del paralelogramo, '

Vo,y€eE,  |z+y|2+lz-yl2=2(l=l+[y[?) (1)

La demostracién de la suficiencia de tal condicién (la necesidad es evidente)

es puramente analitica y consiste en ver que,
1 :
(z|y)=z(lz+y[2-z-y|?), siK=R,
1 . . . .
(zly)=zl(lz+yl2=llz=yl1) + i(llz+ay ]2 - |z—w[?)], siK=C,
son productos escalares en E que inducen su norma.

Veamoslo para K=R. Es inmediato que |z|2=(z|z) y que (z|y)=(y|z), ¥y
se sigue de la hipétesis que (z+y|z)=(z|z)+(y|z). Por consiguiente, (2z|y)=
2(z|y), y reiterando el razonamiento, (Az|y)=A(z|y), para todo AeN. Por otra
parte como (—z|y)=—(z|y), también aquello es cierto para A€Z, y, en definitiva
(poniendo A-lz donde pone z), para todo A€Q. Finalmente, como la funcién
AMeR—(Az|y)—A(z|y) es continua y se anula en @, se llega a que (Az|y)=
AMz|y), para todo AelR.

Como corolario se obiliene que E es pH si y solo si lo son sus subespacios
bidimensionales, y también que un espacio normado complejo es pH si y solo si lo
es cuando se considera como real. Tal hecho y la naturaleza de las cuestiones que

vamos a tratar, permiten suponer desde ahora que E es el plano real R2.

n 1947 Day [7] probé que cra suficiente que aquella igualdad se verificara
para vectores de la misma norma. Es decir que E es pH si y solo si se verifica la
igualdad del rombo,

Vz,y€S, [z+yl+[z-y[*=4 (2)
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A diferencia de la anterior la elegante demostracién de Day es de naturaleza
geométrica y se basa en el hecho de que, cualquiera que sea la curva convexa y
simétrica respecto del origen, S, existen elipses inscritas y circunscritas a S
también simétricas respecto al origen, que la tocan en, al menos, cuatro puntos
(dos linealmente independientes y sus respectivos opuestos). Concretamente,
utiliza un resultado de Loewner que dice que entre todas las elipses inscritas
(circunscritas) a S, existe una y solo una cuya area es maxima (minima) y a la
que ocurre aquello.

Eso supuesto, sea C, por ejemplo, una elipse inscrita a S que la toca en dos
puntos linealmente independientes y sea | | la norma de E cuya esfera unidad es
C. Si S=C no hay nada que probar (S es una elipse y E ya es pH), y si S#C
basta tomar dos puntos z,y€SNC tales que en el menor de los arcos de S que los
unen no haya otro punto de SnC, para obtener,

lzll=z|=lyll=ly|=1, lz+yl <|z+y], lz—yll<]|z-y],
y, por tanto, la contradiccidn,
4=z+yll2+z-y[?< |z+y |2+ [z-y[?=4 .

Posteriormente, Schoenberg en 1952 [13] llam6 la atencién sobre el hecho de
que la demostracién de Day lo que decia era que F es pH si y solo si se verifica la
desigualdad del rombo,

Vz,yeS, lzt+yl2+[z—~yl2~4 3)

donde ~ denota alguno de los signos € 0 >.

En esa misma linea, Benitez y del Rio probaron en 1984 [3] que Fes pH si y
solo si se verifica la desigualdad del rectangulo,

nyel, e ly = |zt+yl2+|z—yl2~2(]z]2+]y]?) (4)

donde z | y significa que z es ortogonal a y en el sentido de Birkhoff [4, 10}, es
decir, |z||<||z+ Ay], para todo A€R.

La demostracion se basa en una modificacién de un resultado de Day [8], que
dice que £ es pH si y solo si,

Vz,yeS, 3o, feR, : [oz+Py[2+ |laz—Ly|2~2(a2+ 5?),
y en otro de Benitez [2], segin el cual,
Vz,yeE, 36eR, : z+ 6y L z—by.
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Al igual que hizo Schoenberg con la igualdad del rombo, Amir en 1986 ([1],
pag. 50) Namo la atencion sobre el hecho de que aquella demostracién lo que dice
es que Ees pH si y solo si se verifica,

z,9€E, zzy = |lz+y)2+]z-yl2~2(lz)2+ ]yl | (5)

donde ~ es una relacién binaria en E que "admite diagonales", es decir, tal que
Vz,yeE, J6eR, : z+ dy=x z—dy.

(Merece la pena sefialar que todas las ortogonalidades en espacios normados
conocidas por el redactor de estas lineas, excepto la muy restrictiva de Roberts,
son relaciones binarias que admiten diagonales. Es decir puede suponerse en (4)
que _| es una cualquiera de tales ortogonalidades).

Una pregunta que surge de inmediato es la de si también caracterizard a los
espacios prehilbertianos la desigualdad del cuadrado,

z,9€5, vy = [z+y[2+ [a-y[2~4 ("

Aunque esta cuestion permanece abierta, pueden darse algunas respuestas
parciales relacionadas con el caso posiblemente mas interesante, que es aquel en
que % representa a la ortogonalidad de Birkhoff, I, (ver [3]):

(i) Ses una elipse si y solo si ||z+y|2~2, para todo par z,y€S tal que z_L y.

(ii) Cualquiera que sea S, existen z,y€S tales que z_1 v, [lz+y|l|z—y| >2
y, a fortiori, fz+y|2+ z—y|2>4.

(iii) Si S es una curva de Radon (la B-ortogonalidad es simétrica) (7],

entonces ||z+y| |[z—y[>2, para todo par z,y€S tal que z L y.

(iv) Si Ses un exagono regular, ||z+y|2+|z-y||?>9/2, para todo par
z,y€S tal que z_L y, (nétese que, en este caso, la B—ortogonalidad es simétrica).

(v) Si Ses un octogono regular, 2|z+y| lz—yl<4<llz+yl2+ lz—yl|2, para
todo par z,y€S tal que z_1 y.

(Cabe afiadir que si ~ representa a la ortogonalidad Isdsceles (z I y cuando
llz+yll=llz=yl]), o Pitagérica (z_L y cuando |[z+yl[2=|<|2+]y|?), [9], y si Ses
un octégono regular, entonces se verifica (?7), con = en el lugar de ~).

Por consiguiente, no es cierto que (?) cuando % es la B—ortogonalidad y ~

es el signo >, caracterice a los espacios pH, aunque puede mantenerse la conjetura
de que si los caracteriza cuando el signo es el <. (Si esto fuera cierto, entonces (i)
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cuando ~ es <, cuya demostracién es complicada, seria un corolario de ella).

Por otra parte, jcuiles son los espacios para los que |z+y|||z—v|>2, para
todo par z,y€S tal que z_L y?. ;Son aquellos para los que la B—ortogonalidad es
simétrica?. (Recuérdese que si dim E»3 y si la B—ortogonalidad es simétrica,
entonces E es pH).

GENERALIZACION DE CARLSSON

Ademas de "debilitaciones" como las antes citadas, también se han dado
bastantes "generalizaciones" de la igualdad del paralelogramo (ver [1]). Una de las
mas notables es la de Carlsson [5, 6] segiin la cual E es pH si y solo si,

m
Vz,yeE, I, albz+cpyl2~0 (6)
donde ay, by, ¢ son nimeros reales dados tales que,
u#0;  big*be;, (j#k); X abi= 2 ack= Y, abc=0. (7)

(Nétese que la igualdad del paralelogramo corresponde a m=4 y a cierta eleccién
de los nimeros ag, by, ¢t ).

La primera demostracion de Carlsson, del afio 1962, era muy complicada y
solo se referia al caso en que ~ es =. El enunciado anterior corresponde a la
demostracion, mucho mas simple que aquella, dada por el mismo autor en 1965.
Algo mas sencilla parece ser la que hace Amir ([1], pag. 13), utilizando como lema
un resultado de Frechet, que dice que una funcién continua g:R—R, que verifica

o™ 1] g4 k) =0,

para todo par r,s€R, es un polinomio de grado < m.

A la vista de todo lo anterior, parece logico preguntarse si también
caracteriza a los espacios pH la propiedad,

m
- Vz,yeS, I, qlbz+ cpyl2~0 (™)

donde los nimeros ag, by, ¢ estan en las condiciones de (7).

Si la respuesta a esa pregunta fuera afirmativa, se obtendrian interesantes
consecuencias en la pequena parcela de la geometria de los espacios normados en
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la que se enmarcan estas paginas, por lo que, antes de concluirlas, merece la pena
hacer algunas sencillas consideraciones sobre ella.

A tal fin, llamaremos m—f6rmula asociada a los pares (b,c), (k=1,...,m),
tales que b;cy— bgc;j#0, (j#k), a una expresion,

m

21 o[l bez+ ey 2~0,
cuyos "coeficientes" g son #0 y tales que,
kglakbk=k§_1akck=k§1 akbkck=0. (8)

Estas igualdades pueden verse como un sistema lineal homogéneo de tres
ecuaciones en las incégnitas a,, ..., a,,, cuyos menores de orden 3,
b? ¢ byc
l6,5,k| =det | b7 ¢ bic; | = (bic; —bses) (bjen—bre;) (bpci—bick),
b ci bucy
son todos distintos de cero. Por consiguiente 4 es el menor valor de m para el que
existen m—férmulas, y las m—uplas (ay,...,a,) que son solucién de dicho sistema
estan en un subespacio m—3 dimensinal de R™. En particular, para cada eleccién
de los pares (by,c1),...,(bg,cq), existe esencialmente una wnica (una y sus

proporcionales) 4—férmula.

Supongamos ahora (no implica restriccién alguna) que todos los b son >0 y
que los pares (b1,¢1),-..,(bm,Cn) €stan ordenados en el sentido positivo de IR?, es
decir que bjcg—bgc; >0, cuando j<k. Entonces, |i,j,k| >0, siempre que 1< j<Kk,
y resulta facil ver que en toda m—férmula hay, al menos, dos a; de cada signo.
Mas atn, si solo hay dos a; de un cierto signo, entonces no tienen indices
consecutivos (suponemos al decir esto que 1 sigue a m).

Sin entrar en mas detalles (puramente técnicos), considérese el caso en que
a4,---, 0y son positivos y las siguientes igualdades que se obtienen aplicando la

formula de Cramer,

11,2,3]a,=-12,3,4] ag—...— |2,3,m| a,, <0,
|1,2,3|ap= |1,3,4|a4+...+|1,3,m|a,>0,
|1,2,3|a3:—|1,2,4|a4—...—|1,2,m| a.m<0

Como consecuencia de ello, si una m—formula tiene dos a; de un signo y los
demas del otro (cosa que ocurre, por ejemplo, con toda 5—férmula), entonces el
mismo argumento de Day [7] con las elipses de Loewner, sirve para probar que
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(77) caracteriza a los espacios pH, lo cual ya fue sefialado por Oman [12], aunque
para el caso particular en que los pares (bg,c) relativos a los dos a; del signo
singular son precisamente (1,0) y (0,1)).

Senalemos por dltimo que toda m—férmula se puede escribir como relacién ~
entre p y ¢—foérmulas que verifican ciertas propiedades. Por ejemplo:
Si tomamos m—3 vectores linealmente independientes,

(a44)"')a'm4))"' )(a4m)"' )a'mm)7

con todas sus coordenadas positivas, y resolvemos para cada uno de ellos el
sistema lineal homogéneo (8), obtenemos una "base",

(0'14: Q245 034, 044, "')a'm4):'“)(a'1m) Q2m ;> @3m > Qamy - -- :a'mni)) '

del espacio de coeficientes de las m~—férmulas asociadas a los pares (bg,cg), en la
que 10s a;; y a3 son negativos, y todos los restantes a; son positivos.
Por tanto, cualquier m—upla, (a;,...,a,), de coeficientes de una de dichas

m—férmulas es tal que

(0.1,... )a7n)=)‘4(al4)-'- )a7n4)+-'-+’\m(alm)'-' )a'mm))

de donde se sigue que la tal m—férmula puede escribirse
.m m
/\Jz>o Aj By ol bkz+ epyfl2 ~ - ot k2 ok l1oez+ cry |2,

es decir como una relaciéon ~ entre sendas p y g¢—foérmulas, (p,gg<m), con
primeros y terceros coeficientes negativos, y los restantes no negativos.

Supongamos ahora que tomamos (a4y,...,8y,4)=(1,0,...,0) y los restantes
(a45,-,8mj), con a4;j=0. Procediendo como antes, obtenemos que toda
m—{érmula puede escribirse como relacién ~ entre la (dnica salvo proporcionales)
4~férmula asociada a los pares (b,c), (k=1,2,3,4), y una (m—1)—férmula
asociada a los pares (b, c), (k=1,2,3,5,...,m).

En fin, quién sabe si consideraciones como éstas, que rompian hace afios la
cabeza del redactor de estas lineas, pueden resultar utiles a la hora de buscar una

respuesta a la pregunta (77),....

" (Mi mds profundo agradecimiento al Departamento de Matematicas de la Universidad
de Los Andes (Mérida, Venezuela), cuya amable invitacién en septiembre de 1993 dio lugar a
la charla que recogen estas notas. Nunca habia cruzado ese mar tan grande que nos une, y
pocas veces me habfa sentido tan bien como estando allf con los buenos amigos Diomedes

Barcenas, Luisa Sanchez, Antonio Tineo y tantos otros.)
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De la desigualdad de Khintchine a las desigualdades del buen A

Wilfredo Urbina ‘
Dpto. de Matematicas.Facultad de Ciencias. Universidad Central de Venezuela.Apartado
47195 Los Chaguaramos. Caracas 1041-A.

§1. Introduccion

Las funciones de Rademacher han sido objeto de intensa investigacion desde que
Hans Rademacher inicio su estudio en 1922 [15]. Dichas funciones combinan en su
naturaleza tanto una caracteristica analitica como una probabilistica y precisamente en
su estudio hasta hoy contintan vigentes estas dos vertientes y es fuente inagotable de
inspiracién.

En el presente trabajo queremos mostrar como una desigualdad que ellas
verifican, la desigualdad de Khintchine, ha servido de fuente de inspiracion para la
obtencién de importantes desigualdades para martingalas y de técnicas desarrolladas
para la obtencion de ellas. Nos referimos especificamente a las desigua'ldades de

Burkholder-Davis-Gundy 'y de las desigualdades del buen A.
§2. La desigualdad de Khintchine

Como es usual, consideremos el intervalo [0,1), B[0,1) la familia de los conjuntos
Borelianos en [0,1), es decir,la o-algebra de l0s conjuntos generados por los abiertos de
[0,1) y m la medida de Lebesgue, denotemos a estas escogencias por el triplete por
([0,1), %[0,1) ,m).

Las funciones de Rademacher se pueden definir entonces como:
rn(t) = signo (sen (2" n t)) (1)

6 equivalentemente como ry(t) = signo (sen (2x t)) y ru(t) =r{(2™1) paran>1,
k1 Kk

, . . : k [ ki
( obsérvese que sen (2" n x) cambia de signo en intervalos I, = on 0 on )
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Las graficas de las tres primeras funciones de Rademacher son las siguientes:

/ ! n
1 ‘. A ‘\ [

1 S : 1 T wm [T mun

| L2 | | Lty | T [ty
| I | | [ | [ [

1/2 1 1/4 1/2 3/4 1 1/4 1/2 3/4 1

LIHHTE U T T 1 [T T | g (] " nmn

ry ra ra

Obsérvese que para todon
1 1

[ mydt=0 y f(rn(t))2dt=1.
0 0

Ademas, es facil ver que, las funciones de Rademacher son estocasticamente
independientes, es decir, si dy,...,d,, €s una sucesién de + 1y -1, entonces
m E[0,1):ry(t) =84,...,Ipt) =0} =m0, 1):ry(t) =04}... MtE[0,1):rp(t) =3}

Esta propiedad implica la identidad
1

1 1
o/ O a N a a
{r Ty rr2)... rnkk (t) dt = {rn: (t) dt ... {rnkk (t) dt, (2)

ny no

para aq,...,ax € Ny mas generalmente si fy,..., fy son funciones integrables en [0,1)

tenemos
1 1 1
f 11(rn1(t))... fk(rnk(t)) dt= f f,(rn1(t)) dt... f fk(rnk(t)) dt. (2)
0 0 0 .

En particulas éstas identidades implican que {r\} es un sistema ortonormal en

L.2([0,1)) aunque es facil de ver que no es completo.
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Se puede probar que si {ap} € L,, entonces la serie E a, ry(t) converge c.s. ( esto
n=1

es un teorema de Rademacher, Kolmogorov y Khintchine). La desigualdad de Khintchine,
que como hemos dicho es de gran importancia, da mas informacién sobre éstas series

o0

Teorema (Desigualdad de Khintchine ): Sea {an} € L, entonces la serie 2 ap p(t)
n=1

pertenece a LP para todo p > 0 y mas precisamente, existen constantes positivas Ap,

Bp. que dependen sdlo de p, tal que para todo {an} € 4

2 \12 . o \/P 22
Ap(2|an|J s(flEanrn(t)ldt) sBp[2|an|) : (3)
) n=1 0 n=1 n=1
en particular, paratodo NEN
N 1/2 1 N o 1/p N 1/2
Ap( S fal ) s( L1 anr) dt] sBp( 3 |an|2) @)
n=1 0 n=1 n=1
Observacion: La desigualdad de Khintchine da una prueba indirecta que las
funciones de Rademacher no son un sistema completo ya que en el espacio generado
por las funciones de Rademancher todas las métricas LP son equivalentes. Obsérvese
ademéas que por ésta desigualdad el subespacio cerrado en LP generado por las

funciones de Rademacher es isomorfo a L.

Demostracion

Por su importancia daremos dos pruebas diferentes de ésta desigualdad.

I) Probemos primero la desigualdad derecha de (3). Obsérvese que

D sagnn o A 1 1
[e NNt dt = ; [ expEanmt]dt = 5 E explEan] + o E exp[-Ea,]
0 =1 (k-1)/2n K par k impar
ke &y
= % = cosh (§ ap).

Entonces por independencia obtenemos, para cada N
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1 N N 1 N

[ exp [e Y an r(t) ] dt = H [ exp(ganmt)dt= H cosh (E ap,)
0] n=1 n= 0 n=
N 2
sexp (8 Y ap |
n=1
ya que cosh X < e,

oo
Ahora bien, como {an} €, hemos dicho que E ap ry(t) converge c.s. ,

n=1

aplicando entonces el Lema de Fatou, obtenemos

1 00 00
[ exp [ Y a, mt ] dt s exp (gz > ay ]
0 n=1 n=1

, - , 2
Si ahora normalizamos tomando E an =1, entonces como
n=1

oxp (EI S 20| )s exp (e[ N anrn(t)])+exp (a zanrna)])
n=1 n=1 n=1

tenemos
1

t[exp [gl ianrn(t)|]dt52e§2.

Sea ahora A(E) = m{t &€ [0,1) E anp () | > &€}, la funcién de distribucién de
n=1

E an (1), entonces usando la desigualdad de Tchebychev (con la funcion e(g/ 2)")
n=1

tenemos
. 1
MY =mE0D | 3 an)(>8ys 5 exp( l}janrn(t l)
n=1
< o525 ((E/22 _ 5 B4

Teniendo esta estimacion de la funcion de distribucion, consideremos )

ulzanrnmlpdt] o [l [
n=1

0
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00 1

1/p
= (D g' [ Xigosed §:a,,rn(t)|}(§)%'p'1 dg dt )
0 n

s{p I[
o 1/p L £2/4 1/p
= (p J gP? ME)dEJ s (2p { gPle d%)

= (2PpT(E)VP =2pVP(r(2)P=B,

1 1/p
f X{te(0,11] %‘anrn(t)|>§}(t) dt ]EFH dE]
0

y luego, en general, tenemos
1 1/2

0 1/p )
(J@anrn(t)lpdt] <8 [ laf?] <o
n=1 n=1
La désigual'dad izquierda es consecuencia de ésta. De hecho, por un ‘argumento
de dualidad, basta considerar el caso 0 < p < 2. Sea 8 definido como 8 = (2 - p/2)-1

entonces 1/2<08<1 vy po+4(1-6)=_2aplicando ahora la desigualdad de Hbélder
672 (1-6)2

( f[z anrn<t))dt] s( i anrna)i"dtJ [ s anrna)l“dt]
0 \n=1 0 n=1 0 n=1
Por la desigualdad derecha, para p = 4, y la ortogonalidad, tenemos

1 4 (19 T 4\

1S ) dt] = ( 1S aart) dt]

0 n=1 0 n=1

2(14) ; ® , 10 216 1) o (19
<B (Elan| dt) =B ( f Eanrn(t)] dt) ,
4 n=1 4 0]

n=1
Luego
1 o ,  \PA 200 ;, 1 62
| ) anm(® | dt) < B [ f|zanrn(t)|pdt]
0 n= : 4 0 n=1
por tanto,
1 o ) 1/2 4(1-0)/o8 1 o 1p
( [1S anm | dt] < B [f|z anrn<t>|pdt)
0 n=1 4 0 n=1

y, de nuevo, por la ortogonalidad
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1/2 1/p

_4/p o0 1 o0
B (Elanlz) [flEanrn(t)Ipdt A
n=1 0 n=1

II) Para p = 2 tenemos igualdad por la ortogonalidad de los funciones {rn}.

Basta probar la desigualdad derechade (3) parap>2 yaque si O<a < 1 estalque

5= *+ 4 , usando la desigualdad de Holder, obtenemos
o : 1 o
2 L, \1R
3 lanlz] =[ [13 anmd | dt)
n=1 0 - n=1

1
| an ) |pdt)“‘"‘)’p 1S anm I4dt}°’/4

ot .

<
n=1 0 n=t
1 © fo's]

<[ [ an (1) Ipdt)“ )b B4( D |a,,|2]“2]“
0 n=1 ' n=1

y como todas las normas son finitas, obtenemos la desigualdad izquierda con

Ap = B;ojl‘a. Asi pues, es suficiente probar la desigualdad derecha de (6) para p > 2.

Mas aun, dado que la norma p es una funcion creciente en p, basta considerar p entero.
o0

Supongamos ademas que los an son reales y tal que E |an|2 = 1. Bajo éstas
n=1

hipdtesis, usando la desigualdad

ixIP< plelXl < pl (ex+ eX) , xER,

la mdependencna y la simetria delas {r.} . tenemos
1

fl E an (1) 1P dt < pl f [exp ( Eanrnt))+exp E ap Mt )] dt
0

0]
© 1

<2p! exp (a, ry(t) ) dt
L [eets

0
y como, por un calculo ya hecho, tenemos que

)
f e "t 4 _ cosh (kap),
0

entonces, dado que cosh x < ex? obtenemos
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a, ry(t) 1Pdt < 2p! H cosh(ay)
1 n=

nN=

1
f I

0
©

<2p! H exp(aﬁ)=2ep! i |
n=
La desigualdad de Khintchine, tambien se puede probar de manera inmediata
utilizando sistemas Gaussianos, pero ésta demostracidn se sale del contexto donde
estamos trabajando.
La estimacién que hemos obtenido para B, es del orden O(p) si p—>». Siendo mas
cuidadosos podemos probar que Bp es del orden O(p1/2) si p—. Constan';eé optimales
para la désigualdad de Khintchine fueron determinadas por S.J. Szareck [18] y son las

siguientes:
. . 1
Ap=1sip22,By=1si1sps2 Byy=(2m)I)12M m=12..y Ay = ﬁ

Obsérvese que como consecuencia de la desigualdad de Khintchine tenemos que

oo

para cualquier p > 0, dada una serie de Rademacher 2 anp rp(t) y consideramos
n=1

‘cualguier cambio de signo de los coeficientes a,,, es decir, considerando ¢, € {-1,1},

2 endp Tn(t), entonces para todo N

n=1

N ,\172 TN b 1/p N2

Ap[gnani) s[-f S, | dt) sep[g |an|]
n= =

|
0 n n=1

o dicho de otro modo

n=1

. QL 2172
1S et llp = [ S fad ]
n=1

y como (3') se cumple podemos concluir entonces

Proposicion : Si{an} € L entonces para cualquier p > 0 y para cualquier cambio

de signos {g.}, con g, €{-1,1}, tenemos que, para todo N
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N N
Il Esnanrnﬂpzll Eanrnllp, (4)
n=1 n=1

En particular, existe Cy tal que

N N
1Y enantllp s Coll Y apryllp. (4)
n=1 n=1

§3. Las desigualdades de Paley

Por medio de las funciones de Rademacher podemos definir dos sistemas
ortdndrmales completos en L2([O,1),m). En primer lugar,las funciones de Walsh estan
definidas de la siguiente manera. Sea

' Po(t) = 1, para te€[0,1),
y paran=1si 2n=2""+2%4 +2™ con 0<n,<n,<.<n, entonces
| Yn(®) = () T (0) - Ty, (O N2 1. (5)

Obsérvese que el sistema de Walsh contiene al sistema de Rademacher, ya que
Vet = T ()

El sistema de Walsh es una completacidon de las funciones de Rademacher, ya que
intuitivamente se agregan todas las funciones ortogonales a ellas, formalmente R.E.A.C.
Paley [14] probd que el sistema de Walsh es un sistema ortonormal completo en L2 [0,1).

Cualquier funcién f € L'([0,1),m) puede ser desarrollada (formalmente) por medio

de las funciones de Walsh:

0 1

f(t) ~ 2 Cn Pn(t), donde c, = f f(t) pnt) dt (6)
n=1 . 0
que se llama expansion de Walsh-Fourier de f, denotada por W(f) y denotaremos la suma
N-1
parcial N-ésima E Cnh Wn(t) por Wi(f).
n=0

"~ En segundo lugar, las funciones de Haar, el otro sistema derivado del las funciones

de Rademacher, se pueden definir, de las siguientes maneras
(N 4y _ o ’ n-1 n — n-1
Xk (D=N2 (X[ (2k-2)/2n, (2k-1)/2 ) X[ (2k-1)/2n, ki2 ) ) (7)
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= V2T (20t (1) = @) (20N (D), k= 1,201 (7)

Obsérvese que, por (7') xf(") se obtienen por dilataciones y traslaciones de rq, y que

de manera inmediata, por la definicion de las funciones de Haar, se tiene

(n)
T,
La familia {X f,k)} es tambien un sistema ortonormal completo en L2( [0,1)).

Ademas, existe une estrecha relacién entre las funciones de Walsh y las de Haar.
De hecho tenemos que las funciones de Walsh {w‘”’ }se puede expresar comq

combmacnones lineales de las funciones de Haar {X } y vice versa ( véase S. Kaczmarz

y H. Steinhaus [11] y Schlpp, Wade y Simon [16] ).

Ahora, dado f € L([0,1),m) la expansion de f por medio del sistema de Haar, que

llamaremos expansion de Haar-Fourier de f, esta dado por

© oh-1
G+ S ; d™ x® (1) donde diM = f Wxy mdt (8
n=1 =1

Por comodidad la expansién de Haar-Fourier de f la denotaremos simplemente como
2 dy (n) X(n) (), aunque debe entenderse la variacion de los indices como en la expresion

previa. La expansion de Haar-Fourier de una funcién f se denota como Hf y sus sumas

parciales por Hnf, que se define como Hf (1) '(2 dk X (t

Walsh probo que las 2N-esima sumas parciales de las series de Walsh y de Haar

W2Nf y H2Nf son iguales para todo N, mediante la relacién que existe entre las

funciones de Walsh y las de Haar ya mencionada.

Finalmente, asi como para las funciones de Rademacher tenemos la desigualdad
de Khinchine, para las funciones de Walsh y de Haar, que son derivadas de ellas,
existen también desigualdades analogas. Consideremos el caso de las funciones de

Haar, el caso de las funciones de Walsh es completamente analogo.
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Sea f una funcién integrable en [0,1), sea y 2 d(") x(n) (t) su expansién de
n.k

Haar-Fourier, definimos

Si) = [2

a % (t»2J (©)
Nk
fa funcién cuadratica asociada a f. Entonces, R.E.A.C Paley [14], probé que existen
constantes cp y Cp ( independientes de f ) tales que
cpl1SMH Il < liflg<sCpliSlly, 1<p<o. (10)

En realidad Paley probd ésta desigualdad para series de Walsh. La versién para
series de Haar fue dada por Marcinkiewicz [12]. '

El papel de la funcion cuadratica en esta desigualdad es clave y como veremos esta
nociéon es de gran importancia tambien en contextos mas generales tanto en
Probabilidad como en Andlisis. Para un interesante recuento sobre el desarrollo de éste
concepto véase Stein [17].

Otra desigualdad importante es la desigualdad maximal de Hardy-Littlewood :
existe una constante ¢p ( independiente de f ) tal que
Collf*llp sHfllps Hf*1lp, 1<p<w, (11)

N
donde f * = supy | 2 d(") ® | es la funcién maximal de las sumas parciales.
A,k

De las dos desigualdades anteriores se obtiene entonces ia.siguiente desigualdad:
existen constantes cp y Cp ( independientes de t) tal que
cpISH lp s £l sCpliS(H Iy, 1<p<w. (12)
La desigualdad, analoga a (4'), obtenida para éste caso tambien por R.E.A.C
Paley [14], es la siguiente: dados d €R , ¢ \€{-1,1} entonces existe una constante Cp

( independiente de los d‘k’ ydelos &) tal que
I 2 MO 1= Gyl 2 dMx® i, 1<p<w.  (13)

Es de notar que, debido precisamente a la desigualdad de Khintchine, las dos

desigualdades de Paley son equivalentes.
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Como veremos mas adelante estas desigualdades son consecuencia inmediata de
desigualdades mucho mas generales para martingalas. Sin embargo muchas de las
ideas en ese contexto general estan inspiradas por ellas e incluso , como lo noté Richard
Gundy ( véase comentario en [3] ), algunas de las pruebas originales se pueden adaptar

al ese caso general.
§4. Breve introduccion a la Teoria de Martingalas

Las generalizaciones de los sistemas ortonormales estudiados, en el campo de las

probabilidades, son las martingalas.

Sea (Q,%,P) un espacio de probabilidad y consideremos una filtracion {¥,} en Q
(es decir, {¥, } es una una sucesion creciente, ¥ ,,12% , de o-algebras contenidas en

la o- dlgebra & )

Definicion: Un proceso X = {X,,}, es una {¥ ,}-martingala ({¥ ,}-supermartingala,
{#)-submartingala) si: |

i) Para cadan, X,EL'(Q), es decir, si E[IX,]] < .

i) {X,,}es{¥n}-adaptado, es decir, para cadan X, es F,- medible.

iif) Para todo m,nEN, si m>n, entonces

| E[ X, F,]1=X, cs. (s, = respectivamente).  (14)

Observaciones:
1) La condicion (14) es la propiedad clave de la definicion de estos procesos y ella

es equivalente, por la definicidn de esperanza condicional, a

VY AE &, f XmdP = f X,dP (s, =respectivamente).  (15)
A A

(15) a su vez equivale a pedir que para toda variable aleatoria Y &, - medible
!{' Y XpmdP = 1[; Y X,dP (s, =respectivamente). (16)
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2) La condicién iii) es equivalénte, por induccion, a
iii)’ Para todo neN, E[X,.¢1%,]= X, c.s.(s, = respectivamente). (17)
3) Finalmente, si definimos AXy = Xy ysin>1, AX, = X, - X,.1 (0 lo que esigual
definir AX,, = X, - Xph.q para todo n suponiendo que Xo=0)y Hamamos AX = {AXp}ala
sucesion de diferencias del proceso X entonces iii) tambien equivale a pedir la siguiente
condicion
iii)" Paratodo nEN, E[AX,|&,]=0 c.s. (s, =respectivamente). (14"

La condicién iii)" a veces se expresa en forma "analitica" de la siguiente manera
£ W(Xy,....Xn.1) AXndP =0 (s, 2 respectivamente).

para toda funcion ¥: R™'— R, medible y acotada.
En el caso de martingalas, (14') se conoce como la propiedad de ortogonalidad

de los incrementos. Es claro que

n
Xq = Y AXg (18)
k=1

y por tanto las martingalas son sumas de variables aleatorias ortogonales en el sentido
de (14). Ademas, es claro que es igual conocer una martingala X que su sucesion de
incrementos AX. |
Ejemplos de martingalas
1) El tipico ejemplo de una martingala, y del cual las martingalas son una directa
generalizacién, son las sumas de variables aleatorias independientes {T,} centradas,

E [C,] = 0. En ese caso las condiciones i) y ii) son inmediatas y verificaremos iii)' :

por la independencia de los &y :
n+1

Elzgklgn ]=E] k;t« +CneqFn EE] gckwﬂ] + E[ el ]

= E = .
k;t.n +E [Gnid] k;t.n
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En particular, el paseo al azar simétrico y las sumas parciales de series de

o0

Rademacher, kz ay rg(t), son martingalas .
=1

Sumas de variables aleatorias independientes { L, } tales que E(C,,) =2 0 6 que E({,)

=< 0 son ejemplos de submartingalas 6 supermartingalas, respectivamente.

2) Dada XeL1(Q), si definimos X, = E [XIF ], entonces {X,} es una {#F,}-martingala.
La condicidn i) se obtiene de forma inmediata ya que
E[IX,]] =E[IE[XIF,]1] sE[E[IXIIF,]]=E[IX]],
i) es consecuencia de la definicion de esperanza condicional y por Iaé propiedades de
la esperanza condicional, tenemos :
EXnl FRl=E[E[XIFLIFL=E[XIF,] = X,.
Como veremos en el desarrollo de la teoria, muchas de las martingalas interesantes son

de este tipo.

-1
3) Sea W, = Ck Pk(1), donde {cy} es una sucesién numérica ( real 6 compleja)

3

ey
—

y {1} son las funciones de Walsh . Entonces, como not6 R. Gundy [6] ,{Wan} es una

martingala ya que
2" - 1 2n - 1

Won =Won-1 + Z C Pi(t) = Won-1 + rp(t) 2 Con-1.4k Pi(t)
k= -1 K=!
Luego,
E [Wonl oy : ks 201)] = E [Wanl of 1k k < n)] = Wan-1,

por la independencia de las funciones de Rademacher.

N 204
Analogamente si Hy =Cg + 2 E q((n) X(,?) (t), donde {c f(n) } es una sucesiéon
n=1 k=1

numérica ( real 6 compleja) y {X(,?)} son las funciones de Haar, se puede probar,
directamente o utilizando la observacion de Walsh mencionada anteriormente que Wan

coincide con Hon, que {Hon} es una martingala.
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Detinicién : Dado un proceso Y ={Y,}, {Fn}-predecible (es decir, Y,, es Fp 4
medible para cada n) uniformemente acotado, entonces dada X = {X,}, una {# ,}
-martingala definimos el proceso estocastico (Y-X) = {(Y-X)n}n , que llamaremos
transformada de X por Y como

n n
(Y-X), = ; Y AXy = 2 Yh (X - Xyq) paratodon.  (19)
=1 =1

Obsérvese que (Y-X), = (Y-X)p-1 + Yo A X, Y por tanto
A(Y-X)n = (Y-X)n - (Y- X)p1 = YnAXp.

Proposicion : Sea X ={X,}, una {#,} -martingalay sea Y = {Y,}, un proceso
{# ,)-predecible y uniformemente acotado, la transformada de X por Y (Y-X) = { (Y-X)n}n

es una {# ,} -martingala que llamaremos la martingala transformada de X por Y.

Demostracion

Como {Xp)}hesuna martingala y como (Y}, es acotada uniformemente entonces para
todo n, El (Y-X), | s M El['X,, | <o y claramente (Y-X), es &, - medible ya que {Y,} es

predecible, finalmente si es m 2n, por la propiedad de martingala de X

m n m
E[(YX)mlgn]=E[ E YkAXklgn]= ; E[YkAXklgn]'f' E E[YkAXklfan]
=1 k=n+1

=
n m
=2 Yk Xk Xiet) + Y E[E[YgaXg [Fieq ] 1F,]
=1

k=n+1

n m n
= 2 Yi Xk~ X1) + Y E[YKE[AX Fiq ] 1 Fr] = ; Yk AX = (Y-X)n 1l
=1 k =1

=n+1

Definicién : Llamaremos una sucesion multiplicadora a todo proceso Y = {Y,}

{# }-predecible y uniformemente acotado. Para normalizar podemos suponer que la

sucesion esta acotada por uno.

Con ésta notacién diremos que la transformada de una martingala por una sucesion

multiplicadora es también una martingala.
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§5. La desigualdad de Burkholder.

En lo que sigue vamos a tratar de dar un esbozo de cémo la desigualdad de
Khintchine evoluciond en el contexto de la Teoria de Martingalas, para las demosraciones

de éstos resultados remitimos a [19].

El siguiente resultado generaliza la desigualdad de Khintchine para variables

aleatorias con una distribucion arbitraria, para p > 1, (véase Marcinkiewicz-Zygmund [13] ):

Teorema (Desigualdad de Marcinkiewicz-Zygmund): Sea €;,C,,..., una sucesion de
variables aletorias integrables e independientes con E(Cj] = 0, entonces para p = 1

existen contantes universales Ap y Bp ( que dependen sélo de p ), tal que -

N ,\1/2 n N ,\1/2
Apu(; ng 5135l Bpn(l_z1 gj] I, (20)

paratodo n=z=1.

Obsérvese que en los ejemplos 1) y 3) la sucesiones {Xp} consideradas,

n n 24 2n 24 () - o n
Xn=2Ck, anz ag Nk Wan = E Ck Pk Y Hon=cq + E kz Ck X asicomo Z G
=1 =1 k=1 n=1 =1 ]:1

en el teorema anterior son martingalas. Una pregunta natural es entonces si la
desigualdad de Khintchine, la desigualdad de Paley y la desigualdad de Marcinkiewicz-
Zygmund se pueden extender a martingalas arbitrarias, la respuesta es positiva y es la
famosa desigual.dad de Burkholder ( vease [2] y [4] ).

Para establecer dicha desiguaidad usaremos, tal como lo hicimos en la
desigualdad de Paley y la desigualdad de Marcinkiewicz - Zygmund, la funcién

cuadratica de orden ny funcién cuadratica de X, Sp(X) y S(X), que definimos como

12 o0 12

Sn(X) = (2 (Amij y S(X) =(k2 (Ami) ,

respectivamente.

39 ¢



Teorema (Desigualdad de Burkhoider): Sea 1< p < . Existen constantes positivas
y C,,., tal que si X ={Xp} es una {¥ n} - martingala, entonces para todo n

¢, IS Xl = CIS (X)L (21)

c

P” P

6 en forma equivalente,
Cp IIS(X)Hps IIXIIpstIIS(X)IIp (219

La escogencia optimal de ¢,
+ % = 1( de hecho, se tiene que ¢, =[18p*2/(p-1)]" yC, = 18 p>2/(p-1)'/?).

satisface c\s(-1;p) = O(p'2q) y Cp =0(q'2p) donde

T|=

La demostracién original de Burkholder [2] utiliza de manera explicita el Teorema de
Interpolacién de Marcinkiewicz ( véase Zygmund [21] ). Mas aun, como menciona D.
Burkolder, Richard Gundy observé que la demostracién de Paley de su desigualdad se

puede adaptar al caso general de martingalas con modificaciones menores.

Mediante la desigualdad de Burkholder se puede obtener, por ejemplo, una Ley

fuerte de los grandes numeros para martingalas y una extensién de la Ecuacién de
Wald.
Ahora bien, la desigualdad de Burkhoider, se cumple para p > 1, mientras que la

desigualdad de Marcinkiewicz - Zygmund se cumple también para el caso p = 1. ¢ Que

pasa para el caso p =1en general? Como lo demuestra el siguiente ejemplo es falso.

Ejemplo: Sea g, ,;2,...variab|es aleatorias independientes con distribucién
Bernoulli ( P{T, =1} = P{Z;1‘=- 1} =1/2) y sea

NAT n
Xp = E ¢; donde 1:=inf{nz1:ECj=1}.
5 =

Luego X ={Xp}es una es una martingala tal que

IXpll, =E[1Xpll= 2E[X}]—>2 si n — ooy E[Xp]=0,
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es decir, {Xp} es L1 acotada pero

AT \1/
1SnOOIl, = E[Sp(X)] = E(E 1]’ 2 E] . si n ool

=

Luego la desigualdad de Burkholder no es cierta para p = 1. Sin embargo, por la

desigualdad maximal de Doob [5] ( Corolario 3-1, Capitulo 3 ): para p >1

X
Ap IXnlly < 11X _lly < Bp 11Xy,

ella es equivalente a la siguiente desigualdad: para 1 < p < % existen constantes Cp Y
Cp talque -
¢ 11Sn(X)lly < 11X 1l < Cp Sy (X)il, (22)
o en forma equivalente, para todo n
cp IS, < 1IX*1l, < Cp lIS(X)I (22') |
Esclaroque para p=1 (16) y (17) no son equivalentes, ya que en ese caso esa
desigualdad de Doob no es cierta. La pregunta enfonces essipara p=1(16) es

todavia cierta. La respuesta es afirmativa y viene dada por el siguiente resultado :

Teorema (Davis): Sea X = {Xp}n una{Fp} - martingala, entonces existen

constantes positivas ¢, C tal que
clisxi, <Xy, < ¢ s, (23)

Burkholder [2] no sblo generaliza la primera desigualdad de Paley sino también la

segunda desigualdad de Paley:
Teorema (Burkholder): Sea X = {X,}, una {Fn} - martingalay sea Y ={Ypn} una
sucesion multiplicadora. Entonces dado 1 < p < o existe una constante Cp ( independiente

de XeY) talque paratodon
II(Y-X)an < C, IIXn||p (24)

es decir, en forma equivalente




II(Y-X)IIps Cp IIXIIp (24")
Se puede probar que la mejor constante para ésta desigualdad es p* - 1 donde

1 1
—+- =1

* —
p” =max (p,q), con 5ty

Proposicién : La desigualdades de Burkholder (21) y (24) son equivalentes.

Demostracion:

Si sabemos que II(Y-X)nIIp < Cp IIXnIlp para todo n y cualquier sucesién

multiplicadora Y, entonces para t € [0,1) fijo consideremos la martingala transformada

(YoX) correspondiente a la sucesion multiplicadora Y = {rn(t)}n con {r,} las funciones de

Rademachery t &€[0,1), entonces por (24)
n n
H(Y-X)ll § = ||k2 () AXlIY s CF IIkE AX Iy = Cp IIX ]
=1 =1

pero como rﬁ = 1, entonces X es una transformada de (Y-X) por la misma sucesion

muitiplicadora Y y asi pués, de nuevo por (24)
n
p p P _ AP p
||xn||»p <C, ||2:1 () AXllp = Cp I(Y-X)lip

asi pues
P p p p p
Cp II(Y'-X)nIIp sIIXnIIp st II(Y-X)nllp.

Ahora bien, integrando en t€[0,1] y aplicando el Teorema de Fubini, tenemos
1 n 1 n
Dfllg1 () AXIID dt=E [ J I(; (0 AX P dt |

y usando entonces la desigualdad de Khinchine se tiene

n 1 n
AP ISP =AP E[ 21 (A% 2] < E [ J | 21 ik AXy P dt T<BP I1'SEONP

y por tanto obtenemos (21) :
-1 p
Cp APIIS(X)IIp < IIXnIIp Cp Bp|IS(X)II p -
Para la implicacién reciproca obsérvese que como la sucesién muitiplicadora es

uniformemente acotada por 1, entonces
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S(Y-X):[ki (YkAxk)2:|”2 < [ é (A)(k)?.]”2 = S§(X)
=1 =1

luego por (21), tenemos entonces (24)
HEY-X)nllp < Cp HS(Y-X)l, =C, HS(Xll, < C ) Cp 1, .

§5. Generalizaciones de la desigualdad de Burkholder. Desigualdades del Buen A.

Vamos a discutir ahora las posibles generalizaciones de la desigualdad de
~ Burkholder :

En primer lugar, recuérdese que la desigualdad de Khintchine, que se puede
considerar la fuente de inspiracion de éstas desigualdades, es cierta para todo p > 0. Sin
embargo , en todas las otras desigualdades el rango 0 < p < 1 esta excluido. La pregunta
es ¢, que pasa en ese rango?, ¢, que tipo de restricciones son necesarias para obtener
las desigualdades en ese rango?. Ei siguiente ejemplo, debido a Marcinkiewicz y
Zygmund [20], demuestra que sin condiciones adicionales sobre la martingala, la

desigualdad de Burkholder es falsa para el rango 0 < p < 1.

Ejemplo:
Sea j un entero positivo y 2;j = (2;1-1, 2;]-2 ..... ), una sucesién de variables aleatorias
independientes, con distribucion
Pk =1}=1-(@+1)", Py =-}= (+1)".
....) una martingala definida por

n
Zin =k21 Cik-

En efecto Z; es una- martingala, ya que es la suma de variables aleatorias

Sea Zj = (Zj1, ij,

independientes centradas ( véase el ejemplo 1 ).
n
. m
Ahora veamos que poniendo Z' = ;1 Xmoky Cik

. . m m
lim lim IIZJ- ||p/ |IS(Z]- )IIp =00,
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Sij>2n, P{Cj =-j} <P{f =1} en consecuencia
nAMm

m
iz = sup nzjnu = sup Il Zx{mk}t,kllp = Sup_ I 2—:1 Gikllp

1sn<o0 15N<0

" nAm 1p nAm : 1/p
= sup [éf l 2 Cjkllde] > sup g{ [2 gk)p dP| =sup (nam) =m.
15n<o0 =1 1sn<© 1=n<®

De forma analoga se tiene:

m 1/p
ISZ{M, = 11 2 % ( [ |k21 (RE dP)

- I;; (G2 ap + I; Go?P" @)
{Z;]k—Wk} 1 {6]k_1 vk)° 1

s[mP2 (1 - o)™+ (m2PR (1- (1 - L™ ]
= [mP2 (1 - oyma P 1= (1 - M)

como bien puede observarse:
lim lim IIZ |I =00 y lim lim IIS(Z ) =00

m—00 J-.oo m—»0 j_.oo

con O0<p< 1, detal manera que no podemos tener una desigualdad del tipo
I|Z|Ips CIIS(Z)IIp.

En segundo lugar, queremos generalizaciones de la desigualdad de Burkholder
para funciones mas generales que d(1) = AP, asi como también para una clase general
de operadores sobre martingalas ( que por supuesto incluya a los operadores ()* y S).
D. Burkholder y R. Gundy trabajaron en éstas generalizaciones en su famoso articulo
Extrapolation and interpolation of quasilinear operators on martingales publicado en Acta
Mathematica [3] ( véase tambien [4] ). Vamos a dsicutir en detalle aca la generalizacion a

de la desigualdad de Burkholder para funciones & mas generales.

Es claro que si tuviéramos desigualdadades entre funciones de distribucion,
entonces mediante el argumento de interpolacién de Marcinkiewicz se podrian obtener

facilmente la desigualdades integrales. Sin embargo tales desigualdades entre funciones
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de distribucién no siempre ocurren para todo A > 0 para los operadores que nos

interesan, como muestra el siguiente ejemplo.

2ot
Ejemplo: Sea X, = —k‘i—) donde {ry} son la funciones de Rademacher,

=1

o 12
tenemos entonces S(X) = [ E k1—2J . Por la desigualdad de Khintchine sabemos que
k=1

oo
1 1R n Mk n 1\12
Az—z S||2—||S kE-E.
P [ =1 k ] =1 k P Bp =1 k
pero m{ t€[0,1): S(X) > A} = 0, para todo A suficientemente grande, del otro'lado para n
un entero cualquiera dado

m{X*>x}zm{te[O1)'| S r—k(-'[l|>)\}>0
ol 3K ,

=1
para todo A > O por lo que una desigualdad entre sus funciones de distribucién no es

posible.

A pesar de éste hecho, Burkholder y Gundy eh [3] caracterizan aquellos A\ para
los cuéles las desigualdades entre funciones de distribucién se cumplen, lo que les
permite, luego de justificar que tales A son suficientes para integrar, obtener férmulas
integrales. Esta esla "condicion del buen A": A >0 esun buen A para una variable
aletoria Y si existen a>0y B> 1tal que

P(Y>A} < a P{Y>B A}

Sin embargo en [4], Burkholder establece que usando desigualdades mas débiles
que las anteriores (pero validas para todo %) y que hoy es lo que se conocen como
desigualdades del buen A, se pueden obtener tarnbién las desigualdades integrales
deseadas ( véase la proxima Proposicion ). Asi pues, las desigualdades del buen A son
las traduccidn correcta, al campo de las Probabilidades, del argumento de Interpolacién

de Marcinkiewicz.
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El proximo resultado explica detalladamente este argumento dado por Burkholder

en [4]. Pero primero especifiquemos el tipo de funciones ® para las cuales queremos

generalizar la desigualdad de Burkholder.

Definiciéon : Una funcién @ no idénticamente nula, no-decreciente, continua sobre
[0,0] con ®(0) =0 y que satisface la condicion de crecimiento
O(2\) s C D)) (25)
se dice que @ es una funcién de Young.
Para eliminar el caso trivial, supongamos que ® no es idénticamente nula.
Esclaro que para0<p <o @A) = AP es una funcién de Young.
Como propiedades adicionales que seran, eventualmente, necesarias tenemos la
siguientes:
) DM vAp) s P(Aq) +P(Ny)
i) D(Aq +A2) s D(2hy) + D(2hp) SC[D(Nq) +P(Ry) ]

Proposicion : Supongamos que X e Y son variables aleatorias no-negativas y
sobre un espacio de probabilidad (Q, #,P) y B >1,8>0,¢>0, son nimeros reales,
tales que, paratodo A >0

P(Y>PBA XsdA} se P{Y>A} (26)
Sea @ una funcién de Young y sean y >0y n > 0, nUmeros reales tales que para
cualquier A >0,

OPN) sy PR, OO s o), (27)
Finalmente, supongamos que ye< 1. Entonces

E[O(Y)]s

E [D(X)]. (28)

Observacion: La existenciadey y n cumpliendo con (27) es garantizada por

(25). Por ejemplo, una posible escogencia para y es CX0 donde kg es un entero positivo,

‘tal que 2¥01 < B< 2%0 y C es la constante en (25)
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D250 0) < o(BA) s D(2K0 1) s ¢ DK ) 5 ... < CRO D),
y analogamente para el caso de n.

Demostracion:

Nosotros podemds asumir en la prueba que E [®(Y) ] es finito, pues si Y
satisface (26) entonces Ya n lo satisface también:

PYAn>BA X<sdr}= P{Yan>BA Ysn X<sdr} +P{Yan>BA Y>n X<dA}
sP{Y>BA Y=sn X< 0} + P(n>PA, Y>n, X< 80}
s2P{Y> A Xs 0\ =2e P{Y >} <2¢P{Yan>A}

A su vez si (28) ocurre para Yan, n = 1, entonces ocurrird para Y., ya que, por el

Teorema de convergencia monétona se tiene:

[ oV)dP= lim [ o(Yan)dPs - [ o(X)dP.
Q n—% { e o

Consideremos ahora la medida de Lebesgue - Stieltjes para @, denotada por g,

definida como
b

ua(la,b)) = [ do()=d(b) - 9a), Osa<bsw.
a

Esta medida es positivay o-finita sobre $[0,%). Si Z es una variable aletoria

no-negativa sobre (Q, &, P), entonces
Z .
®2Z)= [ dd() = f Kez 5 2y AP(A).
0 0

Usando el teorema de Fubini, obtenemos entonces

E@2]= [ ( [ %zop,MdPM)dP= [ ( I %z (@) dp)dcp(x) = [ P{>n)
Q 0 Y] Q 0
d(N)

{a condicidn (26) implica que, para todo A > 0:

P(Y > BA} = P{Y > BA, X s A} + P{Y > BA, X > 8A} s € P{Y > A} + P(X > A},
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Entonces, tenemos

E[B" V)= [ PE'Y>NdM) = [ P{Y>BrA dD())
0 0

< f e P{Y>NdDd(A) + [ P{X>8r}dD(r) = cE[D(Y) |+ E[@(d" X)]
0 0

<cE[D(Y)]+n E[@(X) ],
como
E[®(Y)]=E[D(BE" V)] syE[®E Y)] syeE [®(Y) [+ ynE [H(X)],
(1-ve) E [D(Y) ] syn E [©(X)],

y dado que E [D(Y)] <o, se tiene

Yn

E [D(Y)]s E[oX)] .1
1-yve

Observaciones
i) Si P{Y < A} = C P{X > 87}, entonces (28) es inmediato, para cualquier ® una

funcién de Young
0] [0 0)

E[@Y)]= [ ®Y)dP= [ P{Y>Ado(}) s C [ P{X/s>A dd(})
Q2 0 0

= C E [

o |x

) sC E[®(X) ].

i) Si A esun "buen\"paraY, entonces ésta desigualdad y (27) implican
P{Y > BA} s P{Y > BA, X< O0A+ P{Y>PA, X>0\}=<eP{Y >N+ P{X>0\}
< ae P{Y > A+ P{X > 62},

por tanto, si ae <1, tenemos
P{Y > Br} s C P{X > dA},

conC = y volvemos al caso anterior.

-

El problema en el ejemplo de Marcinkiewicz y Zygmund se debe a que la

martingala puede tener saltos muy grandes. La idea crucial de las desigualdades del
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buen A es que cuando una martigala cruza el nivel A, no puede irse demasiado lejos, es
decir la excursion esta acotada superiormente por un multiplo de A. Esta idea aparece

ya en articulos de R. Gundy de fines de los afios 60 ( véase [7] ) .

Tenemos ahora que si queremos generalizar la desigualdad de Burkholder para
gue sea cierta para toda funcién de Young, sabemos, por el ejemplo de de Marcinkiewicz
y Zygmund, que para que ello sea posible hay que suponer condiciones adicionales
sobre la martingala, es decir restringir el conjunto de martingalas que se esta

considerando, en ese sentido vamos a considerar la siguiente clase de martingalas:

Definicion : Sea X ={X,}una {# 5} - martingala. X se dice regular si
i) E[ | AX, | 1Feq] 25, (29)
i) E[ (8%, )2 1Fpe1] =1, (30)

paratodo k= 1.

En [7] R. Gundy esteblece ya ciertas condiciones de regularidad sobre martingalas (

la Condicién (MZ) ) para tratar problemas de convergencia c.s.

Finalmente estamos listos para enunciar la generalizacién de la desigualdad de

Burkholder (22) para funciones de Young:

Teorema ( Burkholder - Gundy ): Sea ® una funcion de Young, X ={Xp}una {%,}-
martingala regular, Y = {Yn} una sucesion multiplicadora. Entonces existen constantes

universales cy C tal que
C E [D(S(Y- X)) ] s E[D((Y- X)*)] < C E [D(S(Y- X)) ]. (81)

La escogenciade cy C, depende sélo de & y de laregularidad de X.

Por lo expuesto anteriormente para obtener dichas desigualdades es suficiente

probar las siguientes desigualdades del buen A para los operadores Sy ( )* :
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Proposiciéon: Sea X = {Xn}‘ una {&,} - martingala regular, Y = {Yp} una sucesién

multiplicadora. Entonces sip>1y0< d<f3- 1, setiene, paratodoA >0

P{(Y-X)* > BA, S(Y-X)V Y* £ dA) 5 (B-afj)z P{(Y-X)* > ), (32)
y

P{S(Y-X) > BA, (Y-X)* V Y*s OA G BSY-X) > 33

{S( )>B‘..( s 0N s (B01) {S(Y-X) > A} (33)

Otra manera de controlar los saltos de las martingalas para obtener desigualdades

integrales, sin pedir la regularidad, es la siguiente

Teorema: Sea & unafuncién de Young X = {X} una{%,}- martingala, tal que
IAX )l s Wp € oy, (34)
es decir, X tiene incrementos & ., - acotados. Entonces existe una constante ¢, que
depende sélo de @, tal que
i) E[®(X™)] s ¢ E[®(S(X))] + ¢ E[®(W")] (35)
ii) E[®(S(X))] = ¢ E[®(X7)] + ¢ E[®(W)). (36)

De nuevo por la proposicion vista basta probar un par de desigualdades del buen

Proposicion : Sea X ={X,} una{#,}-martingala, tal que IAX,lsW,€E &,

entonces, si B>1y0< d<P-1, setiene, paratodoAr>0
2

(B-d-1)2

P{X* > B\, S(X) VW* <31} = P{X* >} (37)

2

m P{S(X) > A} (38)

P{S(X)>BA, X* vW* s A} <

Por otra parte, si pedimos no negatividad para la martingala, tenemos todavia el

siguiente resultado:
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Teorema: Sea ® una funcion de Young y X = {X,,} una{%,}- martingala no
negativa. Entonces, existe una constante C, que depende sélo de ¥, tal que

E [®(S(X)) ] s C E[®(X")] (39)

Como ya es usual para probar éste Teorema, de nuevo por la Proposicion vista,
basta obtener la siguiente desigualdad del buen A,
Proposicién : Sea X ={X,} una{#,}- martingala no negativa. Entonces si B > 1

yO0<d<p-1,setieneparatodo A>0
2

P{S(X)>BA, X* <sd\}s ([3—2?5—2:‘)_

P{S(X) > A} (40)

La otra posible manera de generalizar la desigualdad de Burkholder es no restringir
el conjunto de las martingalas sino el conjunto de las funciones ® a considerar. Por
ejemplo vamos a probar que en el caso que I es convexa tenemos la generalizacion

( obsérvese que si p > 1, la funcion ®(A) =P es convexa ).

Primero necesitamos discutir algunos resultados sobre funciones convexas. Para

simplificar suponemos que la funcién convexa ® se puede escribir como
A

M= [ o) dv, (41)

0

con ¢ una funcién estrictamente creciente y no negativa en [0,), (en general, ésta

representacién es cierta pero s6lo podemos decir que ¢ es mondtona creciente , véase
Wheeden y Zygmund [19], Capitulo 7 §6) .
A @ se le puede asociar una funcidon convexa ‘' del mismo tipo ( su conjugada en el

sentido de Young ) tal que
A

W= [ by dy, (41
0

dondey = ¢-1, la funcién inversa de ¢. Es facil de ver que

) A §(A) = D(A) + ($(A)),
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Y
i) l[ Adp(A) = D(y(y)).
i) Desigualdad de Young: Ay s ®(A) + W(y)

A
V) d(9 s 1 ®(\), paratodo a=1.
a a

A
Mas aun, de (20) , tomando p = sup ( —)) , e obtiene facilmente 1 < p<s C -1 <,
o0 P |

v) para todo a > 1
D(ar) s o D())

W) s (p- 1) DP(N).

Por otra parte, utilizando (15'), Teorema 3' del Capitulo 3, para ¢ y usando ii)

obtenemos
E[P(p(X, N]IsE[Xn p(X5) ]

Luego, por la desigualdad de Young,

%

. X
E[ ®(w(X, )]s El <x><w<—pﬂ> )] +E[Wp X1,

y por iv)
| -1 x
"T E[ ®W(Xp )] sE[W(p Xn)].

Usando, finalmente, v) obtenemos
F'3
E[W(X,)]spE[W¥(pXn)] (42)

Obsérvese que en el caso W(A) = AP, p> 1, (40) es precisamente la desigualdad de

Doob [5].

Para establecer la generalizacion de la desigualdad de Burkholder en éste caso

necesitamos se utiliza la siguiente desigualdad que tiene importancia en si misma

Proposicién (Burkholder-Davis-Gundy): Sea @ una funcion de Young convexa. Sea

{£} una sucecion devariables aletorias no negativas en (Q.%, P), entonces
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E [cb[; E[z;k@m]] | <CE[® [; Ck)] (43)
=1 =1

Veamos entonces la generalizacion de la desigualdad de Burkholder para funciones

convexas:

Teorema (Burkholder-Davis-Gundy): Sea ® una funcion de Young convexa, sea
X = {Xn}una {#,}- martingala . Entonces existen constantes universales c y C tal que
¢ E [@(S(X)) ] s E[®(X")] s C E [®(S(X)) ]. (44)

La escogenciade cy C, depende sélo de @.

La generalizacion de la desigualdad de Burkholder - Davis - Gundy para una clase
general de operadores definidos sobre la clase ¢ de todas transformadas de
martingalas regulares, como ya mencionamos, fue realizado por D. Burkholder y R.

Gundy un su articulo de Acta Matematica [3]. Sin embargo, las demostraciones en ese

articulo, si bien contienen todas las ideas basicas a las desigualdades del buen A, no las

utilizan con toda su potencia, por 10 que las demostraciones son muy complicadas.

Precisamente con la formulacion de las desigualdades del buen A, y la técnica que ellas

implican dichas demostraciones se simplifican de manera notable.

Por otra parte, las desigualdades del buen X son una téchica muy poderosa para obtener
desigualdades integrales e incluso estimaciones locales 6 puntuales de un operador, que
lamentablemente es poco conocida en Probabilidades. Sin embargo ellas se ha se han
utilizado en Andlisis de manera muy efectiva para establecer, por ejemplo, continuidad de

operadores de Calderdn- Zygmund en espacios LP (w) para un peso de Muckenhoupt w, 6 la

ya mencionada caracterizacion de los espacios HP .
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Finalmente, la desigualdad de Khintchine ha tenido una influncia descisiva en otras
areas de las Matematicas, como es el caso en Analisis de la Teoria de Littlewood- Paley y de

la reciente Teoria de Ondiculas que por razones obvias no discutiremos en este ensayo.
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I do not know where the term dilation equation originated. The con-

cept has become very well-known in the past few years in the research on

“wavelets” in connection with the notion of a multi-resolution analysis.The

idea behind the construction of a multi-resolution analysis? is the following:

Suppose we are given a sequence of subspaces V; C Vj;, of L*(RR),

J:—o00 < j<oo,with; V; =0 and U; V; Caensety L*(IR). Suppose further

that there exists a function ¢(z) such that the sums

13- are(z = B)liz = (3 a))

where = means a double inequality of the form:

A(D-a}) < 1D arerll3 < B(D_a})

where A, B do not depend on the sequence {a;} and

Vo = {Sarpla — k); Yo} < o).

In the language of the subject, V; has a “Riez basis” formed with the trans-
lates of p(z) by k € Z.

Further, suppose we define
p1(z) = 2¢(22)

and

en(x) = 2"p(2"z), ne€Z.

l_mr.a.
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The function ¢, (z) is a dilation of ¢, the scale being 2~". (We should write

but I prefer the previous notation for dyadic dilations, and I want the scale
27" — 0 as n — +o0o (rather than —o0).)

Continuing in the specification of a m.r.a., we suppose that

Vi(D Vo) := {D_ baipn(z — k/2)}

so that the dilations (by 2"1), and translations .by half-integers, generate
Vi. That is, every function in V; has an expression of the above form.
In particular since p(z)(= wo(z)) is in Vo, we may find bs, k = 0,+1,+2, ...
such that |

wo(z) = Y brpr(z — k/[2).

Such a gy satisfies a dilation equation (or a two-scale resolution equation :

the terminology varies, and I have adopted the term from G. Strang, Bull.
Amer. Math. Soc. articles on wavelets. See 1990-93).

There are many real-life examples of m.r.a. One of these is the cardinal
spline family.

Let

(eyoy = {1 OS]
XWE)011 =7 0 otherwise

99(2)(55) = (X[O.l] * X[0.1])($),
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where * means convolution.

@™ (z) = (xjo11 * - * X[o1)(2)

where we have indicated an n-fold convolution.
It can be shown (see “Wavelets”: Chui) that for each fixed n, o™ (z)
generates (by translations (Z) and dilations (2",n € Z)) a m.r.a..

Lleft out a particularly interesting case: ©(z) = xjo,1j(z). The m.r.a.
here is generated by the Haar functions, and the projections of f € L%(IR)
on V;,j € Z form a martingale. It was this coincidence that attracted
me to the problem of studying m.r.a., from the same perspective as I had
done with martingales. The analogy is strong, but there are important
differences. Let me recall for you what is known about the Haar functions
from a martingale point of view:

Let E; be the projection of a function f € L*(IR) onto the subspace
V;. Further, suppose that f is supported on the unit interval, so that
the total measure of the support is one. That is, we consider a function
f € L*([0,1]). The sequence E;,j = 0,1,2,... has an interesting local

property: the differences

E; — E; 1 (f) = E;(f) — E;(f)

are mutually orthogonal in a strong sense: If we integrate the product of
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differences:

J(Bs = Eit) (DB = Beca)(f)xade = 0

if j # k and A is any dyadic interval of length 2', where I = min(k, j).
(Dyadic interval:

{z:m—1/2' <z <m/2'})

This is the martingale property of the sequence {E;(f)} in this context.

The generality of the set A is the key here: not only are the differences
(E; — E;_1)(f) orthogonal, but they are even orthogonal when restricted to

“small” sets A. This has an important consequence, as follows. Let
S*(f)z) = 2_((E; - E;-1)(f))*(x)
and
f*(z) = sup | E;(f)|(x).

The two functionals S(f) and f* clearly reflect different properties of the
sequence E;(f) : S(f) measures oscillations, while f* reflects the maximum

rise or fall of the sequence. For a general numerical sequence, there is clearly

no relation between sup,, |a,| and 3 (a, — a,—1)*. However for the sequence

of projections E;(f), the martingale theory tells us that

IS = 1177115
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for:all 0 < p < oco. But || floc = ||S(f)||co is false. However, the L, equiva-

lences are based on a distribution function inequality that resembles
P(S5(f)>A) = P(f*>)).

This inequality is not true, since it would imply that the L, norms are not
comparable. However, the inequality does hold for “enough” lambdas. This

fact allows us to make integrations of the kind
/0°° o (N)P(S(f) > \dA = /0°° o (A)P(f* > A\)dA

where the a'(A) > 0, and

satisfies

a(2)X) < ca(A).

Such distribution function comparisons are known as “good A” inequalities.

In addition to integral inequalities, they allow us to assert that
P(S(f) < 00) = P(f* < o)
(or more precisely,

{S(f) < 00} =see. {f* < 00}).

- All this can be generalized for martingales, and is independent of dila-

tion-translation considerations. This being so, it is of interest to ask whether
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there is a similar pair of functionals S(f) and f* which admit a comparison

of the kind we have discussed, outside of the martingale contex, yet within

the scope of dilations and translation approximation procedures, such as
the multiresolution analysis discussed above.

This question, concerning m.r.a.s, we cannot answer. However, there is
yet another setting, where translations and dilations come into play, where
we can find similar phenomena. The first situation of this nature is the *

study of harmonic functions in IR’} or IR}, for simplicity.

Let
R} = {(z,t): —00 < & < 00, > 0}
and
1/te(e/t) = ().
Define
2(f)e) = [ fwheda—y)dy
where
ple) = %1 +1x2

With ¢(z) defined in this way, ®:(f)(2) is harmonic in (z,t) : A® =0 and
®,(f)(z) is the harmonic extension of f, from R' to IR}. For some time,
we were under the spell of Laplace’s equation, and did not consider that
®,(f)(z) was formed by a dilation kernel (which also satisfied a differential

equation). However, the functions ®,(f)(z) behave, in many ways, like
q
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martingales, and in particular, like the Haar series projections F;, as t — 0.
Here, the dyadic parameter 2~" is replaced by the continuous dilation ¢,
with the multiplicative Haar measure dt/t replacing the unit weights in the

sum defining S(f). (Note that
A2 = (27 - 27Uy e = )

All of this has a noble history going back more than half a century to the
founding fathers, Lusin, Paley, Zygmund, Calderén and Stein.

.The comparison of quadratic variation functionals and maximal func-
tions vi# “good A" inequalities was done twenty years ago (!) by Burkholder
and me. These inequalities are the strongest comparisons I know. Because
of this, their validity is limited to rather specific situations: we must have
either a martingale structure (even here,we require special martingales like
Haar series, or Brownian motion) or we must impose conditions on the con-
volution kernel . Until recently, we could only treat the cases where ¢
was the Poisson kernel (Burkholder and Gundy, 1973 - Studia Math.). The
case where ¢ is the Gaussian kernel was done, partially, by Calderén and
Torchinsky. (Advances in Math. circa 1975).

This brings us up to date, and to the problem addressed by lleana Irib-
arren and me. Both the Poisson and Gaussian kernels are supported on the
entire real line. For many approximation problems, it is desirable to consider

kernels with compact support. Our goal was to find compactly supported
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convolution kernels for which we could prove “good A” inequalites.

We did find a class of kernels that are compactly supported which do
the job, provided we replace the Haar measure dt/t by A27"/27" = 1 at
each integer. This is what happens in the Haar case. However, unlike the
Haar case, we have full translation invariance for the sequence ®;(f)(z).
That 1is,

(/@) = [ f@)eiz —y)dy

where t'= 27", n € Z. Basic examples of functions ¢(z) that provide us with
approximation procedures that have “good A” inequalities are the cardinal

spline functions:

(z) = 1—|z| if|z| L1
pa(z) = 0 otherwise

p3(z) = /_o:o Xt-1/21/2(y)2(x — y)dy
and
Pn(z) := /_ o:o Xu/24/21(¥)2a (2 — y)dy.
The class of densities for which we can prove the “good A” inequalities
may be specified in terms of the random variables that have the density in
question. Let T be a symmetric, bounded random variable, that is, 7' = —T

where = means “equal in distribution.” Then T' generates another variable

Z by the dilation equation 27 = T'+ Z', where T and Z’ are supposed to be
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independent, and Z' has the same distribution as Z. Thus, Z = "2, T, /2*
where T} is a sequence of independent random variables, each having the
same distribution as T'. The variable Z is assumed to have density . When
T is binomial with probabilities and values are as follows, we obtain the first

spline density, the triangular density:

0  with probability 1/2
1/2  with probability 1/4

Thus, the triangular density is written as an average of dilated triangular

{ —1/2 with probability 1/4
T =

densities as follows:
vole) = 1/4g1(z +1/2) + 1/2¢1(2) + 1/4pn(z — 1/2).

The definition of the quadratic functional associated with ¢ is given by

a sum of terms, each of which is of the form
Qn(z) = E(®L,,(f)(z + 1)) — (2a(f)(2))%

The functions ),(z) are nonnegative since ®,(f)(z) = &P (f)(z + t).
Here &, is the average with respect to the distribution of T/2"+1.
Here, my oral lecture finished. There is much more to tell, but perhaps

next time.

Thank you for a wonderful visit. Dick Gundy.
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