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ENTRODUCC TGN

Sea (X,d) un espacio wftrico;, nosotros pensamos dos puntos X%y

en X como un segmento de extremidades XX ¥ de Tongltud d(xo,x}).

. i
Si f: X+ X es una contraccidn (X completa)l entonces ias imAgenes

reiteradas por f  de un segmento de X degeneran en un punto  que
gueda Tijo por f (Banach). Huestra ldea agqui es pensar cada tres
puntos de X como un tridngulo vy ascciarie a2 cada tridngulo un 3rea;
en seguida considerar una funcidn continua f X -+ X (X completo) que
disminuyas &reas. Intuitivamente las imdgenes relterndas de un trién
gulo por f deberian degenerar en un segmento de X invariante por
f y por tante f deberfa tener un punto fijo (Browsy). Esto es lo
que desarroliamos en este trabajo, nosotros partimos de un espacio -
métrico acotado completo y conexo y mostramos que si f: X+ X "disml

nuye &reas'’ entonces existe un subconjuntse |t de X, lsométrico a

un intervalo compacto de 1a recta, el cual e invariante por f.




§.1, UNA MEDIDA DE NO LINEALIDAD.

Sean a,b,c nineros reales no negativos tales gue la  Suma
de dos cualesquiers de ellios es mayor o igual al tercero, enton
ces existe un triangulo A en o} plano cuciides ordinsrio  cu~
vas lados respectivos tienen tongitudes respectivas a,b,el Es
més, al drea de A viene expresada enteramente como funcidn de

a,b,c: de hecho si ponemss P = atb+e sntonces et frea S de &

viene dada por
(45)° = P.(P-2a} (F-2b) (P-2¢} . (1.1)

Sea (X,d} un espacio métrice y sean %o, x;, %, £ X enton
ces hay un tridngulo A{x., x,, x,} en &! planc euclifdeo ordina-
rio cuyos Tados tienen langitudes respectivas a2 = dix,, xl) .
b= dix

L Xz}’ c = d(xz, X }; el Brea by dx., Xy, xz} de este

triangulo la definimos como el nimero &  determinade por la

férmuta (1.1}, Dado un subconjunte acotado y no vacfec A de X

pondremos:

t.1. PROPOSICION.

{1 d,0h.) < 6,{n} (A G A, w X acotados).



(ii) 62(5) = EQ{A) {3 € X acotado, A = clausura de A).
DEMOSTRACION. Trivial.

Nuestro préximo objetivo es probar un Teorema de Cantor pa
ra §,; es decir, queremos ver que si {An} es una sucesidn decre
ciente de subconjuntos cerrados, acotados y no vacios de un es-
ﬁacio métrico completo, tal que &E{An) >0 {n -+ «} entonces
jos An tienen interseccibn no vacfa. Para ello necesitamos al-
gunos preparativos; en particular $(B) denotard el didmetro de

un espacio métrico B.

1.2. LEMA. Sea (B,d) un espacio métrico con infinitos elemen-
tos y sea p > 0. Supongames que ${B,} > p para cada subconjun-
to B, de B infinito numerable. Entonces existe un &ubconjunto

D de B, infinito numerable ta! que dla,b) » p si a,b ¢ D.

DEMOSTRACION. Para cads a ¢ 8§ pongamos

Fla) = {x ¢ B: dix,a) > p}
AFIRMACION. Existe a € B tal que F{a) es infinito. En efecto,
supongamos que Fa) es finito para cada a € 8 y elijamos a,cB
arbitrariamente. Definamos inductivamente un subcorjunte infi~

nito numerable B, = {a,, a. ,..., a_....} por el proceso de
1 4 h
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escoger a arbitrariamente en B -(F{a JU. ...y F(an)); enton-

nt 1
ces d(ai, a})li p cualesquiera sean i,] > 1 asf que §(B.) < p.

Esta contradiccidén prueba la afirmacibn.

hmawsaxELﬁla!qmthllesinfmfu:ypmacmmzaﬁFhJ
pongamos Fo{a) = {x ¢ Fla,}: d(x,a) > p}. Como Fla)) ests en las
hipbétesis de B podemos encontrar a, € Fla ) tal que F (a,) es

infinito., Para cada 3 € F‘(a?) pOngamos
F,ola) = {x ¢ Fla,): dix,8) > o},

entonces existe a, ¢ F {a,}) tal que F,(a,} es infinito. Pro -
siguiendo de esta manera construimos un conjunto infinito numera-
bie o ={a, a,, a_,...} que verifica tas condiciones requeridas#.

E1 lema 1.2. serd utilizado bajo s siguiente forma equiva~

lente.

1.3. LEMA., Sea (B,d) un espacio métrico con infinitos elementos
y sea p > 0 . Supongames gue todo subconjunto Infinito numera -
ble B, de B posee dos etementos a,b tales que d(a,b) < p; enton
ces existe un subconjunto infinito numerabie D de B tal que

d{a,b} < p cualesquiera sean a,b ¢ D.

1.5, TEOREMA. Sea A creey A ™., una sucesidn decreciente
12 > n -



e

de subconjuntos cerrados, acotados y no vacios de un espacic mé~
tricoe completo {X,d) y supongamos que 6;(An) + 0 (p+>ew). Si
{x } es una sucesin ge X con x €A (o> 1} entonces {xn} po
see una subsucesidn convergente. En particular la interseccidn

de los An s un compacto no vacio.

DEMOSTRACION. Sea Y el conjunto de todas las sucesiones s:N-+X
- tales que s{k} ¢ A Para alguna sucesibn n, < n, <....<n <....

k
y pongamos

p = sup inf disf{n),s{m)) .
seY  n#m

Probaremos que o = 0, Supongamos p > 0y fijemos r > O tal que
2p < 3r<i3p. Fijemos teambién s en Y tal que

dis(m), s{m}j> r sI m#n.

Ya que é?(An) + 0 {n + ] existe un enters N > i con la si-
guiente propiedad: Si i,j, k> N y d{s{i), s{k)) > max{d(s(i},
s(j)), d{s{j), s(k))] entonces

S+ dlsi),s(k)) > als(i), s(N+ dls (), s(k)). (1.2)

2

(Es decir, o) tado mds largo del tridngule A(s(i),s{j), s(k)) au

i .
mentando en E—r &8s mayor o igual a la suma de los otros dos lados).



Por comodidaed asunmimos gque N = 1, Dado A > r sea

y fijemos £ » 0 tal gue pt+y < gfr . Probaremos que B es fi
nito. En efecty st B, es un subconjunto infinito de B se sigue

de la definicidn de p que existen a,b v B, tales que

dla,b) < p+o

y por tanto {Lema 1.3} existe un subconjunto infinite D de B tal

que dix,y} = p+e si x,y £ D

S x,y € I entonces d{x,s{1)} = d(y,s{1}}) = X vy por tanto
el lado mas grande del tridngulo Afx,y,s{1)) es dlx,y} {ver (1.
2.)): de agui

v ; } .
5+ dlgy) 2 dix,s {13} + (s

T
wernk
-
"
~
#
N
P
Vs
i
)
-

lo cual dice que dix,y} = %vr > p¥e y escribiendo los térmi ~
ZF
nos de D come una subsucesidn de s obtendriamos una contra ~

diccifn a ia maximalidad de 0.

Ya que B es Tiniic para cualquier A > r entonces el con~
junto A ={dla{n),s(1)}}: n > 1] es infinito y por tante existe

un conjunte infinito {b , ﬁq;L,..,bn,...} contenido en
> o
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{s(2),..., s{n),...} tal que d{s{1}), bE) # d{s {1}, bj) si i#].
Usando el razonamiento precedente (B finito} y tomando un subcon
..} si fuera necesario podemos asumir que

Jjunta de {b ,....,b

n'’
d(bi’ bj) < preE (¢ <e, p+ €< %~r)¢ Huavamente tomando uh
subconjunto de {bi""’bn""} podemos asumir sin pérdida de ge-~

neralidad que
d{s (1), b)) < dls(1),b,) <.....< da(s(D), b)) <....

De (1.2) se sigue que d(bi’ b,+1} no puede ser el lado mis lar-

go del triangulo A(s{1}, b, b§+}); porgQue en eseé Caso

db,, b, .} >

7 Ppey/ 2 7P PTE

Mz

Por tanto

.
i s > 3 “ } ‘ P
do,, ,s(1)) + 5 > dlb, s(1)) + dlby, b, ) (i >1) .

Recordando que d{s{n), s{m}} > r (n # n} se sigue por induccidn
que
et

d(bn’ 5{1}} - 5 roh ke {n -+ o)

lo cual contradice el hecho cue la sucesifn s es acotada, vy

prueba gue ¢ = 0.

Sea {xn} una sucesidn de X tal que x € A; si {xn} no



©

-

posee subsucesiones sonvergentses entonces existe &6 » 0y una subsu

cesidn s: W > X de {xn} tal gue dls{n}, sim)} > 8 (m# n); por
tanto 0 » & vy esta vantradiccidn termina iz demostracidon. #

1.5, COROLARID. Sea A un subconjunto cerrado y acotado de un es-

"

pacic metrico complete A. St & {(£) = 0 entonces A es compacto.

A

.

DERMOSTRACION. (onsccuencia directa del Teorema 1.4 con An = B

(n > 1). #



"

8,2, ESPACIOS METRICOS ALINEADOS.

Sea {i,d} un espacic métrico

diremos gue Ros Rye Ry € I es

£sto equivaie a decir que

o~
W
o=
S\
8
3
[
S
...,X
5
o
o

alguna de las tres desiguald:
x es una igualdad. Si & (1} = O diresmos que | es un espacio

£

métrico alineado.

NOTA, Esta definicidn de alineacibn no se corresponde con la no =
. . . .. . Z U
cibn usuval en espacios afines. E£n efecto zea | = RT con la métri
ca inducida por f}(x,y)fll =lx]+ {y|; entonces (0,0}, (1,0) y (0,1}
estin alineados segin nuestro concepto, pero (0,0}, (1,0) y (0,1}

. . 2 : - .
no estan en una misma recta de R . En compensacion tenemos el si

guiente resultado.

2.3, TEOREMA. Sea (i,d) un espacic méirico compacto, conexc y ali

¥

neado;: entonces | es isoméirice & un intervalo de R.

DEMOSTRACION. Fijemos a,b & | tales gue dia,b} = &(1}) = 2r vy
definamos @&: | + [0,2r] por ¢ix) = d{x,a). Ya que ¢{a) = O ¥

${b} = 2r entonces ¢ es schre (I o5 conexc): probaremos azhora

w

que ¢ es inyectiva. Supongemos aue existen X, x, €1 tale
que

d(xl, a} = d{x2, ajt, X F X (2.1)



entonces el lade mds Yaruo dei tridngulo Alx ,

x,} asi que

Por otro lade cualauiern sea x & | se

tiene que dfa,b} es el la

do mas fargo del trignguic Afa,x,b}: por tantn

dla,b} = dla,x) + dix,b

De (2.31 v (2.1} s= sigue gue d(bsxj} =

es el lado més largo de Alb,x | x }; es

dix,, x,} = dix,, bj + dlx

Sumando (2.2} y {2.4) miemhro a miembro

} (x ¢

(2.4)

y utitizando (2.3) con-

cluimos que dix , ﬁ?} = odia, b} = ¥y ael gue ﬁﬁﬁ,%})”d(&;xz)xf%

ek

Hemos mostrado as¥ que § {¢] se reduce
» '"?' 5
ademis ¢ {r} = {x
,"}t 3 . 4, " ; b
£ ¢ Ar}, tendriomos dlu,x ) o=

mento Xy

A4 un clemento s

dla, x
.

}

?

§

t

s

F iy

, ¥.1. En efecto si hubiera un tercer ele ~

de mode  que |

razonando como antes, d¢{x , x } = 2r v andlogamente d(xz,xa)m2r.
. ,

i

En consecuencia el lado was largo del tridngulo Alx,, x

FERY

dirfa br, asi que 8{1} > &r > 2v = dix

. "i/'
Pongamos 1, = ¢ {fa ryy b= [y, 2r ]

entonces

2



sofnt bivecciones contipuas vy vome | s compacto, elias son ho-

meomortismes., En particular § . 1. son conexos.

Pado £ > O > tal que

¢ Tlr-8,.8) < Blx e} uBix e}

H{z.%) < ¢}, Puds en caso contrario habr§ una

pero como | es compacic aounic e ¥t E; de agut

dlz,a) = r vy poer tanie 2 = r, & 2+ x_, o cual contradice

el hecho que d{z_,x,) >« {i = 1,2, n > i}. in particular
iste & > 0 tal que &’}/w>f Ay oo S, S S
exrste o - et Qe iy [ S IR S S W ,’(.3 PR G '\,',\2 i i O

Bix,,r) v Blx, v} son disjuntes {dix , %} = 2Zr} podemos asumir

¥y

\ -1

3
-, . o . ; N S - o
que ¢ Lr-3,5J<B{x ,r}. Recuerds que § {r-5,8} es conexo

-

O, vl as un homeswmorfismo.  Ahora es f&cil ver

porgue ¢: 1,
que ¢ 1 U {x,} = 10, w5 un homeomorfisme. Andlogamente se
) A

. i

muestre que algune de los conjuntos b ouix ), 1Y

ser homeomorfo a [r,2r] bajo §.



CASO 1. ¢: ¥, U{Xzf‘* Lr,?rj s un homeomorfismo. En este caso

es la reunibn de dos compactos disjuntos 1, U {x_ | |, 1, Vi{x }, no

vacTos y contradice e? hecho aue 1 es conexo.

CASO 2. - tjil{xl} > ir;?rj es un homeomorfismo. En este  ¢aso

P {x,d o= (VO 0, Uik ) es un compacto de b {por ser
- Y ~ I3 v N

reunidn de compactos), &l cual o5 abierto en por ser comple ~

mentario de {x,}. ¥ como I - {x,} ro es vacfo debe tenerse

P~ {xz} = | (I es conexo}. CLontradiccidn.

-
Las contradicciones en los casos 1y 2 muestran que ¢ {r)
se reduce a un elemento y prueba gue ¢ &5 un homeomorfismo.

Veamos que ¢ es una isomerria; para ellc comencemos observando

que [¢ix) - ¢y} < dix,y}, v supongumos que existen Ko» ¥ €

o
tales que [¢(x0} - ¢(y0}§ < d{xj.yc)§ entonces el lado mas lar-
L b

go del tridngulo é(x@,ya,a) mide d{x ?yOF; es decir;

fo)
dlxgey ) = dix ,a} + dly .al . (2.5)
Por otro lade, de (2.3} sc tiene

dlyg.b) = dix b3 = lolx ) -~ oly, )] < dlx

y por lo tanto

dlx v ) = dlx b} + dly,.b). {2.6)



S

Afiadiendo (2.5} v (2.6} miembro a miesbro vy teniendo en cuenta (2.3)

concluimos que d(xﬂ,y%} gl

&

befinamos ahora ¥: | -+

igual que con ¢ se prucba g

P

~1 e » .-
Yo :zp,zﬁ}wrip,'g €%

dos casos siguientes:

(i} v ¢"T(o)'= a, ¥ ¢ (zr)

-

Esta contradiccin prueba $i}.

a8 = Y, b o= X, Y S€ ob

termina la demostracidn.

NOTA. Es posible mostrar iz

Sea (1,d) méirico alineado

-t

tes que dla,b} = §{t}. &i !
cuatro entonces $: | R

bre un subconjunto de  # .

e f

[ - . " : \ .
[0,2r] por Y{x} = é{x,xa); procediendo
ue Y es ur bBomeomorfisme, de modo que

un homeomcri ismo. Se presentan asi los

= Zr. fp este caso ¥{a}l = 0 = ?(xb) ¥

5« x y b=y . Por tanto

I3 5 P - . P s
(20 = G, In este aso concluimoes que

tiene la misma contradiceidén.,  Esto

#

siguiente mejora al Tecrema 2.1

supongamos gue existen a,b £ 1 ta-
by »

ta cardinalidad de | es diferente de

»,a}; es una isometria so-
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§,3, EL RESULTADG PRINCIPAL

3.1. TEQREMA. Sea (X,d) un espacio métrico completo acotado v

conexo y sea f: X Y una apilcacidn continua tal gue

S

UEN) 20 (e ). ER)

Entonces existe un subconjunto no vacio | de X, invariante por f
el cual es isométrico @ un intervalo compacio de R en particu-
lar f tiene un punto fijo. Ademis los puntos filos de T estdn

contenidos en .

DEMOSTRACION. Sea A la clausura de 1) va que ?“*1(x) o £
{n > 0) entonces AyDee DA DL y por 1.7 tepnemos  que
GZ(An) + 0, por tanto (Tecrema 1.4} § = rxiﬂﬁ: n> 1} es un com
éz(An} y por

tanto |t es alineado. En fin cads An es conexo v de agui  se

pacto no vaclo; ademads como | c;An tenemos 6, {1}

i

sigue facllmente que | &5 conexc; el resultado se sigue ahora
factilmente del Tevrema 2.1, del Teaorema del punto fljo de Brower
y de la construccion de |. (Note gque | es invarfante por f

porque f(An} < A ).

n+l
3.2. OBSERVACIORES.
(i) Supongamos que existe k © |0,1) tal que

62(f(x0),f{xl), f(x2} <k Szixo, Xyo %) (xg,xl, x, € X}

(3.2}



(ii)

-
-

——
-

(iv}

-

-1h-

entonces la condicibn {3.1) es sarisfechz. Sin embargo la
condicidn (3.2} es demasiado reSirictiva yo Gue en ese caso

f deberia enviar puntos alineados en puntos alineados,

2 P - e
Sea X = R con la méirica evcliides usual y defis

> “ 1

e . Vo |- ; : «

f: ™ + & por Tlx,y} = (xty, 5 Y};
2

entonces f satisface ls condicién (3.2} con k = 1/2 pero
f no tiene puntos Fijos. En este caso el wds pequefio sub-

nte por § es | = Rx{oh

W

conjunic de X no veclo e invaris
Este ejemplo trata de poner en evidencia gue el acotamiento
de X es indispensable en e! Teorema 1.1 {con (3.2) en vez

de (3.1)).

f

W
e
-
i
@
=
g
o
3
[
13
2]

Si f: %X X es uvna k-contraccifn {0
’1 £ f o

satisface {%.1) (X acorado} porque &if
\ } 2

Sea X = {(x,y) ¢ R - 0 < ®xy¥ < 1} provisto de la métrica
euclidea usual y sea f: X » X; fix,vi = {i-x, %—y); enton-
ces f satlsface {3.2) con k = %- perc f no es una con-
tradiccidn estricta. {d(f(xz,ﬁ}, f{x2§§} = df

En este caso | = {{g,¥) € % vy = 0]y § tiene { é',Q; co

mo Onico punto fijo.
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M TTORCMA DY CORJIEACICN GLOBAL Y
aUS APTICACTONES LOCALES. 1975,

YSOERD TA NO EXTSTENCIA DE ESPACIOS
SEOUEHCIALES COMPACTOS ¥ HAUSPORET QUE
POREAN UMNA COPLA DE 87. 1979.
"ALGORITIME TUCLIDIEN DANG ALGERRES
ARTIHEMEITIOUES PRINCIPALED. 1979,
MHIPERBEOLTCTDAR

EX ESPACTIOS LI o(‘HI'Y‘Z.S.

1874,

TORAFICOD Y VARITIDADES INVARIANTES NE
U HOMEOMORTTSMO .
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TIMATION OF THE
LT PUNCTION
E. 1380.
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JOSE SANTODOMINGQ

T.V. PANCHAPAGESAN

T.V. PANCHAPAGES AN

HERNANDO GAITAN

_RAJ MARKANDA

FRARCISCO RIVERO
(TESIS)

ANTONIO TINEO

JESUS RIVEROQ

GILBERTO GONZALEZ Y
T.V. PANCHAPAGESAN

JORGE VIELMA
JOSE SANTODOMINGO

D.D. ANDERSON ARD
RAJ. K. MARKANDA

0SCAR QUIJADA
OSWALDG ARAUJO

TINEG B. ANTONIO
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“LA LOI DU PARALLELOGRAMME ET LE

TECREME DE GLEASORN™,
"A ROTE ON SPECTRAL AND PRESPEC-
TRAL OPERATORS®.

"ALGUNAS CARACTERIZACIONES DE ME
DIDAS ESPECTRALES EXTENDIBLES".

“SOBREANILLOS DE ANILLOS CON FOC-
COS DIVISORES DE CERO™.

"TWO GENERALIZATICNS OF UNIQUE
FACTORIZATIONS DOMAINS®.

"ANILLOS CON ALGORITHMG DEBIL".
"ISOMETRIAS Y CARACTERIZACION DE
ESPACIOS DE HILBERT".

SEXISTENCE OF SOLUTIONS CONVERGING
TO ZERQ FOR THE NON-LINEAR DIFFE-
RENTIAL, x" + p(t,x,x'}+q(t}x=0.

“LA EXTENSION DE CARATHECDORY PARA
MEDIDAS A VALORES OPERADORES P(S1
TIVOS,

"UN CONTRAEJEMPLO EN TOPOLOGIA™.

"CATEGORIA DE LOS A~MODULOS CUADRA
TICOS".

"UNIQUE EACTORIZATION RINGS WITH
ZERD DIVISORS™.

"INVERTIBILIDAD".

"SUR UN MODELE MATHEMATIQUE DE LA
CHIMIE CONSTITUTIONNELLE".

“UN TEQREMA DE PUNTO FIJO PARA FUN

- CIONES QUE COMTRAEN TRIANGULOS™.



