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E1 objeto de estas notas es introducir al lector interesado en el
estudio de los Sistemas Cindmicos Uiferenciables. L£1las forman parte de un cur
so dictado por el Profesor Jorge Sotomayor (Instituto de iatemdtica Pura y /pli
cada, Rfo de Janeirc, irasil) en este cepartamento durante los meses de Junio
y Julio 1975,

Hist6ricamente, los primeros forjadores de esta teorfa fueron 1los
Soviéticos Anosov y Frontriaguin, quienes hacia 1937 introdujeron conceptos e-
quivalentes a los hoy 1lamados "Propiedades Genéricas". 5in embargo, por razo
nes oscuras esta teorfa cay6 en el olvido hasta que en 1958 el matemdtico brasi
lefic ‘auricio Peixoto hace un estudio detallado de los Sistemas “indmicos [ife-
renciables en Yariedades de [Limensidn dos. 7 partir de este momento la mencio-
nada teorfa toma gran impulso y contribuyen de manera decisiva matemiticos de
gran relieve entre 10s que cabe mencionar: S. Smale, René Thom e I. Yupka etc.

Muestra exposicidn consta de 5 capitulos; el primero de ellos trata
generalidades sobre Operadores Lineales haciendo énfasis en los operadores hi-
perb6licos. &tn los tres capitulos siguientes se estudian sistemas dinémicos —
discretos (difeomorfismos). Se expone el Teorema de ilartman, 1a existencia y
diferenciabilidad de las variedades invariantes para puntos y conjuntos hiperbd
licos para culminar con el Teorema de descomposicidn espectral. Para finali-
zar, en el capitulo 5 se aplican los resultados obtenidos en los capitulos ante
riores al estudio de los Sistemas Dindmicos Continuos.

No queremos terminar esta introduccidn sin agradecer al (onsejo de
Desarrollo Cientifico y llumanistice (C.2.C.!1.) de la Lniversidad de Los Andes
1a posibilidad que nos brindS de poder traer a nuestro uepartamento al Profesor
Jorge Sotomayor. Igualmente van nuestros agradecimientos a la Sra. CARLEP OCHOA
OE ASIRADE por el esmero puesto en la transcripcion de este trabajo y a 1a Sra,
GLADYS ZARAH0 quién realiz6 la primera versidn de estas notas.
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§1.

1.1.

CAPITULD 1
OPERADORES LINEALES.

E denotard un espacio de Banach (real o complejo) e indicaremos 1la
norma de E por || ||; L{E) denotard el espacic de las aplicaciones
lineales continuas L : E » E, provists de 72 norma

FILL] = sup {{JL(x)]] = JIx]] =1 }. L(E) es un esp?cio de Banach

con esta norma.

Denotarenmos por Gl (E) a los operadores invertibles de E.  Mds preci
samente G1 (E) estd constituido por aquellas aplicaciones biyecti-

1

vas L : E~E tales que, L, L'" € L(E). I denotard la identidad -

de E.

Veamos ahora que G1 (E) es un abierto de L(E). Dada A e L{E) con

[|Al] <1, se tiecne que la serie S = [ A" es convergente en L(E) y
n=0

S o (I-A) = (I-A) = I, esto prueba que I - A € Gl (E). Ademis

av=Ly1. 1
[ =57 = sl < TTIAT

Sea L e 61 (E) y sec A e L(E). Tenemos L + A = L(I+L™1A), de modo

que si |JU"a} < JILY] 1ALl < 1 entonces L+A e Gl (E). Es
decir L + A es invertible si  |]A]] < |t} Ademds
)yttt oty

ST [l Tatl -1)-1 -1
HHL+A) ) < < = (LT - HIAD S

-1 - -1
-LIL AL T A= LIAL
Terminamos este parrafo, observando que 1a aplicacidn de inversion

j ¢ GI(E) » GI(E), j(L) = L1 es continua. (De hecho j es de clase
).



1.3.

E1 espectro de un operador lineal (caso comdplejs). Sea E un espacio

de Banach complejo y sea L ¢ L(E). E} resolvente p(L) de L es defi
nide como el subconjunto del plano complejo C formado por aquellos

X e C tales que AI - L es invertible.

Ya que la aplicacion ¢ » [(E), » » Al - L es continua y GI{E) es

abierto en L(E) sc¢ sigue que pilL) es un abierto de C.

E1 espectre Sp(L) de L es definido comc o1 complemento de p(L) en
C, esto es, Sp(L) = C - p(L) = {x € C | Al - L no es invertible}.
En particular Sp(L) es cerrado.

Es facil probar que si | A |>]|L]| entonces A e p(L), luego Sp(L) -

estd contenido en la bola cerrada B(Q,||L|]|) de centro 6 € C y ra-

dio |IL|]. En particular Sp(L) es compacto.

Se puede probar que Sp(L) es siempre no vacio; asi el namero V(L) =
=max { |A] : X € Sp(L) } estd bien definido y es 11amado el radio
espectral de L. ET ndmerc v(L) también caracterizado por las formu

las siguientes:

wit) = tim L Y0 e g Y 0= a2, }

n » o

Finalmente, si Sp(L) se descompone en la forma Sp(lL) = 9y I oy ¥
existe una curva Z¢ Jorddn C en p(L), 1a cual separa 9 de Ops =

con oy contenida @n 1a regidn interior a C entonces:

Teorema. Existe una descomposicidn de E en suma directa E=E1 @ E2
por medio de Jos subaspacios invariantes por L, tal que si

L; « E5 > E, (i = 1,2) denota la restriccidn ¢ L entonces

Sp(Li) = g,

. (i=12).



Daremos sG610 un pequefic esbozo de la demostracidn de este resultado.
Se define un operador lineal continuc P : E + E mediante la férmu-

Ta

. N
P = - o j'c Ry <A

1

donde R, = (Al - L) " es analitica y Ry = - (AI - L)'Z, luego P

A
estd pien definida. Se prueba despuds que P es una proyeccidn
(P o P =P). Finalmente se define Ey = {xek | P(x) = x 1},

{xeE|P(x)=0}.

E;

El espectro de un operador real. Sea E un espacio de Banach real y

sea EC el complejificado de E. Esto es, E. consiste de todos aque~
110s simbolos de Ta forma x + iy con x, y e E ¢ i e C de unidad i
maginaria. Conviniendo que 10s simbolos x + iy, x' + iy' son igua-

les si y sdlosi x=x' ¢ y=y".

En EC tenemos la siquiente estructura de espacic de Banach
(x + iy) + (x' +dy") = (x + x") + i(y + y¥')

(o + iB) . (x + iy) = (ax - By) + i (ay + Bx)

x + iyl = max {1 o [{yl]}

(x, x's ¥, ¥' € E; a, Be R).

Sea L : E»E un operador lTineal continuo, definimos Lp @ EC > EC

por LC(X + iy) = L{x) +1 L(y). Entonces LC 2s un operador C - li-

neal continuo y ||L.|| = [IL}].
Ahora se define Sp(L) = Sp(LC); se tienen definiciones andlogas pa

ra p(L) y v(L); también s¢ tiene un resultade anilogo a 1.3.



1.5. Propesicidn. Sea E un espacio de Banach (real o complejo) y sea
[l || 1a norma de E. Sea L € L(E) tal que Sp(L)Z B(o,1)=

={xeC | {r] <1}. Entonces existe una norma || [, en E
equivalente a 1a norma inicial || || para 1a cual HLII2 <ac<l.

Demostracidn: Sea r = v(L) el radio espectral de L. Se tiene

r <1 »or ser S;:(L) compacto. Sea ae R, r<a<1 entonces -
i ¢ro positivo | SR |
existe un entcro positivo p tal que ||L7}] < a. (Recuerde que

w(L) =inf U] LY Y e > 1)), ast |ILP]] <&y 1a serie

za ™ |IL"P|] es convergente porque ella estd mayorada por 1la -
J
. s -p Dy AN , .
serie geométrica I (a L7 )", Ya cual tienz razén < 1.
0
Veamos ahora que g

a™h ||Ln|{ es convergente. Pongamos
n=0

o p_l

= 3N n idore i =
b, = a L™y consideremos 1a serie s AR bkp+i)' Se
k=0 i=0
tiene:
b . =a ta L e L < T I A R <
pti
< a0 Bo ake llLkpll, donde
= -1 . : ‘ _ VI .
ao =max fa”' 0<i<pl, Bo=max{|IL'fi Jo<i<pl.
p-1 -k
Tenemos I b <p oo Bo 2 Ko 11LKP1), en particular, la se-
i=0  Tp+i
. 1o - ~kp kp
rie s es convergentc y s <pag Bo I a L™ 1. Ahora

k=0

(o] o o]
- n
s= I b, 15 cual prueba que I a "L es convergente.

n=0



Definamos ||x|[, = a" |IL"(x)]]. Es facil verificar que
n=0

1], define una norma E.  Ademds:

Hxl] < Hxll, < C2 a™" ) 1ixl].
n=0

Lo cual dice que || ||, es cquivalente a || ||. Para terminar
o0 - + o o] - [
Ll = 2 " ™0l = a s o™ ™)) <
n=y n=0
sa 1 IC00H = a Ll Tuego 1Ll <2 <1 To cual
n:

termina la demostracioén.



§2.

2.1.

2.2.

OPERADORES HIPERBOLICOS.
En 1o que sigue E denotard un espacio de Banach real o complejo.

Definicidn. Un operador L e G1(E) se dice hiperbflico si [A] # 1
para todo A e Sp(L). Hip(E) denotard el espacio de los operado

res hiperb6licos d¢ E.

Proposicién. Si L e G1(E) es hiperbSlico entonces existe una des—

composicion de E en suma directa E = Eu & ES en dos subespaciocs de
E invariantes por L y existe una norma || ||, equivalente a 1a nor-
ma inicial || || de E tal que

[ (xyox T, = max {x, s TIxgl5 )
||L;1||2 <a<1, [|L]] £a<1 para alguna constante a e R; don

de Lu : Eu+ Eu, LS : ES-+ ES denotan Tas restricciones de L.

Demostracién. Sea C=S'= {xeC | |x] = 1}. Lo es una curva

de Jordan en p(L) quc separa Sp(L) en dos subconjuntos

Gys Op s Gy = {x e Sp(L) | |Al<]} g, = Sp(L) - Ty Por 1.3 -
sabemos que E se Joscompone en suma directa E = Eu 8 ES con
L(Ek) = Ek (k = u,s) y de modo que la restriccidn Lk : Ek-+ Ek -

verifican Sp(Lu) = Oy, Sp(LS) = 0.
De 1a formula (A I - Lal) = - %-(A.I - L) L'I(A # 0) se sigue que
Ly

Sp(L; B(0,1). De la proposi¢idon 1.5 se sigue que existen normas

IIII;, I!]I; en E , E_ respectivamente, equivalentes a las normas



2.3.

inducidas por || || por restriccidn, tales que

S -1,,u
Highlz ca< 1, JIL 22 <1,

para algin 2 < 1. EBefinimos

Hx]], = max { [|xu||g , ||xs||§} si x = (xu 5 Xs)’ Esto termina

la demostracidn.

[

Terminologia E = E,J ® ES s¢ 1lamara la descomposicion inducida -

por L; Eu se¢ 1lama un espacio inestablie de L y ES se 1lama el es-
pacio estable de L. De la proposicidn precedente se sigue que Eu .

ES estén caracterizadas como sigue

E, = xeE |l Lt™Mx) >0 si n+>ow}

ES = {xekE | Ln(x) + 0 cuando n > «}.

Si Eu = (0 sc dice que 0 e £ es un sumidero, pozo ¢ atractor.
Si ES =0 se dice que 0 e E es una fucate o expulsor,

En Tos otros cascs se dice que 0 € E es un punte de silla.

5]

La proposicidon cZ.z dice que L es una contraccidn en ES Yy una ex-

pansidn en Eu Jdandoc Tugar a la siguientz figura

B
{

% £

FIGURA 1



2.4,

2.5,

Esta figura sucicre la nocidn de "hiperbdlico”.
Proposicidn. Hip (E) es un abierto de L(E).

Demostracidn. Sea L e Hip(E) entonces S]\;:p(L). Sea

R : sl glE), A~ Ry = (AI - )7L, ya que R es continua,

||R > 0 yS' es compacto, existe m > 0 tal que

Nl
AT =)™ ] >m si aes'.

sea Te L(E) tal que ||T-LI| <[ 170 [T-L)] < &5

de la primera desiqualdad se sigue que T =1L + (T - L) es inverti
ble {ver 1.1). Por otra parte Al =T = (A 1~1)+ (T -L), pero

"1y

L - T} < %\i AT - 1) (A € $'), Tuzgo AI - T es inver-

tible (X € Sl) (ver 1.1). Esto dice que S' T po(T), o sea T es

hiperbolico y termina la demostracion.

Observacidn: En dimensidn finita Hip(E) es densc en GI(E).

En efecto: pongamos E = R y sea L e Gl(n). Entonces Sp(L) =

= autovaloves de L.

Sean A= {xeSp(a) | A] #1}, L=l +el, €< L L'lll'l,
, . -1y-1 .
Si A= ¢ entonces LEeI11p(E) (0<e < |IL™]]™Y) ¥ L > L cuando
e~+0
Si A# ¢ sca < 12 distancia de A a st y tomemos € 5_%-d; entonces

L e Hip(E) (0 <e < |IU"H|™, Fd) y L L cuando &> 0. Esto

prueba la observacidn.



§3.

3.1.

PUNTOS HIPERBOLICOS.

il denotard una variedad ¢ modelada sobre un espacio de Banach real
E.

Dif (i) denotard el espacio de difomorfismos de i provisto de la to-
pclogia ¢’ {En 1a topclogia ¢" dos difeomorfismos estdn proximos si
todas sus derivalas parciales de 6rden k, 0 < k <, estdn ¢ -
proximas).

Definicign: Sea f e Dif (M) (r > 1), Diremos que pe M es un
punto fijo hiperbllico de f si

(a) f(p) = p.

(b) Dflp : Tp Mo Tpﬁ es un operador hinarbdlico.

Observaciones: Bf‘w hiperbdlico significa 1o siguiente: se toma

J

una carta local {v,¢) de M; ¢ permite ilentificar TpM con E y
bf 5 con un operador invertible L : E~» E. Se dice que Dflp es

hiperb6lico si L es hiperbdlico. Esta d¢efinicidn no depende de -
la eleccidn ¢e 1a carta ¢, por que si Ll’ Ls e L{E), S € GI(E) y

L, = 571 Ly § entonces SplLy) = Sp(Ll) (Note que

1

AL -, = STHA I - Ll) S).

La definicifn de hiperbdlico también puede ser dada bajo las siguien
tes condiciones: Sea v -+ M un abiertoysca f:u > M un -
difeomorfismo sobre un abiertc de M. Se dice que p € v es punto
fijo hiperbdlicc de T si se satifacen las condiciones a) y b) de
1a definicidn 3.1. Recuerde que TpU se identifica a TpM de -

manera natural.



3.2.

3.3.

10

Proposicidn: Los puntos fijos hiperbdlicos de un difeomorfismo

fe Difr(M) (r > 1) son puntos fijos aislados.

Demostracidn: Suza p e i un punto fijo hiperbdlico de f y supon-

gamos que existe una sucesidn {xn} en i1 tal que x ¥ p,

X, > P (n~> o)y fgxn) = X Ya que el problema es de naturaleza
Tocal podemos admitir que f es un difeomcrfisme de 'E en E te-

niendo p =0 como punto fijo hiperbdiico.

Sea L = Dflo , entonces:

DTSRRI g% - Lix)
0= Tin [lf(xn) F{0; L(Xn)[[,= lim [™n nil,
4 > IENI n+> @ [1x, 1]

X
. n
poniendo u_ = , tenemos |fu |] =1
n = TIx ] n

tim [fu, - L{ud]] = C.

n -+ ©

Pero I - L s invertible (1 e S' ¢ p(L)), Tucgo existe m>0 -

tal que ||(I - L) (2)1[ >m|full  {ueE), o sea

[Ju = Lul} >@ >0 si |jul] = 1. Ast

0<mc< n]im00 l[Lun - unl! = (0; esta contradiccidn termina la de
mostracidn.

Definicign: Sea fe Dif (M) (r>1) ysea pe M. Diremos que p
es un punto periddico de f si existe un entero ne Z, n # 0 tal
que fn(p) = p. Ya que f'n(p) = p, existen enteros positivos n

talas que fn(p) = p; el menor de tales enteros positivos serd 1lama
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do el periodo de p. ET punto p se dice periddico hiperbélico si p

es punto fijo niperbélico de fk, donde k es el perlodo de p.
Es clarc que si p ¢S periddico para f entonces b,
§
F(p)y oo , 1(,.;) son tambidn puntos periddicos de f (k = perif-
do de f). Aderds si p es niperbdlico entonces los (o)
(0 < i < k) son tambidn hiperbdlicos. En efecto: -+

0| (1 o afiIV - ka+i'

= Dfilfk . ka!) - Dfi|p . kalp.

P (») i

Luego kalfi(p) =5, ka|p o5l con 5= o' |-
, ek s k . 4 s )
y por tanto Of ‘f1ip) y Df |P tienen ¢l mismo espectro.

Asi f'(p) es niperbdlico para f.

En general los resultados obtenidos para puntos fijos hiperbdlicos -

son validos para puntos periddicos hiperbélicos, pues basta trabajar

con fk( 'k = verjode') en vez de f.



§4.

4.1.

4.2.

4.3.

12

APLICACIONES DE LIPSCHITZ.

Sean X, Y, Z espacios métricos y denotemos las métricas de esos -
espacios con la misma letra d.

Definicidn: Una aplicacion f : X > Y se dice de Lipschitz si exis
te una constante i > 0 tal que:

a) d(f(x), fix')) < i d{x,x") para x, x' ¢ X.

E1 infime de tales constantes ¥ es denotado por Lip(f) y se 1lama -

la constante de Lipscnitz de f. Es claro que la desigualdad (a) se

verifica con i = Lip(f). Convendremos en poner Lip(f) = + » si ~

no existen constantes M > 0 wverificando la desigualdad a).

Si f: X->Y, ¢ :Y~>1Z son aplicaciones de Lipschitz, entonces -

g o f tamdidn 1o es y Lip(g o f) < Lip(g). Lip(f). HNotaremos por
Lip(X,Y) el espacis de las aplicaciones de Lipscnitz X en Y. -
Pondremos Lip{X) = Lip(X,X). Si X, Y son espacios normados y

f: X->Y es lineal continua entonces f ¢ Lip(X,¥Y) y Lip(f)=||f||,

es decir L(X,Y) es un subespacio de Lip(X,Y).
Una aplicacidn f ¢ Lip(Xj} se dice una contraccidn si Lip(f) < 1.

Proposicidn: Si f e Lip{X) es una contraccidn entonces f posee
un Gnico punto fijo ¢l cual es atractor. Esto es existe un Gnico -

Xo € X tal que f(xg) = x,. Ademds para cada x ¢ X se tiene

lim f'(x) = X -
n » o

Esta proposicidn es muy bien conocida y la aceptaremos sin demostra-
cion.

Corolario: Sea f : X x Y - X una aplicacion tal que:
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a) fy C XX fy(x) = f(x,y) wverifica Lip(fy) < k <1 para cada
yelY.

b) La aplicacidn y ~» fy(x) es continua an Y para cada X £ X.

#

Entonces la aplicacidn ¢ : Y » X definida por ¢(g) = el dnico
punto fijo de fy es continua. Es mas

< 1o dF,ix0)s F, (60)) con x = ¢(x).

c) doly))s o(ye)) - 1- Yo

Demostracidn: i{aoly), ¢ly,)) = d(fy(cb(Y)), fy°(¢>(yo))) <

5d(fy(¢(y))s f (o(ye))) + d(fy(¢<yo)), fy°(¢(yo))) <

Y
< k d{oty)s olye)) = d(fy(xo), fy(xo)), y @1 resultado se sigue fi-

cilmente. La aplicacidn de 4.3 es 1lamada la aplicacidon fija de f.
Sea X = E un espacic de Banach.

Proposicidn: (a) Si ¢ e Lip(E) es una contraccibn entonces I + ¢

es invertible (homeomorfismo) y Lip((I + ¢)'1) < l-L}p ik

L Lip(E) entonces L + ¢

(b) Si L e Lip(E) es invertibley L~
es invertible si ¢ e Lip(E) y Lip(s) < (LipiL"I))"L,

Ademds Lip((L + ¢)'1).§ l (Lipit™tyt - Lip{¢) | -1

Demostracidn: f(a} Sea f : E x E - E definida por

fix,y) =y - &ix), entonces f estd bajo las hipStesis de 4.2 y
la aplicacidn fija de f os exactamente (I + ¢)'1. E1 resto de la

prueba se sigue ¢ la desigualdad (c) ce 4.3.
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(b) L+o=(+L7h) oLy tipet™) < Lip(e). Lip(t™) < 1; de -
la parte (a) se sigue que I + L'1 es invertible, luego L + ¢ es in

vertible y (L + ¢)'1 = 7L, (I + L'l)'l. E1 resto de la prueba -
es trivial.

Notaremos por E(r) 12 bola abierta de centro 0 € E y radio r,
{reR r>0) Er)={xeE | ||x]|] < r}.

Proposicidn: Si ¢ e Lip(E(r),E) y Lip(¢) < € < 1 entonces

I+ ¢ e LipiE(r), E}3; T + ¢ : E(r) » E es un homeomorfismo sobre -

1
1-¢"°

un abierto U de £y dip(l + ¢)'1 < Ademds si ¢(0) = 0 en

tonces UDE{r') con r' =r{l - ¢g).

Demostracidn: Si x + ¢(x) = x' + o(x') entonces

x = x' ] = olx') - ol < & [|x = x"]]

y de aqui x = x' {pues e < 1). Luego

I+¢:E(r)>U=(I+¢){E{r)) es una biyeccidn.
Sea f 1la inversa de esta biyeccidn, entonces

(1) y = (I +¢) fly) = fly) + o(f(y)).

de donde
HHEY) = fly sl = Hly = o'+ o(fly)) - ouflyD)]] <
< Ay =+ e |fly) = fiy") ]| y de aqui
1 1 ] . .. -1 1
HE(y) - fly ) <322 Hy - 1, es decir Lip(T +9)7" < 15

De (i) se tien. que f(y) s la Gnica solucidn de la ecuacidn -

en x. (ii; y - &(x) = x.



AN
.

15

Esta dl1tima ecuacidn admite una dnica solucidn porque Lip(o) < 1.

Veamos ainora que E(r'}c v con r' =r(l -¢). Seay eE(r'),
podemos escribir ||y]| = s{l - €) cons <r. Si |[x]|] <s en

tonces ||y - o(x)|{ < [lyl]l + e |{x][]| < s{l-e)es = s, luego
hy : E(s) » E(s) {= clausura ce E(s)), dJada por hy(x)= y - ¢(x)
2std bien definida y es una contraccidn (Lip(hy)=Lip(¢)§ e < 1).

Ahora el dnico punto fijo x  de hy resuclve Ta ecuacidn (ii) vy

Y
por tanto X, = fiy). De (1) se sigue que y = (I + ¢)(xy) gV
1o cual tormina la demostracidn.

Corolario: Sea L e GIGE) y sea & € Lip E(r),E} con

lip(o) < {IL'll{'l; entonces L + ¢ : E(r) > E @es un homeomorfismo

117t - vipion L

scbre un abiurts v de E, ¥ 1.1‘;)(L+<;>)"1 < (JL
Ademds si ¢(0)=C cntonces v contiene E(r') con
A TR F RIS RTTC))

Demostracidn: Es consecuencia directa de (3.%), observando que

Ltos=Lo (T+LU8) yaue L)) 1L ixl
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EL TEOREMA DE CONTRACCION EM LAS FIBRAS.

Teorcma: Sean (X,d), (&,E) espacios métricos completos y sea

N

FeXxX>Xx¥X una apiicacidSn de la forma
FOx,¥) = (Fix), Bx,X0) .

Supongamos quc:
a) F: X=X ticne un punto fijo atractor p e X (esto es F{p)=p
y lim F"(x) = p).
N =

b) La aplicacidn %x : ¥+ X satisface ljp(?x)_ﬁ A <1 para -

cada x e X.
. . . n . v
c) La aplicacidn x -+ ?\x,x) es continua en X para cada X € Y.

Si 3 e X 2s el Gnico punto fijo de F. entonces el punto

P

~

p = (P,B) é¢s el dnico punto fijo atractor da F.

Para probar este teorema necesitamos 1os dos lemas que enuncia-

mos y probanios a continuacion,

Lema: Sea {cn} una sucesion de nlmeros reales no negativos

n>0

tal que Cq O(nh =), Sea XreR,0< X < 1.

Entonces la sucasidn o, = I A c. tiende a cero cuando n > o,

Demgstracidn: Sea H = sup {ci | i >k} (k>0), entonces
My > 0 (k =+ ) ;ucs c; 0 (i =+ =), Dado n>0 entero, sea

k = [%] {= %- sin es par, = ﬂél si n s impar). Tenemos
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n k n
o, = I A1 ;= L + I An-1 c; <
i=0 i=0  j=k+1
K n-i n n-1i
i ”0 z A + NI\ r A =
i=0 i=k+1
k+1 n=k
o n-k 1= A ;1= A
BT w ey W T R W
n=k

NG )\ gz\c 73
< M T >V cuando n o+ o,

(Pues k +» = y n=-K+ow cuandc n » « y por tanto Mk-ro,

An'k +0 para n - «). Esto termina 1a demostracidn.

Lema: Sean G : Y >Y (n>0) unasucasidn de X- contracciones
(Lip(Gn),g A < 1) sobre un espacio métrico completo Y. Suponga-

mos que {Gn} convaerge punto a punto a una apiicacion G : Y » Y.,

Entonces
a) G es una A - contraccidn con un Gnico punte fijo y e Y.

b) Toda sucesidn {yn} definida por y =6 (Y, 1), (n>1), yo € ¥
arbitrario converge a y cuando n > o,

DemostraciGn: {(2) Sean y, y' €Y y sea € > 0. Ya que

Gn(y) > G{y), Gn(y') + G(y'), existe un entera N tal que
d(G,(y), G(y)) < e, d(6,(y'), &Gly')) < € si n2>N.
Luego (6{y), Gly')) < d(G(y)s Gyly)) + alGy(y), G(y') +
+ d(Gy(y')s Gly')) < e + A dlysy') +e =2e + Ad(y,y').

Ya que esto vala para cualquier e >0, se ticne d(G(y),



.
e,
.

G(y')) < Ad(y,y') lo cual prueba la parte (a).

b) Tenemos que Yy = R Gn-l o «veo o G (yo), ast

d(y,»y) < d(G oo GiYe)s G o veer o Gi(¥))d(G 0. ... 0Gy{y)sy)

n°e -
{y = puntoe fijo ¢ ). Pero:

d(Gn O sess O Gl(yg)g Gn O sses O GI(Y)) E'AG(GH-I o-..-oGl(yO)s

[

G g orrreo Gy(¥)) < viii < A" d{yo,y).

n=-1
Por otra parte, ponienco C = d(Gn(y),y) se¢ tiene

d(6, ovvvvo Gp(¥)ay) <G onvio G(y)y G (¥)) + C <

|A

)‘d(Gn-l 0....(,le';y),y) +C < )\[d(Gn_lc....o Gl(y), Gn_l(y)) +

. 2 .. )
cn_lj *C < €+ Ay + ATd(G 5 0rnoBy(¥)ay) S il < 0 =

+

n-1i
. by Ci'

L]
[t R

i
Luego d(yn,Y) 5_An dlyo,y) + 0pa1 0 cuand> n =+ o  porque,

0< 2 <1, C =6 (y)y) »d (6ly),y) = aly,y) = 0.

Esto termina 12 demsstracion.

Demostracidn &2 5.1. Sea xp = (X,xo0) V¥ Xo = Fn(xo), entonces
An ~ - , ? .y P - .

F' (o) (Xn’ ?thl Seereo .XO(xq)). Poniendo Gn %Xn-l se tiene

que {6 } converge punto a punto a G = ¥

n (nues Xg> P Y

}r’)

?(xp,k) -> ?\p,Y). De 1a parte (b) de (5.3) s¢ sigue que

~

An ~ , ,\' . » »
F'(xe) p = (p,p) cualesquiera sea Xg € X X X. Esto termina 1la

demostracion.



§1.

1.1.

1.2.

CAPTTLY T
VARIEDADES IRVARIANTES De PUNTOS FI1JOS HIPERBOLICOS
EL TEOREMA DE HARTHMANM.
NOTACIONES: (a) Si F, G son espacios de Banach, Cb(E,F) denota-

rd el espacioc de las aplicaciones continuas y acctadas o : F+ G -

provisto de 1a norma |la|| = sup { [falxj|| : x e F }.

Es bien sabido que Cb(E,F) es un espacio de Banach con esta norma.

Pondremos Cb(F) = Cb(F,F).

3

(b) E denotard {en todo lo que sigue) un espacio de Banach real y

L : E-E un operador lineal hiperbdlicc. E = Eu o ES denotard 1a

descomposicidn de E inducida por L y supondremos que la norma,
[l 1]s d¢ E es 1a dada por la proposicion 1.5 del capitulo I. Asi:

HxP o= max {Lf xHEs HixgH P sTox = (x x)e E 8 E

|[Lu'1|i <a<l, |[|Lg]] £a <1 para alguna constante a e R.

donde Lu : Eu > Eu, LS : ES - ES son las restricciones de L.

I

Definicidn: Sea M wuna variedad ¢ ysean f, g : M+ M dos di-

feomorfismos dc clase C(r >1). Diremos que f y g son conjugados
(topclbgicamente equivalentes u homeomorfos) si existe un homeomorfis

mo h:MH->H tal que h o, f=g, h es decir el diagrama
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es conmutative.

ET objetivo principal de esta primera seccidn es probar que L + ¢,
L + ¢ son conjugadas si ¢. e C(E) y Lip(¢), Lip(y) son meng
res que una constante e = (L) > 0 que sélc depende de L. MSs

precisamente:

Teorema: Existe unz constante e = (L) > 0 tal que para ¢,

Y o€ Cb(E) con Lip{e¢) < e, Lip{y) < e existe un Gnico elemento
a = alé,y) e C (E) verificando Tas siguientes propiedades:

(a) h
{b) h
(I+ o) o (L+a)=(L+7y)o(I+a)

I + o es un homeomorfismo ue E.

I + o as una conjugacién entre L + ¢ y L + ¢, es decir,

Demostracién: La ecuacidn en o

(i) (I+a) (L+o)=(L+y)ol+a)

es equivalente a la acuacidn
Ltstaollty)=L+Loaty o (I+a)
la cual a su vez equivale a

(1) Loa = all+2)= 8- yo{l+a).

Debemos probar que existe un dnice elementc o € Cb(E) verificando

{(ii) y tal que I + o es un homecmorfismo de E.

Ahora el miembro izquierdo de (ii) es lineal continuo en o, es decir,

el operador L =1L, : Cb(E) - Cb(E) definido por

i
Lia) =L o a - afl +¢) es lineal continuo. Probaremos que, para
una buena eleccién de e, L es invertible y asf la ecuacidn (ii)
serda equivalente a

(iii) a= L7106 - w(I+a)).
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Definamos u : Cb(E) - Cb(E) por p (o) = 1 (¢ - (I + a)), enton
ces la ecuacidn (ifi) puede ser escrita bajo 1a forma
(iv) a = ula).

Perc la ecuacidn (iv) posee unz dnica solucidn o, por ejemplo, cuan

do u sca una contraccion.

Anora | luia) - u(e)}] = [1L70(1 + 8) - w(I )| <
< PN e s e e < UYL e -8l <
< € lIL'lll ] a=8 ]|, de modo que si ¢ < IIL"lll'l, entonces

es una contraccidn. Esto resuelve (médulo 1a invertibilidad de L)

el problema de existencia y unicidad para 1a ecuacién (ii).

Probamos ahcra quez L es invertible. Comsznzamos observando que

Cb(E) se descomon2 en suma directa Cb(E) = Cb(E,Eu) ® Cb(E,ES)

(a € Cb(E), o = (au,as), donde o, es la composicidn

m
E% E -—K+ Ek y w. es la proyeccidn natural de E en Ek, para

k =u, s). Yaque L es invariante en caca unc e los subespacios
Cb(E , tk) (k = u, s). Ademis si L, ¢ :b;t,tk) - Cb(E, Ek)
ik = u, s) denota 1o restriccion de L entonces

L{a.) =L o g = %g o (L +9¢), ag € CD(E’ E,J

1
-

i K = . - + I 3
Lu\uu) g © Gy Tty e (L+ ¢, o, € Cb(E, Eu).
Para ver quc L c¢s invertible bastard prcbar gue LS y Lu son in
vartibles. Ahora:

L) = Ly o tay = Lo ooy o (L + 0))=S(I-T) (u,) (o € Cu(E, E)),s
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dende:
I denota la identidad de C,(E, Eu)
T denota el operacor o > Lal o &, o (L+o) ¥y
S denota el operador S(Bu) =L, o B
Es claro que S es invertible y que S'I(Bu) = L
acemds ||T|| 5_||L;1|l <a<1l yportanto I - T es invertible

(ver 1.1. capitulo I). Luege L, es invertible, L;1=(I-T)'1 o -1

-1 i
y gt s.{'? Eﬂl~s_1fa (174 5_||Lu1|j <ac<l),

Veamos ahora que Lg es invertible. Aqui elegimos e de modo que

L + ¢ sea invertible si Lip(s) < ¢  (por ejemplo ¢ §_||L-1l|-1),

as? el operador lincal continuo B : Cb(E,ES) - Cb(E’Es) definido -

1

Hag)=ag o (L+e)™H -

por Blag) = o¢ o (L +0) es invertible y &
Claramente  |[B|| = |[B™[] = 1.

Podemos escribir Ls(a ) = A(as) - B(as) Cot A(us) =L o Q..

s s s
(Note que ||A]] 5_]]LS|| <a<1), asi Lg = - B[I - B'lA]; pero
||8'1A|| 5_||5'1|g [JA]] <a <1 yportantd I - B'IA es inver-

tible.
Luego L. es invertible,

-1

(e p-eatos

s y Ll <

1-a’

1 a_y - 1
-a ® l1-a 1-a °

1| (Esto dice que

En particular ||L77|| = max { j
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ot - ||L;1|l depende s6lo de L si Lipia) <e < [[L7H]71 ).

Hasta el momento hemos probado sdolo 1a parte b) de nuestro teorema.

Para demostrar la parte (a) del mismo, consideramos 1a ecuacidn en
B € Cb(E).
(v) (L+e)(1T+p)=(L+g)(L+y).

La ecuacidn (v) &és 1a misma ecuacidn (i) con ¥ jugando el papel de
& y viceversa. Luego para ¢ = ¢(L) determinado por el proceso an-

terior se tienc que (v) admite una dnica solucidn g ¢ Cb(E). Sean
as B e Cb(E) 1as scluciones de (i) y (v) respectivamente; probare-

mos que

(vi) (I +a)(1+g)=(I+8)(I+aqa)=1.

Ya que (I+a) o (I+8) ofL*+y) = (I+a)(i+e) o(I+8) = (L+y)(I+a)(I+g)
e (I+a){I+g)=T+p+ a(l +8)=1+y

con y =g+ all +8), ve CE].

Se tiene que vy ©s la Gnica solucidn de Ta ecuacidn

(vii) (I + ) {L +y) = (L + )T +y).

(Note que (vii) es 1a misma ecuacidn (i) con ¢ = y). Pero y =0

es tambidn solucidn de (vii) y por tanto (I + a) o (I +8) = 1.

De manera aniloga s¢ prueba que (I + B)(I + o) = I 1o cual termina

la demostracion.
Observacidn: e = ¢(L) puede ser tomado como el mdximo entre
NIy 1 e con a = max CHIGHT L LD

y oy u ? S .

Mas adelante necesitamos el resultado siguiente:
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Lema: Sea f : E -+ E un difeomorfismo de clase Ck(k > 1) con
f(0) = 0 y pongamos L = Df|o . Entonces dado € > 0 cexiste una -

vecindad v de O e E y una aplicacidn acctada ¢ : E > E tal que

L+o=Ff en v y Lip(s) < €.

Demostracifn: Sea a : R- R wuna apiicacisn € tal que:

9 si t>1 :

{

a{t) ={
{
{ 1 si t < 1/2.

| o'(t) | <k, teR, para alguna constante k > 0.

Podemos escribir f(x) = L(x) + y(x) con ¢ = f - L; luego ¢(0) = 0

of L¥Ly 4, -

y Dw'o = 0. Definamos ¢ : E = E por ¢(x)
donde £ > 0 es un nimero tal que IIDw|x||< 5% si ||x|] < &. Es
claro que o(x) =0 si ||x]| > £ y que ¢(x} = ¢(x) si

PIxI| < 172 en particular L+ ¢ =f en

v = {xek | ||x|] <172},

Para ver que lip(y) < €, sean Xps X; € By consideremos los tres
casos siguientes:

(@) IIx;ll <1 i =1, 2,. Entonces

X X.
Hotx) = a1l = HaHy e - a2 ) ixy)

X X X
1 fa - o 2Ly 0= a2 (i) wix] 1]

X

Xy = X
1 2
<k ll_’f['”"LL . fk HixpH + k lljflL . §%1|X1‘x2'|.i€ [1xy=%,11.
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(5 |ixl] < 1, !lx,]} 2 1. En este caso sc tiene

X X,
Hotxg) = st} = 11 [ L - B8 oo <
5_k.‘lL'x1 ; “2|] ] 5%- !lell < %- < €.

2 X 21 4= 1,250 Agut [ o(xg) - o(x) |} = 0 <.

Esto prueba que 1ip(4) < e, pero ademds » = 0 en |ix]] > 1

y por tanto ¢ es cotada. Esto termina 1a demestracion.

Ahora podemos mostrar un teorema de "conjugacidn local" en puntos fi
jos hiperbdlicos para difeomorfismos en variccades. Este resultado
es precisado a continuacidn.

Teorema: Sca M una variedad _Coo modelada sobre E y f @ M > M -
un difeomorfismo de clase C' (r > 1) teniendo ¢ e ¥ como punto fi
jo hiperbdlico. Entonces existen vecindades Vdep en My v de

Ge TpM y un homeomorfismo h : v >V talesquehoL=f,n., =

(Es decir, f y L son localmente ccnjugados en py O¢ TPM).

Demostracifn: Ya que el teorema es de naturaleza local podemos admi

tir (tomando cartas locales) que f es un difcomorfismo de E en E
teniendo el origen 9 = 0 como punto fijo hiperbdlico. Sea
e = eg{L) come en el teorema 1.3 ysea ¢ : E>E, v ¢ E como

las determinadas en ¢l leme 1.4.

Por el teorema 1.3 existe un homeomorfismc h : E~ E tal que

hol=(L+0¢)oh, luego hoL=fFf,h enalguna vecindad de -

0ec E. Esto termina la demostracion.
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Terminaremos esta seccidn probando un teorema de estabilidad local

de difeomorfismos en puntos fijos hiperbdlicos. Antes necesitamos
1lenar algunos detalles y usaremos las notaciones de 1.1. y 1.3 de

este capitulo.
Sea X el subespacio de Cb(E) formado por aquallas aplicaciones ¢

tales que 1ip(¢) < e = e(L) y fijemos ¢ e X.; sabemos que el ope

rador lineal concinuo [ = : Cb(E) -> Cb(E) es invertible

Lo
(L¢(a) =L, a - ofll+¢) yque la aplicacién
bt C(E) > Cy(E) dofinida por (o) = U e-p(1 + a)) es una

k-contraccidn para toda y e X (k indepeniiente de y).

Acemds el dnico punta fijo %, de My verifica
(I+a,) o (L+o)=(L+y)o(I+aq)
] Y
h =14+ ¢ s un homomorfismo.
1 P

Veamos ahora que 1a aplicacién U : X » Cb(E) definida por u(y)= o

es continua en X. De acuerdo al corolario 4.3 capitulo I basta -
mostrar que la aplicacion y : Cb(E) X X > Cb(E) definida por

ulp,a) = uw(u) es continua en y para cada qa; es decir,

Y o> uw(a) ( x> Cb(E)) es continua en X para cada a e Cb(E)

fijo. Pero
[y (@) =y (@] = U 0e(T +a) - w1+ ]| <
< Y el o) =+ < HEY T v - ve ] To que

implica la continuidad de U.
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Sea r >0 dado; si we Cb(E) satisface

||a|| <r y que

I + a as homeomorfismo

entonces |]a(0)|] < r y Oe (I + a)(E(r)).
(E(r) = {xeE | ||x]] <r }).La primera afirmacidn es trivial, -
la segunda se sigue del hecho que x + afx) = 0 para aigin x ¢ E,

\

peroc x = - a(x) implica ||x]] = [la(x)}] < r.

Por otro ladc U =s continua y U(s) = 0, en consecuencia existe una
vecindad V de ¢ en X tal que |ju{y)|| < r para toda y e V.

Probando asi el resuitadc sigquiente:

Lema: Dados ¢ e X y r >, existe una vecindad V de ¢ en X

tal que el unico hom:omorfismo K =1+ U(y) : E+E verificando

2

hw oL+ 0) = (L+1y)o, hw satisface adomds ||hw(0)|]<v' y

0eh (E(r)).
€ w( (r))
Teorema: (Estabilicad local en puntos fijns hiperbdlicos).

Sea f : E+E un difeomerfismc de clase €' teniendo el origen -~
0 e E como punto fijo phiperbélico. Entonces existe r > 0 y una
vecindad 6 Ze¢ f en DiflkE) tales que tods g e 8 es localmen-
te conjugado a f. Mas precisamente: existen vecindades abiertas

Nl, N2 del origen 0 € E y un homeomorfismo h : E ~ E tal que

h(¥W,) T W, y ol siguiente diagrama conmuta
b= W f E

z: :‘
N

«Q

m__
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Ademds | |[h(0j]] < r, h(0) es el dnico punto fijo de g en E(r),
h(0) es hiperk8lico para ¢ y la aplicacidn o » E(r), ¢ » h(0) es

continua.

Demostracidon: Pongamos L = Dflo y sea 8§ > 0 tal que todo

Se B(L,8) = {S] |IS=-L||] <8} GI{E) sea hiperbSlico.

Escojamos ¢ € X con Lip(¢) < e/2 (e = e(L) cado por el teorema -

1.3) y tal que L+ ¢ =f en alguna bola E(r).

{Ver lema 1.4 de este capitulo). EI1 ndmero r también puede ser

elegido de modo que Dflx e B(L,8/2) si ||x|] <r (ver 2.4 capitulo

I). Y tal que f no tenga otros puntos fijos en E(r). (ver 3.2

capitulo I).

Sea g e Dif'(E}) de la forma ¢ = f+ y con

<

Hu(d ] <e'] Dw‘xll <e' (xeE), con ¢' a determinar. Escoja-

mos €' de mode que Lip(¢o +y) <e=¢e(l) ytatqued+y ¢ V,
donde V es 1a vecindad de ¢ en X determinada por el lema 1.6

(de este capitulo). Entonces existe un homecomorfismo h=hw :E~>E

tal que h(L+ ¢) = (L+0+ ¥) o h, |[["3)]] <r yO0e h(E(r)),

ademas hw depende continuamente en Y.

Yaque L+¢=f entE(r), entonces a=L+¢+y en E(r)y por
tanto h s una conjugacidn local entre €y g. Ademds
g(h(0j)) = (L + o+ )(h(0)) = h(L + ¢)(0) = h(f(0)) = h(0), es de-

cir, h(0) es un punto fijo de g en E(r).

Por otro lado Dg'h(O) = Dflh(O) + Dglh(O) , Bflh(o) es hiperbgli-
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coy Dflh(o} e B(L, 6/2). Aplicande de nuevo 2.4 (capitulo I), po-
demos elegir €' de modo que Dqlh(o) esté en B(L,8). En particu

lar h(o) serd hiperbdlico para g. E1 resto de la prueba es ficil

y termina la demostracidn,
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VARIEDADES INVARIANTES DE PUNTOS FIJOS HIPEREOLICOS.

Notaciones y definiciones previas: Sea (iM,d) un espacio métrico,

v (C M abiertoy f :u - M un homecmorfismo sobre un abierto -

f(u) de M. Sea p ev un punto fijo de f.

Definimos:

a) La varieda! estable de f en p por .

WS (p) = N?(p) = {g ev | fM(q) eostd definido para n >1 vy
im '(q) = p }.

n »

b} La variedad estable de tamafic r (r > 0) de f en p por
Sy, = Sy, - s (€N

W{(p,r) = #Wz(p,r) = {@ e v | d(f{q),p) <r para n>1}
(se supone f"(q) cefinido para n > 1),

¢) La variedad inestable dc f en 5, Ng(p) se define igual que

ws(p) tomandio - n en vez de n. Analogamente se define la variedad

inestable de tamafic r de f en o.

Es claro que.

d) Wp) = wg_l

S = 0} e, WU, = M
e) Welp,r) . F{Br), Heip,r) L (er),

donde B .= {ge# | d(g,p) <r}.

Observaciones: (a) Si WS(p,r) CwS(p) entonces

W) = Y £ (h,).
n>0
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N(

En efecto si X ¢ f'N(NS(p,r)) entonces f (x) ¢ ws(p,r)c: ws(p) lue

go fHx) >y yast f(x) = £ gy 5 V) =,

n-xo HETS
i . S e . . S, . fn
es decir x ¢ W2 (p). Reciprocamente sea x ¢ W{p); ya que F (X)-p
(n > ») enionces d(fn{x};p) <r si n>H

(para algin N), asi fN(x) € ws(p,r), 0 Ssea Xeg f‘N(ws(p,r)).
b) Si L : E-+E es un operador niperbdlico y utilizamos las nota

ciones de 1.1.(b) Capitulo II tenemcs

W(0) = Egs #(0,r) = Eg(v) = {x e E(| |[X|]| < r}; Andlogos

. u
resultados se tienen para -,

Sea f : M>#M un difeomorfismo sobre una variedac €© M, tenien-

do pe ™M como punto fijo hinerbdlico y sea L = Df|p.

Por el teorema 1.5 (Hartman)tenemos una conjugacion local h : v =V

entre fylL. (v vecindad de p en My V vecindad de 0 ¢ TpHL E1 -
hemeomorfisme h aplica H?(p){W v en wt(O) VvV (k=u,s). En

consacuencia wt(p) contiene una vecindad <e tamafic r, w&(p,r) -
para algin r > 0 (estamos considerando alguna mitrica de Riemann

en M), ademas N?(p,r} es la imdgen homeomorfa de un espacio vecto~-
rial y por tantc una variedad topoldgica. Un cbjetivo importante de

esta seccidn ¢s probar que wk(p,r) es una variedad diferenciable -
para algin r > C.

c) Si p e es un punto periddico hiperbdlico de un difeomorfismo
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f: M- M sobre una variedad M antonces las variedades invariantes
de f en p son definidas por
Wi(p) =¥h () (i =u,s)
f “fn i')l 9 J

donde n es &l periodo de p.

n

Es de hacer notar que P, f(p),...,fn'l(p) (n = perfodo de ()

son tambidén puntcs periddicos hiperddlicos ce f y que

WHFP)) = FELETIE) T s, s k=1, e L

Notaciones: Utilizaremos las notaciones de 1.1 (b) de este capftu-

lo.

(L : E~ L hipersdlico E = Eu 8 E etc....] m, B~ Eu’ me B~ Eg

denotaradn las proyecciones naturales. Para ¢ : E »- E notaremos -

por ¢u, dg ias composicionas LA ©s T oo ¢ respectivamente.
X denotard el conjunto ce aplicaciones g : Eu(r) > Es(r) tales que

g(0) = 0 y Lip(g) <1 provisto de 1a métrica

d(g,h) Pl - ]| = sup{|jg(xj - h{x)|] | xe Eu(r)}.

Dada g

m

X, G{g) : Eu(r) > Eu(r) X Es(r) = [(r) os definida por

x > (x,9(x)) = (1,0){x) y serd 1lamada =1 ¢rifico de g. Es claro
que Lip(G(g)) <1 (Lip(g) < 1),

En 1o que sigue f : E(r) » E denotard un homeomorfismo sobre un -
abierto de E de fa forma f =L+ ¢ con Lip(¢) <+ y ¢(0) = 0.
Pendremos 1 = t(L; = max { I!Lalll > Ll Y.

E1 resultado <e esta seccidn es el siguiente:
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Teorema: Existe ¢ = e(L) > 3 tal que si Lip(o) < ¢  entonces
(aj N%(O,r) es el arafico <e una dnica aplicacidn g, € Yoy

T o w > W' es una contraccisn. WY = wg(o,r).
u

s . s . . e \

(b) wf(O,r; es el grafico de una dnica aplicacidn gS:ES(rl)->Eu(r1)

[y

!S > ws 25 una

=

1o cual verifica ¢ (3) = 0, Lip(gs) <1l y f 2

contraccidn. W° = w?(o,rl). ET nlmero r estientreoyr y -

"1 ‘1 Y
r(HL T - el

H

puede sar tomado como r

La demostracidn de 2.4 serd hecha a través de varios resultados inter

medios. Comenzamos tomando e, 0 < e < % ; ; y observamos que:
a) s<%~ (por que %": <%—)

b) ; t;i <1 (e + T1e<1-71).

c) e+ 1<l (e+1 <i — + 1= % : % <1)

g Loe st g e crvrifla i oL

Proposicidn: Si Lip(e) < ¢ entonces para toda g e X,

¢g =T, o f o G(g) : Eu(r) > Eu @s un homeomorfismo sobre un abier-

<1

piana T . |
to v que contiene tu(r). Ademds L1p(¢g ) < s

Demostracidn: Ya que f(xu s xs) = (L + &) (xu s xs) =

= (Lu(Xu) + ¢, (x)s L (o) + og(x)) (x = (x, » xg)). Entonces
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wg(xu) =L, (x,) + 9, o Glg) (x,), es decir bg Lyt oy e G(g)

1

1,,-1
Loty

perc Lip(¢u o Glg)} 5_Lip(¢u) o Lin(G(g)) < e< <I|L; y

de 4.6, capituls I, se sigue que wq es un pomeomorfismo sobre un

abierto v qua contiecne E(r'; con r' = r(%—- e} > r y tal que

[y

< 1. Esto tormina la demostracidn.

1 . T
~ € 1 -1e

Queremos ver ahora que f (grdfico g) ™M E(r) es un grdfico para -

toda g e X; mis exactamente:

Proposicidn: f(griafico g) (N E(r) = gréfico de g para alguna ge X

(W]
+

T-
- TE

con Lip(g) <7

Demostracion: Definimos g : E,(r) > Eg por

-1
x =+ w0 foGlg) o Vg (x)

~ M - -

r 1 gréfico de ¢

o \\\\\\\ ! /ﬁV//i;,,7T~~—~—~~ f(grafico ce g)
R e \\‘ y // {
S~ ///
" ' .
Xy *u
i

FiG. 1
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po= (xys slx))s @ = flod , xfy = m Q) 5 wolx,) = x' s

- Iy o s
Es claro de 1a definicidn de g que griafico le
g = f(grafice 4o ¢j () E(rj. Ademds

Lip(g) < Lip({L + ¢} s) o Lip(G(g)). Lip(wg) <

T ferr) .7 JEFT (t

-T1e— 1 - e71 1 -e1 < 1.

< Li + 4 0
< Lip(lg +00). 7
Esto termina la Jemestracidn.

Si Lip(o) < e, tencmos entonces una aplicacidn

P o= fp X X definida por T(g) = ¥, o ¢;1 (ionde

g Mo f o G{g) ) 1a cual verifica lo si-

n
3
]
*,
[e)
oy ]
—
o]
N
<

!
Vg S

guiente:griafico de T(g) = f(grifico de g) (0 E(r} y

. € T -

D 3 < <1]. An .
Lip(r(g)) < 37— <1. Ademds

: PR Y . Y ;2 e+
Proposicidn: I : X+ X ¢s una A - contraccidn con A = Tt -

P _ = || -1 -1
Demostracifn:  ||T(a) - T(M)]| = {log ;™ - op W |l
-1, -1 -1, -1
R T LN S P i i I
<vipo )l it - wH e dle, - e 1
- a q h g hitr
(Hacemos notar que wgl, dencta la restriccidn de la inversa de wq

a Eu(r}, g e X. Ademds todas las normas Je funciones aqui consi-
deradas se refiércn a la norma del supremc).

i) llog = opll = lLg o g+ o5 o gla) - Lh - &5 o Glg)]] <
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< ML la=nlf +tiplog) Hag-nhll <(t+e)fl g-hl|.
ii) Probaremos que ||yl - vl < === ||g - hi|
g h -1 -e1 ’

Sabemos que g =Lyt oy o G(g) = L (1 + L;1 o, 6(9))

S L1+ sy e s = L;1 5, 8(9) (g€ X).
ast ugt= (1w s7h o U Lip(s ) < JILCh Lip(e i< et y
9 g °u g’ = '"u 1=
-1 -1 -1,-1 =1, -1 -1
g™ = o H=lHIes ) oL = (s ) oL P =L (17 - (1#s) 77| =

n
1

[[[rss )™ (1) - 1) (157 =] (185) 7 (145 -1

-1 -1
(1 + Sq) (T+s) - (I+ sg) (I + sg)ll.

En particular:

G100 = v =1 (195 g) ™ 0w )= (159 v G 1] <

< Lin(1s ) T T (oS (0= (xS, () || < 2z - 115 (x0=5, ()]

- 1 -1 [N ! ~1
o -IILU 0, (x5(x)) =L 70 (xh(x)) | <

IIL H Lin(e ) H e(x) = h(x)] < .T.€||lg - hi].

1 - €T 1 - et

Esto prueba la desigualdad (ii). Ya que LiP(¢g5.i Lip(LS + ¢s)

A

< g +71 se siguc de (i) y (ii) que

. T€E +
[IT(g) = T(h) || < (e + (1 + 7= ) Ilg=hll = 5% [l g-h |
1o cual termina la <omostracién.

Nuestro proximo objetivo es ver que el (nico punto fijo gu=gu(f) de
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I' = T, resuelve 1a parte (a) del teorema 2.4; perc todavia necesi-

tamos dos Temas mas.

Lema: (a) Si ||xu-yu||‘3 ||xS~yS|] (x=(xu,x5£ y (yu R ys) e E)

entonces ||f (x) - f (y)]| 3_(%— - €) leu - yull_l
2t +e) flx, -y Il 2 1] flx) = £yl ‘
(5) i IIx, - vl < 1% - vgll entonces

Hfsx) - flyifl < (x+e) [Ix -yl

Demostracidn: (a) |[f (x)-f (x)]] = ||Lu(xu)+¢u(x)-Lu(yu)-¢u(¥)||=

Ly (x =y re, a=o O HI2HL Omy =T o, () = o, ()]

> Ly px oy - Fixeyl 1= & o)l xgoy, | o) Ixgoy bleved x oy, 1) =
S (tee) Hix -yl 2 1160 - £

(Recuerde que e+ T <1< %- ~ e, |lx -yl =

= max{||x =y |1 [Ixg=y [l Ix =y [Ty Lip(fg) < e+ 1.

(b) [1£500-F 011 < (e + ) Txeyl] = (e + 1) |Ixg = yll.

Lema: Sean x = (x_ xs), y = (yu R ys) clementos de E(r) tales

u

que x =y, v fl(x), f(y)€ E(r) para cada i > 0.

Entonces Xg = Y {es decir, si x, ¥ € M?(O,r} y estdn en el mismo

"Es-plano" entonces x = y; 1o cual dice qua H:(Ggr) es un "grafico").



Demostracidn: Fijemos r enterc positivo y pongamos

x' = £}, y' = f™y). Entonces :
i) Existe j, 9<j<n tal que
HFLcC = fy 1) 2 HEMx) - Flmit 6
ii) Para todn j, L<Jj<n
j j I oJ
o'y = Fly L < HFx) = R
En el primer casc usamos la parte (a) del lema precedente para ob-
tener: | [f (F1(x")) = F(F 0y DI 2 [ (F(x') - £ (F(y NI
Ge donde
HE ey - £ ) > e e - 2 ).
Aplicando reiteradamente la parte (a) del lema 2.5 se tiene:
Nyoey N n n
gyl = T =E2 ) > L) =600 ) =] g - v |

y de aqui x. =y, puds |{[x -y || =0

S

Si es el segunda cast que sucede, entonces aplicamos la parte (b) -
del lema 2.5 y obtencmos:
N, . gN n-1 n-1
Hxgvgl = 00 h=E20y ) L= el e ) =£ (2 2y )| <
< (1 + ¢€) llfn°1(x')—fn(y')|l<....<(e+r)n [Ix! -y |} <
- s s R s s
< 2r(e + r)n + 0 cuando 0 > =y de aqu x, = Y

1o cual termina la <emostracidn.

2.10. Demostracidn del Teorema 2.4 parte (a). Sea g, Eu(r) -+ Es(r) el
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dnico clements de X fijo por T. (ver 2.7 de este capitulo), y note
mos que la proveccidn m, (griafico gu) > Eu(r) es una isomotria

-1

qu Eu(r) -+ Es(r) es -

cuya inversa es G(gu). Es facil ver qua v

| !
| . ; P -
Lo e
H S —— - /// . 4'_,,.— .
.4<...‘__'.~.. o ITRr Ao e Q —
‘ 0 X X
u “u ,

i
B s U S

FIGURA 2
1a composicidn ™, o £l o F(gu)' (En realidad todos estos argumen
tos valen cualesquiera sea g e X, ver fig 2.

X'y Q= 6(o)(x) » P = Q) > x, =7 (P)

!z i = -'1 '
Xy = Yglxyds X = by ().
Ya que m es una isometria (restringida a grafico gu) y que G(g)

¢s también unz isometria se sigue quc f'1 ¢ f(gréfico gu) = gr&fico
ae 9, * grifico 9 tiene constante de Linschitz igual a 1a de

w; y en consecuencia es una contraccidn. Para terminar la demos-
u

tracidon debemos probar que wg(o,r) = grafico de 9y

Sabemos que f"1 restringida al grafico de q, @s una contraccidn para

algin 0 < k < 1; ademds gu(O) =0 y f'l(o) = 0. Dado
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x € {grafico de gu) se tiene

HELOO <k 1IXE seens HETON] < K" [1X]] »ene. En particu
lar ||f'n(x)|| 5_kn r <r, lo cual dice que x ¢ w%(o,r) cuales—
quiera sea x ¢ (grifico de gu), ast (gréfico gu) g_wg(o,r). Reci-
procamente sea x = (xu,xs) un elemento de N:(O,r) y sea

y = (xpg,{x,)), (y e grdfico de g,). Ya que £1(x), f'i(y) e E(r)
para todo i > 0 se sigue del lema 2.9 que Xg = gu(xu). Esto termi

na la demostracidn,

Lemostracidn de la parte (b) del teorema 2.4. e la parte (a) del -

Tema 2.8 se tiena que si X = (xu,xs), y = (yu,ys) son puntos de

Ni(o,r} con x. =y, entonces x = Yo in efecto

2r > |1Ex) - Pl 2 L TR0 - Rl 2

> & e 170 - T 22 G- e ik -yl de

T

aqui ilxu - yull < Zr(%-- e)'" - 0 cuando n =+ © y prueba que

X, = Yy (Esto dice que wi(o,r) es un grafico}.

For otra parte f : :(r) » E es homeomorfismo sobre un abierto v
de © el cual contiene E(rl), dende rI(IIL'lll'l - Lip(o)). (ver 4.6
capftulo I y recucrda que f =L + ¢). . doemds podemos escribir -

-1

R R ot Tt S PN It TR Pl B PR

(f'l denota la inversa de f vrestringida a &{r,).).
1
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-1 -1 -1

AsT £ 7 =L "+ ¢ con -1

u
~
(o]

. Lip(y) <

s oo f

< I pipte) Lot < ey e - i)™ (ver

in

€ ]lL-lll-l
4.6 cap. I). Si tomemos Lin(n) < se tendrd

e+ |ILh
Lip(yp) < € y en consecuencia f'l astar® on Tas mismas hipStesis -
de f en 1os resultades anteriores. MHote tambidn que T(L-1)= t(L)=1.
AsT podemos probar con f_l en vez de Ty ¢ en vez se ¢, lo cual
permite afirmar cue N:(O,r) en ¢l grafico Jo una dnica aplicacidn
s u

9% = ¢ 1o 1a cual s¢ sbtiene come punto fiju Je una anlicacidn  de

-~

f

graficos T ;. Est> termina la demostracisn.
f

Observaciones: Parz cada f : E(r) »E dc la forma f=1L+ 9

con Lip(o) < €, siendo € = (L) e) dads por 11 2.4, se tiene defi

nida una apliicaciin T=T1f : X > X 1la cual verifica

T+ ¢
1- et °

Lip(Tf) < A = Es mis, Tf(g) = @Q(f) R \:)0(1’)'1 donde

¢g(f) = 1TS o T o C‘(G) r ‘Uq(f) = Wu o T o G(Q) Yy

Lin(64(f) < e+ 7 < 1, Lin(yg(N7h) <

Sea Y= {f;kt(r)>E| f=L+2¢, Lip(s) <e, 2(0)=0}.
Provistc de 1a <distancia del supremo

I F- = su |10 - X))

Tenemos entonces una aplicacion ' ¢ X x Y = X definida por



42

I'{g,f) = I'f(g) y sabemos por II 2.7 que I'f : X»> X es una -

A-contraccidn para caca fe Y (A = §_+€§ ). En II 3.3 se proba

ri que la aplicacidn Y » X, f - I'f(g) =2s continua para cada

ge X fija. (De hecho se mostrarid que

||rf(g) - I ()l <2 ||f - f1||). En cunsecuencia 1a aplicacidn
Y+ X f- 4g = Gnico punto fijo de Te @s continua; 1o cual di-

ce que " {H?(O,r)} 2s una familia que varia continuamente con ",

Se obtiene wun resultado andlogo concerniente a las variedades esta

H1o 35
bles Hf(O,r),
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DIFEREMCIABILIUAD DE LAS VARIEDADES IWVARIANTES.

En &sta seccidn suponuremcs f =L + ¢ : E{r) » E &s un difeomor-
fisme Jde clase Cl sobre un abierto v = f(E{(r)) de E y que

[{Bs]] < € doniz e = e(L) es el nimero dalo por el teorema II
2.:. Probaremos que 1a aplicacidon fija g? de T = rfi XX (ver

e

II 2.7) es de clasc Cl, 1o cual dird que £ = H?(G,r)i es de clase

1

C*. Para provar aste raesultado hacemos uso cel teorema de centrac-

cidn en las fibras (I1.5.1).
Recordemos que T(g) = Pf(g)=fS o (1,9) o [fu o (1, 9)]-19

donde (I , ¢) = G(q) = grdfice de ¢. De aquf

o

r{g) o [ f,(L.9)] =f o (1, 9).

Si es diferenciable entonces T(g) es diferenciable y

(@) ¢ (xagx))°"Ful (xag0x)) © (198]) = Ve, 50x) o(1:08])-

0 sea

00 tx,g0x)) ] (6,000 0010150, 0o (10911

= x = ly)s Eg0lEy)s £ = (£

1 4 =
Poniends y fu(x,g(x)), & g

se¢ tendrd

i) Or(e)|, = 0F|e o (1, Dofg) ol(OF,|¢ o (1, Dofg )]

1o cual seri equivaiente a
Loy - - Tuf
ii) uF(g)ly 5 'E(Dgliu)

si erlE + X+ X estuviera Lien definida. Pero este es el caso -



iy = + Ud 1 Lih - X ] ! .
pues uf‘g L e y Lip(i\g) H ¢lg‘: < €
(fn (i1) debid haberse escrito DglE restringida a Eu(r) en vez de
u
g ’ £u

dote que Bg'gu anlica iu(r) en Es(r) porque

sup  [[ugl, || = tip(g) < 1).

Jea %1 = L (E,(r), L{E, » EJ)) el espacio de las funciones conti-
nuas y acotadas i : Eu(r) -+ L(E.U , ES) provisto de la norma del su-
premo ([{h]]| = sup { [Ih{x}]] 5 {Ix]] < v })ysea X 1abola ce

v . «
rrada de centro 0 ¢ 1Y de radioc uno; es claro gue X e€s un espacio

completo. ote ademds que si h e X Yy XE€ Lu(r) entonces h(x)

aplica Eu(r) en Ls(r), es decir h(x) Eu<x) € A,

Para cada g e » se2 fq : X X definida por

i) h], = fle o (Lhie))e [ufle o (1 h(g]

donde & = (g,E.), &5 = 9(E,), €, = w;l(y), yeE(r), heX,
Entonces

i = : {hig

iv) Tgh)|, = T-f|(hE,)).

(En realidad -leberiamos haber escrito h(gu) o

N )
u\r) en vez de h(&u,).

57 el dnico punto fijo g de T : X » X fuera diferenciable

{g = T{g) diferenciable) se tendri
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yr 0 see Dg = Fg(Dg) 1o

Gg|, = Or(g)|, = Tof|, (vg]g, = Tg(0)

cual dirifa que bLg serfa punto fijo e ?q (note que Dg e X por -

ser Lip(g) < 1). En realidad veremos que:

Proposicin: Lz aplicacidn I' @ X x X > xxX definida nor

(g,h) > (r(g), ?q(h)) satisface las hipitesis del tedrema de cen-

traccidn en las fibras (I 5.1).
Antes de protar 3.2 necesitamos Jos resultados previos.

Lema: Si f, £l E(r) - £ son aplicaciones continuas tales que

1

rf, If : %X~ X ostan bien definidas

(F=L+os £ =L+ od Lip(o) <e=e(L)s Lip(el) <e= e(L))

entonces itrf(g)nrfl(g)}|§2||f—f1|l 2 sup{|lf(X)-f1(X)l|,lelI < r}.

Demostracién: TI'f(g) = Qg(f) o Ebg(f)l-l donde ¢g(f)=1rS o foll.g)y

wg(f) =m, o fo (I,g). Ya vimos que Lip(¢q(f)) <g+t<1

. -1
(I1.2.7) y qus L1p(wg(f) ) i

< 1. /indlogas desiqualdades se

tienen para fl.

Por otra narte tenemas:

2) [1Tf(9)-r(9) 1<l 19g(F)-cg(F 1Lia g (£ Hug (£ 2u (£1) 71

b) |10g(f) - ¢§(f1)|| = |If(1,9) - £ (1, a)l] < [If - £

&) 1ugth)™ ) = g (F ] = Tug (D™ o w (¢ 1) -yl =

(v = vltHTH0) = Hug(H™ g (F) () v (D™ W (NI =

[i]



5_Lip(wg(f)'l)llwg(fl)(y)-wg(f)(y)llsjlfi(lgg) - f,(L9)]] <

1
< HE -
y el resultado se¢ sigue facilmente,
- €T

S~ A 3 s . +
Proposicidn: (a) ?q : ¥ > X es una A-coatraccidn con A= %—-41

b) La aplicacifin g » ?g(h) (de X en X) es continua enm X para caca

he X fija, si JimE < + o,

Demostracidn: (a) Sabemos que ¥ (h) y = FBfl (h(E,))
g £

(Eu = W;I(Y)s & = ﬁ(gu)s £ = (Eu s ES)). De aqui

hl‘ - I ) Ll
IRSOTESNCO NI [170¢] ((E,)) - Tog] (rE, DI

< Lip(PDflg)'l i(g,) - hl(gu)ll <x |l h- h [l. (Recuerde que

scn A-contracciones. (II 2.7).

A

5) (¥ (], - ¥y, H=Hrof| (g, )Tt | o lale,)
(5,703 (00,8, ), &= (), £ = (5, » &) etc..)

< 72| (h(g, ))-TiFdn(£,)) | |+] [TDF |poln(e,))-TOf k(e D | <

A

2 HDflg - Bflg° P+ ||h(gu) - h(EE) . {Aqui hcmos usado el lema

3.3 y el hecho qua I’Df|g s una A-contraccidn, X < 1),

Por otro lads |[€ - £ |1 =1v- @)-v- (@) ] < <= || - gol]
g “; 93 1- 1€ 9o

0
(ver I1. 2.7. i1). Es decir £+& uniformemente en y cuando ¢ -

0
tiende a g, (& =&(y,g9) ~ & = &{y, go)).
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Ademds para cada g € X, la imdgen sor w;l de Eu(r) estd conteni-

. 1 1 _ T
da en E(r*) conr® =1r et

< r. (Recuerde que

<l), y por tante £ = g(y,a) estd en el compacto

. or=1
Lw(wg ) 1

E(rl)  E(s). Aqui nemos usado 1a hipdtasis Jdim E < + »).  Ya que

1 .
Uf y h son uniformanente continuas en E(r®) se sigque quc

?g(h) - ?go(h) cuani® g - 9o 1o cual termina la demostracién.

Note que 3.7 s una reformulacibn de 3.2,

Jeorema: Ng(O,P) ¢s una variedad ce clase CP.

~

Demostracifn: Soa g = (gf , hy) donde g¢ es el dGnico punto fijo

del = T, y iy es el {nico puntn fijo de T .
f f 9e

Sabamos que Ge = 1im P"(go , ho) para cual par go € X, ho € X,

il =+ ©o©

En particular podemos tomar ¢¢ diferenciable (por ejemplo gy = 0)
y hg = Day. Usando II. 3.1. v y II. 3.1 147 e induccidn se sigw

ficilmente que T (4o, Das) = (I"(go) » DI (go)).

Ya que g es diferonciable se sigue Fn(go) es udiferenciable
(n>1) yse tiena TM(go) » Aes " (go) » he.

Esto prueba que gp oS diferenciable y que dgf = hf; ya que
W?(O,r) es el grafico de gg S€ sigue que N?(O,r) es diferencia-

ble de clase Cl.
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Proposicifn: Si Dflo = L entonces Dgf . = 0. Es decir, el es-

pacio tangente a w:(O,r) en x, =0 es E.

Demostracidon: Pongamos g = 9¢- Ya que Dg <s punto fijode T

Proposicidn: wi es de clase C°.

9

se tiene Dg’o = Dfslo(l, Dglo) ol Dfu'O . (1, gg|o)|-1 =

Y

1 2

=L o Dg'o o L7y, ¥ por tanto I\Dgto I} < 1t ||Dael].

Pero 12 <1 y de aqui Dg'o = 0, 1o cual termina la demostracion.

1

Demostracidn: wf = grafico de g? s Y g? es el Gnico punto fijo

1

de T .1 ©S decir gi = gu_1 y como f-1 es de clase C° se sigue
f f

que g“_1 es de clase Cl, To cual termind 1a demostracidn.
f
También es facil provar que si Dflo = L entonces Dg: . 0, 0

sea que el espacio tangente a w: en xg = 0 es Es'

Observacidn: Si f =L+ ¢ : E(r) > E es una difeomorfismo de cla-

se Ck (k > 1) se puede probar que wg(o,r) y wi(o,r) son varie

k

dades diferenciables de clase C° ver [1 ].
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APENDICE 1

p .
Sea E + X un fibrado vectorial real de dimension finita y de base
normal X. Denotemos por C(X) al anillo de las funciones continuas
a ¢ X+ R y denotemos por T(E) el C(X)-médulo de secciones conti-

nuas de E.

Sea Mor (E) el espacio de morfismos de E; este ospacic dstd consti-

tuido por aquellas aplicaciones L : E+E talesquepolL =p ylL

es Tineal en las fibras. En fin denotemos por Hom(T(E)) los endo—
morfismos de C(X)-midulo de Tr(E), es decir las aplicaciones
h: T(E) > r(E) que son C(X) -homeomorfismos, Se tiene entonces:

Proposicifn: La aplicacin Mor(E) - Hom(r(E)); L » E definida por

~ N —— -~ -~
Lo) =L oo (o e T(E)) es una biyeccitn tal que L; o Lozl o Ly
La demostracidn de osta proposicidn puede ser hallada en [2] y [3]

y en ella &s necesaria la normalidad de X,

Proposicidn: Suponcamos que T'(E) se descompone en suma directa,
r(E) = I ® Iy, de dos C(X)=-submddulos Iy s T Entonces exis—

Q Y

0 0
ten dos subfibrados E1 + X, EZ + X tales que E = E1 6 E2 (suma

directa de wWhitney continua), F(El) = Fl y P(EZ) PZ (F(Ei) = 50

ciones continuas de Ess i=1,2).

Demostracidn: Sca m: r,er, - Iy & I, la aplicacién dada por
m (01,02) = (01, 0). Entonces w: T(E) =+ T(E) es un C(X)-homeo-

morfismo que satisface 7, wn = .



b0

Por la proposicidn precedente existe un morfismo L : E » E tal que
mlo) =L oo ytal quel oL =L, Se pucde probar ahora que 1la
propiedad L o L = L implica que L es de rango constante en cada com-
ponente conexa do X,

(Ver [2 7y [3]). En consecuencia E, = Ker L, E; = ImLson sub

fibradas de E. Es ficil verificar que El’ E2 verifican las tesis

de nuestra proposicidn., Esto termina la demostracidn.
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APENDICE 2

~ = o0 . s, 3 ) 0 Y - -
Sea M una variedad C de dimensidn finita provista de una métrica

de Riemann || ||. Dados xeif y ve T M existe una Gnica geodd

sicay : I » M definida en algln intervals abierto IC R tal que

0e I, v(0) = %, v,(0) = v. Aqui v,(t) denota ¢l vector tangente a

.

y en el punto y(t).

Denotemos por Dx el conjunto de aquellos v e TXM tales que la geo
ddsica y : I - M, que acabamos de ‘describir, tiene el nimero 1 en su
dominio (1 ¢ I).

posee una vecindad del orfgen en T,M. Defini-

Se demuestra quc D X

X

mos la aplicacidn exponencial en x por exp, : D = M)expx(v)= v(1),

X
donde y es la geodésica determinada por x y v.

Sea Bx(r) = {veg TXHI [[vIl < r} y sea il(x,r)={y e M| d(x,y) <r}

prueba que existe

1%

donde d es la mitrica en M inducida por || |]. S

un r > 0 tal que Bx(r)C: DX Yy exp, : Bx(r) + {1 es un difeomorfis
mo sobre N(x,r).
Ademds expx(O) = x y la diferencial D(expx)lo en 21 orfgen es 1a

jdentidad., (Wote que el espacic tangente a un punto TXM es natural

mente isomorfo a TXH por ser TXM un espacic vectorial).

Sea A C M un subconjunto compacto y sea C(A,"M) el espacio de 1as
aplicaciones continuas a: A+ M provisto de la métrica

d(a,B) = sup dlalx),B(x)). C(A,/4) tiene 1a siguiente estrictura -
xel
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de variedac diferenciable (de dimensidn infinita): Sea a e C(A,M)
y sea Ta el espacio ¢e las aplicaciones continuas A TH ta-
lesquemT, 0o = o, dnde 7 : TA M->A as la proyeccion natu-
ral. (ra no es mds que el espacio de secciones continuas del fi-

brado «,(TM)). En r, tenemos la siguiente norma:

Holl = sup lo(x)]].
XeA

Por otra parte, ya que a(A) 2s compacto, existe v > 0 tal que
expy : By(r) > Ny(r) es un difeomorfismo para cada y e a(A).
Sea Pa(r) = {o e T | |lo]| < r}. Definimos

2, Fa(r) + C(A,M) por @a(o)(x) = expa(x)(o(x)). es claro que

@a(O) = Q.

Se puede mostrar que (@a,rq(r)a) es un atlas para una estructura de
variedad diferenciable en C(A,M). (Note que si Cq << C(A,M) es
una componente arcoconexa de C(A,M) entonces Fa y TB son isomor

fos para todc o, B e Cp, pues en este caso a y B son homotSpicas).
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1.1,

1.2.

CAPTTUD  II1
CCHJUTOS HIPERBOLICOS
ESTABILIDAD DE LOS CONGUNTOS HIPERBOLICOS.
La nocidn de conjunto hiperbdlico es un concepto que generaliza el -
de difeomorfismo de Ancsov y este Gl1timo quizds fué sugerido por los
difeomorfismos "torales". Por razones de economia en Ta exposicidn
sugeriremos un <esarrollo inverso al proceso histdrico de estos con-

ceptos.

" . . S . o, . s o s .
Notaciones: i denotard una variedad C de dimensidn finita provista

de una métrica ¢e Riemann || ||. La métrica en ¥ inducida por

{| || serd denotada por d.
f : M+ denotard un difeomorfismo de clase Ck(klz 1).

A C ¥ denotard un subconjunto cerradc de i e invariante por f, en

el sentido qua f(A) = A,

fA : A~ A denctard ia restriccidn de f a A,

TAM denotard la restriccion a A del fibradc TiYTH = fibrado tan=—

gente a ™).

Definicion: Una estructura hiperbdlica de A (relativaa f) es -

una descomposicidn de TAM en suma directa de Whitney continua,

T M= Eu (0] Es’ en dns subfibrados Eu , E

A §le) TAM invariantes por

s
Df (Df(Ek)QE'EP; K = u,s) tales que existen constantes C > 0,

0 < A <1 1las cuales verifican:

a) |IDf"(W)]] <cA"||vll  si veE. y n>1
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y n>1.

b) [{of (W] < A\"[jv]] si veE,

Obscrvaciones: Cuando A es compacto esta definicidn no depende -

de Ta métrica de Riemann elegida en . Adomds siempre es posible -

hallar una métrica de Riemann en ¥ para la cual la constante C

1]

1). Una tal métrica se dice -

.

puede ser tomada igual a uno (C

adaptada a A.

En 1o que sigue supondremos que A es compacto,

Notaciones: C{A,M} denotard el espacio de las aplicaciones conti-

nuas de A en ¥ provisto de la métrica d(u«,B8) = sup d{a(x), B(x)).
Xel

a, B e C(A,M)

C(A,M) tiene una estructura natural de varicdad de Banach ver Apén-

dice 2. F : C(A,M) » C(A,M) denotard la aplicacidn definida por

Fla) = f oo o f1.  Es decir, el diagrama:
A
(¢}
A oy
N f
! , )
A Fla) M

es conmutativo. Es clarc que la inclusidon natural i : A+ M es
un punto fijo Zc F(F(i) = i). Uno de nuestros objetivos es probar

que:

Proposicidn: A  tiene una estructura hiperb@lica relativa a f si
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y s6le si i : A-> M es un punto fijo hiperbGlico de F.

La demostracidn de 1.4 serd dada mds tarde, en esta misma seccidn.
Entre tanto exhibiremos una carta local de C(A;1) en el punto
it AN
Sea eXpy ! Tx B> it Ta aplicacidn exponencial en ur punto x e M.
Recordamos quc epr(O) = X yque exp, esun difeomonfismo local
en el origen de Txﬁ.
Mas precisamente existe r > 0 tal que eXpy aplica
Bx(r) = {ve TXH| || v|] < r} sobre N(x,r) = {y e M| d(x,y) < r}.
Ademds la diferencial de exp, en el orfgen es 1a identidad, (Esto
es, D(exp.) : To(T. M) = T M-+ T K es la identidad),

x'|o A X X
Ya que A es compocto existe r > 0 independiente de x tal que
exp, Bx(r) + A(x,r) es un difeomorfismo nara todo x € A,

Sea I'= F(TAH) el espacio de las secciones continuas de TAM, pro-

visto de Ta norma ||o]]| = sup |lo(x)|], (o e T).
Xel

Con esta norma T 5 un espacio de Banach.

Sea V={veT# |]v]| <r} (Vesel susfibrado de T,\M de dis

cos de radio r), y sea I'(V) el espacio de las secciones continuas
de V; mds precisamente T(V) = {oeT | ||o|| <r} = T(r). Obser-

ve que U = exp(V) es un abierto de M que contiene a A.
Definamos ¢ : T(V) » C(A,M) por

2(c) (x) = exp,(a(x)).
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E1 par (o, I'(V)) es una carta local de C(A,M) en i que verifica
2(0) = 1.
Sca F: r(v) » T la representacidon local c¢e F por medio de ©;

esto es; F = @'1 o F o ®. Se tiene entonces ?(0) =0 y

Fo)(x) = (expx)'1 o foexp 4 (af 1)), (xe n).
fy (x) A .

En realidad eXpy denota 1a restriccidn de exp a B (r).
De aqui se sigue que d?l : T >T es gada por
4]

o?'a () (x) = of )(cf-l(x)), xeh, oerl;

f-l(x

0 sea D?!o (o) =Df 0 o f'l.

Tenemos lo siquiente: La carta ¢ permite identificar el espacio
tangente a C(A,%) en i al espacio tangente a O en TI(V), este
G1timo espacic <s candnicamente isomorfo a T (por ser T(V) un -
abierto de T).

Ademds @ permitc identificar la diferencial de F en i con la dife
rencial de ¥ en 0. De modo jue nuestra proposicidn 1.4 puede re

formularse de Ta manera siguiente:

ProposiciSn: A posee una estructura hiperbdlica (relativa a f) si

y s6lo si D?lo @s un operador hiperbdlico.

Demostracidn: (1.5) Supongamos que A ticne una estructura hiper-

b6lica relativa a £, Utilizando las notaciones lde la definicion -

II1I. 1.2., se tienc que T = F(Eu) ® F(Eq).
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Dondie F(Ek) (k = u,s) denota 1 espacio de secciones continuas del

fibrado Ek. Es facil verificar que F(Ek) es invariante por

D?l y que D%I es una “contraccidn” (resp. "expansidn") en
0 i o

F(Es) (resp. F(Eu)); esto prueba que D?{Q es hiperbdlico.

Reciprocamente, supongamos que D?IQ es hiperbdlico y Sea

r=T,8 r. ladescomposicion de T inuucida por d?'o . Sea

C(A) el anillec de las funciones continuas de A en R; veremos que
r,» Tg son C(A)-submddulos de T. (dote que T es un C(A)-mSdulo).

Dados cel y oe C{A) es facil verificar que

d?‘o(a.o) = (& o f‘l) D?'O(o) mas generalmente

(o"r|o)”(a.o)

(@ o F1). (D%|c)“(o) y de agui se sigue inmediata-

mente que T, s un C(A)-nddulc de T, indlogamente Fu es un -

C(A)-mddulo de T.

Del apéndice 1 se ticne que oxisten subfibrados Eu’ E_ de TAM tales

S

que Th=E BE, (tu) =T, ¥ F(ts) = T'.. Ahora es facil pro-~

bar qua la descomposicidn TAM = Eu 8 ES dufine una estructura hi-
perbddiica para A relativa a f.

Nuestro prdximc objetivo es probar la estabilidad local de los con-
juntos hiperb6licos. Es decir, si g es un difeomorfismo de M

Cl-prﬁximo a f entonces existe un subconjunto Ag de M homeomor



1.7.

1.8.

58

0
foa A y C -priximc de A el cual es invariante por g y Ag tiene
una estructura hiperudlica relativa a g. Para 2110 necesitamos 21
concepto de homeomorfismo expansive y algunos lemas previos.
Definicidn: Sea (X,d) un espacic métrice. Un homeomorfismo
f i1 X»> X se dice expansivo si existe una constante ¢ > 0 tal que
para cualquier par x, y ¢ X con x #y ¢xiste unentero ne Z
verificando
n n
df(x)s F(y)) > €.
Lema: Todo operador hiperbdlico L : E + E dc un espacio de Ba-
nach E, es expansivo.

Demostracidn: Veremos que si x e E, x # 0 antonces L"(x) > «

cuando n -+ «, o cuando n > - =,

Sea E = Eu ® ES la descomposicidn de E inducida por L y escribamos

. . n
x = (x,»xg). Six, #0 entonces |[L'(x)[] > |{L (x )]| »=
. -n -0
cuando n » =351 xg # 0 entonces ||L O 2 g (kI » =

cuando n - o3 1o cual termina 1a demostracidn,

Lema: Si f : {i~» i es un difeomorfismo y A C i es un subconjun-

to compacto niverbélico para f  entonces fA: A > A @s expansivo.

cemostracidn: (itilizaremos las ngtaciones ya empleadas en 1.3, -

1.4 y 1.5 de este capitule). Sabemos que

1

P r{¥) ~T; Yioiix) = exp, o foexp 4 gof_l(x));
f A

A X

tiene el origen de T como punto fijo hiperbdlico.



59

Por el teorema de dartmin tenemos quc ¥ es localmente conjugado a

s?’ . [s decir, existz un homeomorfismo h I » T {de la forma
0

h = identida) + u c21 u : T » [ continua acctada) y existe una -
bola & de radio ¢ enT(vj (L= {oe (i ||o]] <e}) tal

que el diagrama siguiente

"\_4 .

es conmutativo., for el lema III 1.7 sabemos que existe .. g 4 -
tal que (JF‘ bhia)) ¢ hil) para cada o € Ui = ii{o)). Luego
0

~

h¥F o)) = (F] jiho))d hu), o sea
i

I
Fio) ¢~ (IF @il 2 e).
Podemos supoaar también que exp, Bx(e) > Nx{s} (— M es un difeo-
morfismo para cada x € A{(A es compacto). “ean X, y € A con
x#y. 5i y ¢ N(x,e) no hay nada que probar (pues basta tomar

n =0 para satisfacer a(f(x), fn(y)).z £).
supongamos ahora que d{x,y)< € y que d(fn{x), fn(y)) < e para
tode n e .. Ylijamos una seccidn og € T(Y¥) tal que q}x)=exp;1(Y);

ya que para cuaiquier o e T(V) se tiene
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'?"(c)(z) = exp;1 o ¥ o exp _1(2) (f'n(;)) {verificacidn por induc-
A

1

cidn). Intonces:

o i) = exo ;. “HE ).
° 7 (x)

Elijamos ~ e . tal que ||}N(oo)|] > e. ton un poco de cuidado

.

o puede ser alegida de modo que II?N(GO)(X)]I > e. {(casta tomar

° suficientemente prdxima de la seccidn discontinua

e

exp;l(y) si =X
7, {7) =
L 0 si & =x},
- —" . . v
AsT | fexp “fH(X)(f Nl o= iI%N(oo) {(x)]] > € ; pero

expfﬁ(x):;gG(X){e)-+f(f“(x),e) es un difeomorfismo y

d{f{y), f'(x)) < e.

£n consecuencia:

; = 1 N -1 N- N . . N - ¢

?N(oo)(x) EXPE (] yfay)) e ﬂf,{x)(e), c sea || \00)\X)|| < €
1o cual es contracictoric con IIFN(OO)(X)II > €, Luego, no puede
ser ad{f'(x), fniy}) < ¢ para todo n e . 1o cual termina la de-
mostracidn.

Teorema: Sea A € M un subconjunto hiperbSlico compacto relative

,
a un difeomorfisme f : M> M de clase L', &:tntonces existe una
vecindad 8 <de f en Dfl(M) tal que para todo g e 6 existe un

subconjunto compacto A_ C M hiperb6lico para g y un homeomorfis

g
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0
mo &: A~ Ag C M, € -proximo a 1a inclusidn i : A > M. /demds

el siguiente diagrama

e

> A
!
,!
y
A
g

es conmutativo.

Lemostracifn: .ado g e iif'(M) definimos:

. f : - 3 ¢ - -1
Hg : C{a,) » “{A,) por Hg(a) go a o f".

Ya que A es hiperb8lico tenemos por IIl. 1.4 que He tiene

i: A->:; como punto fijo hiperbdlico.

Ademas Hg asti "Ll-préxima" de He si g easta tl-préxima de f.

Usando el teorema il. 1.7., podemos afirmar que existe una vecindad
6 de f en Lifl(e; y una vecindad U de 1 en ((A,M)  tales -

que Hg tienc un {nico punto fijo hiperbdlicc en L para todo
g € 6.

sea € > 0 el proporcionade por el lema 1ii. 1.8 y la definicibn
I1I. 1.6; podemos admitir que ¢ es el disco en «(A,M) de centro i

y radio e/2. (7 = {h e C(A,M) | d(h(x), x} < &/2, x € A} ).
pado ademds g e 0 sea ¢ el {nico punto fijo de Hg en L, Pro-

baremos que ¢ &s inyectiva.



62

Sean x, ye A con x #y. For III, 1.8., sabemos que

d(f"(x), fn(y)) > € para alglin n e Z. Asi

e < d(f'(x), '(y)) < d(£M(x), oF(x)) + d(ofix), of(y)) +
+d(ofM(y), iy ) < e/2 + d(ge(x), g'oly)) + e/2.

(recuerde que g¢ = ¢fA por ser ¢ punto fijo de Hg y de aquf

¢fn(x) = gn¢(x), X e A). :

le donde d(g"s{x), g"(s(y)) > 0; esto dice que g"(o(x))#a" (6(y))
y de aqui o(x) # o(y)s (puds g es un difeomorfismo).

Tenemos entonces que ¢ @ A » Ag = 3(A) C M es un homeomorfismo.

(A compacto). Falta prebar que Ag es hiperb8lico para g, pero -
por III. 1.4 basta probar que 1a aplicacién Fg::(Ag,M)+ L(Ag,M)

1 tiene 1a inclusidn i A » M

ini F = o o
definida por 9(8) 308 o9, 9'"g

como punto fijo hiperbSlico. (rquf 9, ° Ag > Ag denota la res

triccion de g a A.. .ote que g(Ag) = A

. g Porque go = of ).

sea ¢ C(Ag, Mj ~ C{A,M) definida por ¢B) =B , ¢3 ¢ es un difeo

morfismo cuya invcrsa es @'l(a) Z 4o ¢'1(¢'1 : Ag + A). 5e veri-

fica facilmente que Fg = @'10 'Hg o ® ycomo ¢ es punto fijo -

niperbdlico de Hc se sigue inmediatamente que ig es punto fijo

-~

hiperbdlico e Fg (@(ig) = ¢). Esto termina la demostracién.
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§2. SSTRLCTURMGTLT v ok L05 DIFEGGRFIS WS Bk Adusuh,

~ . - rd L3 ,,:}O > )
on esta seccidn M denotara una variedad U compacta provista de una

métrica de Riemann.

2.1. sefinicidn: in difeomorfismo £ : M -+ M de clase LK {k > 1) se dice

de /nosov si A =M admite una estructura hipcerbSlica relativa a f.

2.2, Teorema: Todo difcomorfismo f : M~ M de .ncsov es astructuralmen
te estable. E©s decir, existe una vecindad 6 de f en iifl(M) tal
que para todo g € ® existe un homzomorfismo h :M-> M verifican

do hf=g,h

vemostracidn: iado g € Difl(M) definamos Fg s C(MM) > C(M,M) por

FOEEIEN £l por 1I1. 1.4 sabemos que f es de /nosov si

y s61o si la identidad, idy, de M es punto fijo hiperbflico de Feo

Por otra parte Fg esta il-préxima de if si g estd Cl-préxima
de f.

Procediendc como en la demostracidn de {1i. 1.9 podemos afirmar la
existencia de una vecindad © de f an LifI{M) tales que para toca

g € 0, Fg tiena un {nicc punto fijo hiperbilico en U, Podemos

suponer que U es 1a bola de centro idM y de radio €/2, donde ¢
es el proporcionado por el lema III. 1.8,

Fijamos g € 06, entonces F_ tiene un dnico punto fijo hiperbdlico

9
held, {(h=gn £ 0 sea fa-= g », h), igual que III. 1.9 se prue-

ba que h es inyectiva.

£s decir h : M> M es una inyeccidn continua de una variedad compac
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ta en si misma. Por el teorema de invariancia de dominios se sigue
que h{M) = M; luego h : M~ M es una biyeccidn continua y por tanto

homeomorfismo, rsto termina la demostracidn.

Teorema: Los difeomorfismos de .nosov de M de clase Cl forman un -

abierto en Eifl(M).

vemostracion: Sea f e Qifl(M). sigufendc 1a prueba de III. 1.9 -

{I1I. 2.2) podemos afirmar que existe una vecindad @ de idM en

C{M,M) y una vecindad 6 de f en Jifl(M) tal que & o f =g o 0
para una dnica ¢ e ":. Usta aplicacion o: M+ M es una inyeccidn

continua y por tanto un homeomorfismo.

Ademds M = ¢(M) tiene una estructura hiperbdlica para g, lo cual -

dice que g es de sinosov. ©sto termina la demostracion.
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SARTEDSDES IHVARTAATES L S0ddUTES aIPERLELICTS,
Conservaremos las notaciones de la seccidn 1 de este capitulo.

vefinicién: lados xeM y r >0 sea N{x,r; 1la bola de centro
X y vadioc r an M, uefinimos 1a variedad estable de tamafio r

en x por

Wolxar)= M NG (x) 1) )=ty € Md{F (y),F (X)) < vy = 1,2, )
n>0

<n principio Vdiix,r) no tiene estructura de variedad diferenciable,
pero si X e A y A tiene una estructura hiperbdlica relativa a f,
veremos que w:(x,r) tiene estructura de variedad diferenciable de

clase Ck (si fe Ck) para algin r > 0, Ta cual "varia continuamen

te con x e A",

Uefinicibn: ina familia {wx} de subvaricdades de M de

Xe A

clase Lk, tales que x € wx, serd dicha continua si para . cada

X € A existe una vecindad U de x en A y una aplicacidn continua

O U~ Ck{Dm,M)(Dm = disco unitario de nm) tal que

m . . .
¢+ L > M es un difeomorfismo sobre un abierto de Wy el cual con

tiene y {y € U).

Teorema: (a) oxiste € > 2 tal que Ws(x,e) es una variedad de

clase Ck (x € A).

k

{

{(b) {Ws(x,e)}y c ) @suna familia continua de clase C k)

(fe

(c) ¢Cxisten constantes C >0, 0 < X <1 tales que



d(f"(y), '(g) < A" dly,g) (n >0, xe A,y e 5(x,e))
(d) ws(x,e)r’\wS(y,s) es un abierto de W {x,e) {x, y € A)
(e) ©1 espacio tangente a W {x,e) en x es is(x) donde ﬁs(x)

es la fibra de ;S encima de x.

Jemostracidn: La idea central de la prueba es 1a siguiente: La a-

[

plicacién F : C{A,M) » {{(A,M). Fla) = fo o o fll tiene 1a inclu-

siobn i : A > M coms punto fijo hiperbGlico, lucgo F tiene una va-
riedad estable vﬁii) en i.

tlijiendo € > G de manera converiente tendremos que Vﬁ(x,e) serd
el conjunte {o(x) | ¢ € W?(i,s)} el cual tendrd estructura de
variedad difererciable.

te 1a proposicidn I7I. 1.5 sabemos que L = LF : T >T es hi-

perbdlico, 1o cual dice que [ r{¥) > r ticne el origen como -

nunto fijo hiperbSdlico; luego existe € > 0 tal que Wﬁ(O,e) es una
variedad diferenciable de clase Ek (ver 11. 3.7. il. 3.8). Ls mas

wi(O,e) es el grifico de una aplicacidn diferenciable (Ck)

FTLR) > T (),

la cual estd caracterizada por ?n(g(c),o) - 0 cuando n - «,
[ (6(0),0)]] < € (n>0).

5e puede probar que G(ol)(x) = G(Gz)(x) si cl(x) = cz(x). (Esto



puede ser visto como sigue : Wg (0,e) en el grdfico de la aplicacidn
t

fija T : X+ X, donde X es el espacic de aplicaciones g descri
to en I:, 2.3).

Ahora en este caso X puede ser reducido al subespacio X de aque-
0

1los g que verifican g(cl)(x) = g(oz)(x} si ol(x) = oz(x) y co

[

mo X es completo ¢l punto fijo de P% astara también en X . 0=
0

te que F? anlica X  en si mismo).
0

firmacidn: uxiste una Gnica aplicacidn continua :: : ns(e) > Eu(g)
1levando la fibra do :S(s} sobre x en Ta fibra de tu{e) sobre
x tal que &lg) =i o0 yi! es :k en las fibras. tn efecto:

para cada v e e}, sea o e I(ig(e)) tal que oflx) = v si v

aestd en la fibra encima de x - (esto es; si v e T, M.

X
vefinimos i (o) = ©{o)(x}; es claro que . estd bien definida (no
depende de o) vy qua f(o) = ., 0. También . 1leva fibra en fibra
de la manera requerida., La dificultad estd en probar que # es con

tinua y uk en las fibras. Para ¢1lo necesitamos el siguiente re-

sultado.
Lema: Sea p : ¢ =+ un fibrado vectorial continuo de base normal
Bysea v € &, cntonces oxiste una vecindad v de p(v) enB
1] 0
y una aplicacion continua T p'l(v) +» r{z) = secciones continuas de

£ tal que

a) ¥ es lineal en las fibras de p'l(V);



b) ©1 soporte de ¢(v) «std contenido en % (v e p'l(ﬁ));

c) 1l valor de y(v; en p(v) es v;

d)  5i !|vo|§ < r (para alguna métrica en i) entonces podemos
elegir ¢ de modo que  [jpiv)|| < r para todo v en un abierto

1

0 C p'l{h), con v e .

¢

vemostracidon del Loma:  Podemos tomar como dominio de una carta

local ¢ : p'l(ﬁ) > % x F A(F

fibra de L), 7demds ¢ puede es—

i

cribirse bajo la forma @(v) = {(p(v),o(v)] (con

& p'l(v) > ¥ Tlineal en las fibras;.

sea Woun abierts ae s contenido pivo) tal que 1 C y sea

i/

a: B + [0,1] una aplicacién continua tal que @ = 0 fuera de

y a =1 en {pusible porque - e¢s normal;. lLefinimos
. ‘1" "‘] Ly ¥
yooop (V) > I(L) por
{a{x;u {(x,0(v)) si xeV
W(v){x) =
L 0 si x ¢ V.

s facil verificar que Y, definida de esta manera, verifica las -
propiedades Jeseadas. (51 en £ hay una métrica de hiemann, @
puede ser tomaeda e modo que conserve la nourma). osto termina la

demostracion del lema.

Lontinuamos ahcra con Ta demostracidn de la afirmacidn; para ello -

aplicamos el lema anterior al fibrado w : F{;S(E)) + A (A es nor

mal por ser compacte).
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sean ¢ : p-lih) +~(;S(r;) y L comc en el lema precedente. wus fd

cil verificar que la composicidn
H: oy en I‘(;S(g}) X A‘391§1+F(Lu(e)) x 22 L, (€)s donde

w(g,x) = o{x); coincide con H, es decir, H = H|U; en particular H
as continua en U, pues A es continua. ror otra narte w es Cw,

¢ es lineal en las fibras y G es de clase ck, ¢h consecuencia H -

k

es C" en las fibras. Lsto termina la demostracidn de la afirmacion.

Sea G = grdfico de H = {(siwy)sy) | y e Ls(r)} y sea

= i F\Bx(e) (x € A). is claro que ., e€s una vecindad de cla-

1;x X

se X en i,M contenida en B {€). (=s mds, - s el grdfico de -

1a restriccidn de H a las fibras de b K = u,s; encima ce Xxj.

o pa -y , .. v S,
vefinimos Wo{x,e, = expx\ax) (x € A), entoncas wS\x,e) s una

k

variedad de clase oy Uﬂsix,e;} @s una familia continua per ser

exp, : B{x,e) »N{x,e) un difeomorfisme C "que varia continuamen
te con «x".

La parte (c) del teorema se sigue de la desiaualdad similar que -

ocurre en la definicidn de conjunto hiperbdlico

(Hpf' () <c A" vl n>0, ve g,

Los demds hechos se siguen facilmente de las construcciones y de los
resultados obtenidos para variedades invariantes de puntos fijos ni

perbdlicos. iLsto termina la demostracidn,
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Observacidn: Andlogamente se define 1a variedad inestable w:{x,s)
en x de tamafio € y se obtiene un resuitado similar al teorema -
L. 3.3 (W5 =W} ).

~demds € puede ser elegido suficientemente pequefio para que la -
interseccion ws(x,e) N Wu(x,e) se reduzca a X. ote que
ws(x,e), WY(x,e) se intersectan transversalmente en x. (ista G1-
tima afirmacidn se¢ sigue de III, 3.3 y dec su andlogo para la fami-

lia wWY%{x,e).
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1.1.

S © R

.otaciones e IntroducciGn: M denotard una variadad C~  de dimen-

sion ny f : M > M denotard un difeomorfisme de clase Ck(k > 1) te-

niendo p e M como punto fijo hiperbdlico. Wsip), Wu(p) aenotaran
las variedades invariantes de p.

tn fin r denotard la dimensién de Wu(p}.

-uestro objetivo es probar que dada una subvariedad D de M con
dim(D) = r y tal quec D corta transversalmente a ws(p) en un pun
to q # p, entonces existe un Tndice n tal que fn(d) contiene un -

"disco" Dn (dim Dn = r) tan ;l-préximo comn s¢ guiera a un disco -

prefijado B Z W {p) (dimB =1r, p € B). ver fig.

(D)

Precisamos ahora Tos conceptecs de disco v cl-préximo.



1.2. Pefinici6n: Lea N une variedad, un vr-disce D en N
(r < dim N) es l1a imagen de un_imbeding o : D0-+ N donde D es el

disco abierto de centro Oe ' 'y radio 1.

51 no hay peligro de confusion con respecto a 1a dimension r de D

diremos simplemente el disco D.

N Y f . . < .
1.3. uefinicidn: .os subvariedades wl’ Wé de una variedad C, « se di

cen Cl

-e-proximas si existe un difeomorfismc vy: w1 > w2 tal que -
12 oY €S Ql-e-prﬁxima a il; donde ik : wk -N, k =1,2 son -

las inclusiones candnicas. (¢s decir "x ostd cerca de vyix) y -

- -\ LY o L ’n i \
IXM es casi "paralelo” a LX) WZ para cada X € wl;.

1
1.4. yeamos ahora que el problema planteado en 1a introcuccidn 1.1., es -
de naturaleza local. rara ello hacemos las wos observacicnes siguien

tes:
a) fn(q) +p ocuands n >+ y Ws(p), Wu(p} son invarientes -

por f. Ln particular f1D) es transversal a ws(p) en f"(q) para
cada n > 0. =sto pormite suponer que q estd tan cerca de p co-
mo se desee. (I'ues hasta probar con fn(D) y fn(q) en vez de D

y g para una eleccidn conveniente de n).
b} txiste un peguafio disco B'<: W“(p) tal que p € Bo y

f'1 : Bo »—BO es una  A-contraccidn {0 < A < 1) (ver II. 2.4), -

ademas VVU(D) = UJ fnﬁ3 ). .n consecuencia dado cualquier disco
n>{

C:Id“(p) existe un ndice n > 0 tal que B C f“(Bo).
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5i se prueba que (D) contiene un disco D, L-prdximo a B entonces

como fN(py = fNFY(D)) es t-préxima a fN{B) se tendrd que

/ 4
+ . . 1 .. )
£" N(D) contiens un 418CC Lo =-proximo a .

1as observaciones ia) ¥y ib) antes mencionadas aseguran que nuestro

problema es de naturaleza local y en consecuencia supondremos que f

. . . n o, .
s un difeomorfisme de un abierto UC R, U e U, sobre un abierto

fivi de ﬁn, teniendo el origen como punto fijo hiperbdlico. LUs de
. . . . n - . o
cir f(0) =0 y . = Df] : Mo k" es un opcrador hiperbdlico.

v}
. g - _ A noo. .
sea £, % C_ =1 la descomposicidn de . inducida por L y con-

sideremos en " una norma como la dada en 1. 2.2.

N _ ) e iccinnes d L oa C
S y» bg tbg ™ kg las restricciones de L a n Y

L. respectivamente y sea 0 < a < 1, unz constante tal que
=1 ,

1ts ; E

ey T <2, Higll <2

rscojamos ahora r > G tal que I{r) = Lu(r) X _S(r)c: iy tal que

S s ps . . <1
u’O,r), flu,r) son graficos de aplicaciones de clase (7,

1,{_-\

-

g : o {r)> cglf)s g Ls(r) > Luir) rospectivamente. (Aqui

e

u u

Li(r) 2s la bola de centro 0 ¢ vy Y de radic r; i = u, s).

necuerde que gi{D) = 0, bgi‘o =0 y Lipagi) <1, 1 =u, s.

~firmacién: Pocemcs suponer que w}(o,r) = W:(O,r}=ti(r), i=u,s. un

efecto sea h : . (r) x &

" (r) >t (r) x Z(r),

S
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hgxu,xs) = (xu-gs(xs), Xg = gu{xu);. Ya que h es de Ta forma iden

tidad + g con Lip{g} <1 s2 tiene gque h es un difeomorfismo so-

bre su imdgen. (.¢ necho s61o interesa saber que Dh‘0 =0 y por -

tanto h es un difcomorfisme local del origen de ifr) < M

1

sea ¥=h o T, h *;yaque h aplica el grifico de g; en

,f(O,r) (i =u, s} se sigue que é’(O,r) = C.{r}.

? 1

n

note que ?(0) =0 y uf ) - L, 1o cual dice que O € Z(r) es un -

punto fijo hiperbSlico de ¥, s mis ¥ ¢S, por definicidon local-
mente conjugawo 2 f  por un difeomorfismo Ck y por tanto puede -
travajarse con ¥ envez de f. Esto prucba la afirmacion.

£n sintesis, asumimos lo siguiente:

f: tu(r) # Ls(r) o, g = A" as un difeomorfisimo de clase cX
(k > 1) teniendu el origen como punto fijo hiperbdlico.
f se ascribe bajo la forma:

= (i E ! i 3
f(xU’XS) (Lu\xu) + ¢U(XU’XS)’ LS\XS) + ¢5(xU’XS/)

. . ‘-1 )

donde (LU,LS) = | =Df . ‘itu [l <a<l, !|L5|l <ac<l,
idemds Ei(r) = W}(O,r) (i = u, s); en particular
2y > e
s = 0 en igirs y == Q0 en cu(r), {pués f\Li) c ui).

S u
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D @s un disco de uu{r} e bsir) de la misma dimensidn de lu el cual -

intersecta a Es(r) = w?(a,r) transversalmente en un punto q # 0.

In fin B es un disco de Eu(r) ¢e la misma dimensidn que Eu el

cual contiene el origen.

[¢5]

(8]
n
tJ
()
—
A

1.6, Teorema: (A-lema aiis -Smale), wado e > 0 existe n = Qfﬁ)_i 0 -

tal que fn{D) contiene un disce Dn {dim Dq = din Eu) Cl-e-préximo a

1

3 para cada n 20 .

vemostracidn: Ya que {(0,0) =0 (i, j = u, s) existe una ve-

cindad abierta vV Je O0e R con V contenida en .(r) tal que el

nimero

3 0.
k = max-{l|7§§l (x)I{ | xeV,i,3d=u, s}
3
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satisface las sigquientes desigualdades:
1 2

a1=a+k<1;b=(%-k)>]., k<t (b= 1)°

Podenos asumir que qge V. y DBCV,

Sea v un vector unitario de TGD (TqD = @spacic tangente aDen q) y

3 . . ..
1a inclinacidn de v.
vuT

13} 7 ) = ) = {
pongames v (vu,vs) se3 AO Ao,v}

Vu # 0 por ser D transversal a GS en q).
Consideremos:
q; = fla) vy = Dfquv)
2.
a, = f7{q) vy = Dflql(vl)
= ol = )
q, = f{a) v, Dflqn-l(vl’

™

&

<

oo

R o
s

Y u o,
vy T =
1 B3] s 3 ¢S _
0+ oy (a) I FRRL Ys
u S
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; AN
A ‘\‘J
. [¥) u ;
-\ + -
vy J X ) v,
u
Qe 3
fos S . S .
LAV o+ ) i
s\Vs! T x40 Vs T (4r Yy //
s u
N I \:}u
{lhecuerde que X {q) = 0 porque q e Ls(r)).
3 .
g 3 ¢
H N 'S § K S ;
sVl * 55 (@) Vg + =5 (9) vu.l
T Ay = A (v, = | S u L.
1 - MM — 5
d Yy
+ - { 1Y
‘l V) X,

el numerador de Al @std mayorado por

~
[

d

A,
A

s
X voll< alvgll+k

o 2
’s
|3L5V5|l+iijg;;‘\q;Vsll+ll vollt k [lv]ly el

denominador e Ay ©s minorado por

J ¢
S U o 1 .
IERMIETE I RS ST A

e donde,

a||VS|I+k|lVS!l+k(lvul! 2 Atk +k ) A, t K

1 1 .
FH vyl =kl T -k b

A <

aaciends el misme calculo con vV, se obticne

.lbl
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as generalmente {por induccidn)

W S AV ) < I I <pt—
] ntn bﬂ i=1 bl b b-1
51 tomames v on 1a esfera de TqD de mody gque Ao = AO(V) alcance
¢
- . - i )\C k 4 \
su maximo en v se tendrd que Ay = Aq\w)f_—ﬁ- + —— (A = A (v} para
’ ' o b-1 2 0
. . . : n. s . . 2
cualquier w eon la zsfera unitaria de iq D) 1An\w)= inclinacidn
n

£s decir, si A es Ta midxima inclinacidn de idD ecntonces la maxima
0

Ao
inclinacién ) de . fnﬂ)) estd mayorada por — + L ; pero
n q n )
n b b-1
n k 1., , . \
b+ » (n » «) y 5o < 7 (b - 1), en consecuencia existe n tal

Ya que Tpu varia continuamente con p eN, para cualquier veriedad

n
. , . ) . n 0, .
N se tiene (con¥W = f"(D); que existe un disco D en f (D} conte

. . . s - s Y . -
niendo q, tal cua 1a inclinacidn A de ;pD satisface A < Eﬁl
0

para cualguier e U (dimD = dimp).

Sea kl, 0 <k < mwin{e, k} y escojamos 6, {(J < & <1} tal que

30 ey _ _
max { il——7§i§l1| , x € ¥} <k, donde vy = u (r) x £g{r). (Fosi-



J

Bxs

<>
=

ple porque =0 en :u\r) y iu\r) es compacto}. Podemss -

asumir que .~ C V1 y que q € V (recuerde qus q' ~ 0 y vl es
¢

una vecindad dei origen).

. - l (\ i [ - 3 . -,
sea v = (vu,vr) £ apﬁ (p e D}, sabemos que v tienc inclinacidn
P

[

LV
A = x. (v} = ll—lLL<-l {b=1j. ‘eremos gue las  iteradas

. 1
de v tienen inclinacidn pequefa,
/ o y \
/ 30 SIes
o U ;s u
: + ; 4 —
/“u\vu) 2 X (pJ Vu ¢ X (p) Vs
u s
v = Df p\v)=
& ('kS J Q‘)u
L) + == 0 v + = (0)
s 5
-y L
(S ¢
\ . ¥]
Love + = -(Q)VS T (p) v,
3 D W vy = M = Y
ng+i Ngt+1 1 Yo .
l,,x“ DIV + 5 (phvyreyivy)
P s "
cuyc denominador os riayor que
. ¢ ‘:"u N d ¢u 1
gy =t v T (v Sy kv =Kl |

y cuyo numerador es menor que @  ||vgl| + Kk [vgl] + kg [lv 1]

Por tanto



30

+ + ] + + +
. ) a - k Ana k1 ) \n° kl ) xne kl ) kno kl _
notl =71 _ e LI R 5}
3 k -k xno b xxno h=k{ , ;b >
Aotk
= _Ng I
b+ 1
(=54
| N Mg K
Pongamos b, = =—= [y, > 1) entonces A < %+ =, Procediendo
1 @ 1 n0+1 01 '../1

por induccidn se obtiene An0+n = Ano+n\vn’ <7 t—Z7 Yy com

b b

1 1
B > » existe n  tal que X < g1+ 1 ) si n>n.
n0+n ,) "1 -

“1
(tecuerde que k < €).
4ST se tiene quc la inclinacidn An0+n de T“fn(D) @s menor o -

n
igual a e {1+ ~J:T ) para n > n, Esto permite afirmar que dado

H

1
. ) - - - nﬁ . e . .. . )
€ > 0 existe n tal que 'pf (D) tiene inclinacidn menor que €

. - . N, . o n"’ .
si n>n ypara cualquier p, f‘{ ). (us decir Tpf (D) es casi

naralelo a -y Peraon suficientemente grande).

nl » ~ " e
Jueremos ver que f“gﬁﬁ nuede alcanzar cualquicr tamafic prefijado

eligiendec n suficicntemente grande. Para ¢i1o veremos que f  ex
ry . 1
pande D con razdn 3 - k> 1.

.- i1, - - o= .
5ea v e Tpf (3, v = {v ,vs) y sea w = {wung) Dflp(v), entonces

u
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i

- 2 ! 2
\/MUHZ S O 1 Y T ™S W P 1 Y | "s|],
N eI

| 2 : 2
TR AT TR EE v b 1wyl
- T R .
Ya que W, = { (v, 4 :r;; (») vy 7x, (p) Ve se tiene
1 - . o
gl 1> 2 00wl = K Tl = K fvgl] y de agui

w
Ji_!ll. > l-- k - kx_ .« Pero las inclinaciones X_, A +1 se hacen
HVuH — a n n n

tan pequefias como se quieran, tomando n  suficientemente grande y

V)
v

de aqui @s arbitrariamente proxime a -% -k {si n es

grande). Luego el difimetro de fn(ﬁ) es aproximadamente el didmetro

de U muitipticado nor { %—- k)n > @
n >

Este hecho junts con la pequefia inclinacidn uniforme de los planos
. NN oo . . , .
tangentes de f (.} implica la existencia <o un disco Y, ©n

n, . .o . -\ . .
f gﬁ) zl-e-prcxmmo d2 {n >nj y termina la demostracidn,

Observacicnes: (a; i1 A-lema también es validc para puntos perid

dicos hiperbdiicos. Para ello basta probar con fn(n = perfodo) en
vez de f y nctar que si fk(D) es ( -e-priximo a 3 entonces

+ P e - 0 -’
£ k(u’) es Ll-etprox1m0 a B para algin €'.

b Si kC WS(p) as compacto y para cada qe k se tiene un -

disco Dq el cual intersecta transversalmente a wS(p) en g
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cdim Dq = dim Wu(p;) de mode que la familia {Dq}q es continua.

(En el sentido de la definicisn I1II. 3.2;. kntonces dadc € >0 -

. 1 . . . PN
existe n tal quc T'\Dq) contiene un disco Dq n bl-e-prox1mo a
1]

un disco prefijade o < W{p) (dim Dq L = dim B o= dim wWip),
3

p e B). La pruzua ¢s practicamente la misma que para el A-lema.

s
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lacion < definida en 2.3 es de orden. Para ello necesitamos algunos

resultados previos, 1os cuales son corolarios del A-lema.

A £roposicidn: ean Dys Pps Py € M puntos periddicos hiperbdlicos de
fo oi

w“(pl) intersecta transversalmente a ws(pa} en un punto gy ¥

w”(pz) intersecta transversalmente a wsipg) en un puntc g, entonces

w“(pl) intersecta transversalmente a ws(p3) an uh punto q.

Lemostracion:

Sea b<:;w“(p2) un disco de la misma dimensidn que w”(pz) contenien
do QW Y Py gxiste € > 0 tal que tode disco B',LI-E-prﬁximo an

intersecta transversalmente a ws(p3) en algln punto q' préximo a 9y-
’
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Sea i C w”(pl) un disco de la misma dimensidn que w“(pl) conte-

. . n: . . n
niends qq5 entonces existe n tal que f {dl) contiene un disdo D

L0

¢ o-g=-préximo a B, lueqo I intersecta o wS{p3) en algln punto
Fero ?Sgg fn(Dl) c f”(w“(pl) = w“(pl), 1o cual dice que
qe w”(pl) M ws(p}; y termina la demostracidu. .

.5, rroposicidn: ea p» e M un punto periddico hiperbdlico de f y -

supongamos que existe g ¢ w“(p) M wS(p) con q #n, (g se dice

homoclinico). :.ntonces q ¢ Qf ¥ Qp es infinito.

emostracidn:
TN
S o~
g \
A AN
i
| \ _
.i N h
? ) i
' A
ws - hN i —_— / ) Il
- | | i
j ' |
i N D //
! \//
v v
|
e
!
W

sea ¥ wuna vacindad de q en My sea D un disco en ; tal que

dim D = dim Wus q ¢ Dy D intersecta a ws(p) transversalmente en

g. »ea 2 C W”(p) un disco de Ta misma dimensidn que w“(p) conte
niendo los puntos p, q. Ya que B NY # ) eoxiste € >0 tal que

3' as un disco ;l-e-préximo de D entonces B' MY vV # P,
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Por el A-lema existe ny tal que fn{d) contiene un disco

bn(dim o= dim L) Cl-e-prﬁximo a o opara n >Ny wn particular

n
f”(a) N YD fngﬁ) M VEDP para n >y, 1o cual prueba que

q € .

Por otra parte g no puede ser periddico porque g e Ws(p), q#p Yy

f{q) ~ 5 (n » «j. .sTorb(q) = {f'{q) I ne st es infinito vy

contenidc en Qe en particular g es infinito 1o cual termina la
demostracidn.

Proposicién: 5i f es un difeomorfismo .orse-imale entonces la re-

laci6n < definida =n 2.3 es de orden,

vemostracion: La reflexividad es inmediata y la transitividad es -

una reformulacidn de I¥. 2.4, Para demostrar la antisimetria sean

Pi» Py € Qf, Py # 55 Y Supongamos que existen

qe w“(pl) ﬂws(pg), q' € Wu(Pz) a ws(pl)‘

N
-~




2.7,

87

Sea o+ C w“(pl) un disco conteniends q (dim . = dim wu{pl)) y sea
. C WS(p)) un Jdisco conteniendo p, ¥y q' (dim . = dim wu(pz)).

fa que o ) ws(pl) # £ existe € >0 tal qus si B' es un disco

Ll-e~pr6ximo de 3 (2im 3' = dim ), entonces D' M) ws(p1) iRy

contienc un punto distinto de p; vy vroximoe a q'.

.

Por otra parte la interseccidn . r“\ws(p2> ¢S transversal {porque
Uy v A elSy U; vy .
W (pl;(\w (pp) es transversal y . C W apl)/. i por el A-lema -

existe n tal que f”(,) contiene un disco - Ll-e-préximo a wj en par
. ¥ - . ) . -
ticular D MW (py) contiene un punto q'' # py. fFero

%AW C O wipy) © wipy) MW (p;) lo cual dice que

g'' € w“(pl) M ws;p1). (q'' # pl). ve 1. 2.6 se sigue que Q¢
debe ser infinito 1o cual es contradictoric y termina 1a demostracidn.

A continuacidén demostraremos el Gltime resultado de esta seccidn; -
dicho resultado n¢ tiene mucha conexidn con 10 expuesto en este capi
tulo pero prasenta analogias con el resultado principal de la proxima

seccidn.

vefiniciones: .aas pe M, se define la Orbita de p (relativa a f)

como el conjunto
P ,
pip) = { Fip) | nesl.
Cefinimos también el w-1imite de p comc el conjunto w(p) formado

n.
por aquellos puntos q ¢ . tales que f 1(¢) +q (i » «) para algu
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f(%i} M i = @ si i>1 ynote que f(x) € f(vl)). sea

ny, > 1Ny 2l primer indice tal que x) ¢ ¥, igual que antes
fn(x) ¢ Yi {i >1). Prosiguiendo de esta manera obtenemos una su-
s K
cesidn ny > = tal que f 'x) e k - U ¥1; sero K es compacto
i=1

n.
(., compacta} y podemos entonces admitir que f '(x) » q.e K (i + =),

Lo cual estaria en contradiccidn con q e wix) C Q¢ C W bi y

K (UL

;) = 0. aste(x) N {my,) es finite y w(x) & 6 (py).

Pongamos w{x) = 8{p) (p ¢ mf) y sea k <1 periodo de p; probare

nk. .

mos que f {(x; tiende a uno de los puntcs o, f(p),...,fk'l(

p) -
cuando h - w,
Para ello tomamos vecindades abiertas y disjuntas ;o, Ll""’“k-l

k-1

de p, f(p)s ... 5 T (p) respectivamente tales que

» Lo L
f\‘v.I)m “j g si 1# J.

{1 método empleadso anteriormente se aplica para probar que s§lo exis

te un nimero finito de indices n > 0 tales que

£ "(x) ¢ 50 {p e bo ™) w(x) # D), pues en caso contrario w(x) tendrd
- nk
un punto en M- \_J o IsT F(x) »p (n > <), o sea
5 - ‘o Cnicign de Wio) o 2y
X g b k\p f(p . {Yer definicifn de (p) para puntos peribdi-

cos hiperbSlicos en If, 2.2 {c)}.

2sto prueba que M =k,5w§(p) {p € ”f) de manera andloga se muestra
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"t ¢s iorse-Smale y wg(p) = 5 1(5))-

que M =\\Jw¥(p). (0 ain f -
f

Finalmente, ya que M = U w(p) (unin finita) debe existir
Y

pefe tal que dim w{p) = dim ., entonces 7 es un atractor de ma-
nera andloga existe q e ¢ tal que dim M= dim w“(q), 1o cual di-

ce que q @as un expulsor. isto termina la demostracidn,
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DESCD PuUsTLI ESPECTRAL,
5ea 1M una variedad €y f : M > M un difeomorfismo Qk (k > 1), nues
tro objetivo es probar que @ = Q¢ admite una descomposicion
VR Voeees Q en subconjuntos disjuntos irrecducibles si @
tiene una estructura hiperb8lica y ner(f, es Jdenso en . (5e su-
pon: M compacta en este resultado).
cn 1o que sigue M denotard una variedad C"y f : M > M un difeo-
. ko \

morfismo (° (k > 1j.

3.1, Proposicidn: Sean p, q € M puntos perifdices hiperb6lices de f y

sean X e!ﬂsip)(”\ Wu(q), y e\ﬂu(P) M ws§q} entonces X, y € fig.

Demostracidn:

Sea U una vecindad de x. For el A-lema tenemos que para cualquier

vecindad ¥ de y axiste un entero n>0  tal que wtfn{U)(“\V F o
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“plicando de nueve el A-lema podemos afirmar que para algin m > 0,
W) N U # o, Luego FULIN () NUC PN N ) N =

= fm(w)(ﬁ ¢ # P, 1o cual prueba que x ¢ tigt ‘e manera andloga se

muestra que Vv ¢ s 1o cual termina 1a demostracién,

vefinicidn: -iremos que f satisface el axioma ¢ si

a) Sig tiene una zstructura hiperbdlica rclativa a f,
b) per(f) = {(puntos periddicos do f) es ienso en g
cn 1o que sigue supondremos que f satisface ¢l axioma .
Proposicidn: rara cada x € g existe € > 0 y una vecindad HX de X
en Qg tal que para cualquier par y, z € N*, la interseccidn

)] wS \ N i
W (y,e) (Y W{z,e) es transversal y se reduce a un punto p € Qf.
{Fara la definicidn de  >(y,e) ver IIL. 3.1).

semostraci6n: ¢l teorema III. 3.3 {sobre varicdades invariantes de

conjuntos hiperudlicos), sabemos que existe € > O tal que
{ws(x,e) 7, Wix.e)dr (xe Qf} son familias continuas de subvarie
dades de clase % ¢z M. ¥ que la interseccidn W ix,e) O Wix,e) es

transversal y se reduce a x. Por transversalizad podemos afirmar -

que existe una vecindad ix de X en Q¢ tal que la interseccidn
ws(y,e) M w“{z,s) as transversal y se reduce a un Gnico punto p.
~e la proposicisn 1V, 3.1 sabemos que si y, z son periddicos enton-
ces pe Qf.

supongamos ahcra Yy, z no son periddicos; ya que per{f) es denso

en s existen sucesiones {yn} . {zn} en per(f)(“\Nx tales que
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yn".Y: Zn"Z.

\ .- S . N - .
~hora 1a sucesidn Py =W (yn,e} M wu(znse) estd en Qg y converge

ap, luege p e g Y acaba la demgstracion,

3., i'roposicidn: fara cada X e Q¢ existe una vecindad . de x en Q¢

[y

tal que para todo abierto L C ax, U # 0, se tienc

NS U e,y © U .
n>y ’ n>0

Jemostracidn: cea . COmO en (IV. 3.3) y t CN, abierto # §; ya que

per{f) as denso en ¢ existe un -

u_— | punto periddico q € y. Tomemos un
{ i:\\t\\ punto periddico p en 'y Y sea
y \\ ! q u \ S
N~ y =W {p,e) (\W’(q,e). Ya que
.,_,_,:*é_,,_ My} > (n +») existe k>0 -
{ k".’ -
P tal que v e f (i), pero f (y) > p

(m > + =) Tuego F™K(y)e £ My) -

de donde p e \LJ FU).
m>g

31 per(f)(*\Nx < ) £77) y de la densidad do per(f) se sigue que
m>0

N, U f'm(i). .© manera andloga se prueba qua N C\_J fm(U), 1o
X m>0 X m>0

cual termina 1a demostracidn.,

3.5. vefinicifn:  in homeomorfismo h de un espacic topolégico X (h:k > X)
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se dice topolSgicamente transitivo si h tiene una drbita densa en X,

.sto es, si existe x € X tal que {h"(x) | ne £} es denso en X.

Teorema: (descomposicidn espectral). supongamos M compacta, Oxis

te una descomposicidn ({nica) de Q¢

[y

en una unidon finita de subconjuntos, disjuntos, cerrados invariantes

{(por f) y topcldgicamente transitivos (f : gy o> Qi es topoldgi-

camente transitivo). La descomposicidn g = 8y Leveol @ se 11ama

la descomposicion espectral de Qe

uemostracidn: Para x ¢ g sea i, como en IVe 3.3 y IV, 3.4. .efi-

X

nimos QX = J fn(nx). ts claro que nx es cerrado e invariante.
nel

Veamos ahora que dos Qx son iguales o son disjuntos. Para ello -

sea z e, O\ Qy (X, Y € Qf) y tomemos i como en IV,

X X, ‘vay’ u'.'z

3.6, Entonces (W L)) #D (t=x, y).
z nes t

Luego existe k tal que V = ., M fk(zix) # 0. ¥, es abierto

de IV. 3.4 se sigue que Q, = U (V). Ya que 2, 20, se -
neZ z

tiene (LU v ) (LW fn(dy)) 7 P por tante existen ki k, ta

nes nez
k. k5, )
les que fA{V)M f (Ny) # P y de aqui
fkl(ﬁ M fk(* )) M £k (: ) #0. :sto dicec queu= 1 MNFf(N)=p
z X Cy X y

(Y‘=k2-k1-k).
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vel lema IV. 3.4 se tiene que & = (" (2 )= (U)=U (L)
ne:i nel ne:

= n d = §
LJ f (..y) by

Ya que Oy contiene una vecindad de x en gy Qg es compacto en
tonces la familia {Q, | x € ¢} es finita, digamos LUTPPPPRtS o
Es claro que g = “1 U...U Qk’ Resta probar que o, es topol16-
gicamente transitivo.

rhora Q, posec una base numerable {Ui} i > 0; y definimos

A, = U M.

T nes 1

cntonces Ai es un abierto denso de Qx y por tanto s = (M Ai es re-
i>0

sidual y no vacio. (Q, compacto). Sea a e ., entonces a € /i

1
n,

(i > 0), por tanto existe n; €& tal que ae f 1(Ui) (i >0). s

-n.

1y

decir f '{a) ¢ Ui; dge aqui la O6rbita 8(a} de a corta todos los U

y por tantoc es densa en Q- tsto termina la demostracifn,
vorolario: Gupongamos M compacta y sea ﬂf = 91 U..oolld “k la des-
composicidn cespectral de {ig. Entonces

k S
M=JW (sz).)
i=1

n
donde WS(Qi) ={xeM]| f k(x) > 2 (k = =) para alguna sucesidn

> © (k > (,o)}_

Mk
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wemostracidn: Sea x € M, Ya que M es compacta w(x) # 8. .demds

w(x) © fig ¥ por tanto existe i {1 <9 <K tal que

Wix) () g # D, Probaremos ahora que w(x) < .

Ya que ﬁi, o= “i son cerrades disjuntos, existen vecindades -

abiertas y disjuntas Wy V en M tales que QiCI W& y (u-ni)CZ v,

[

Por otra parte Sy es invariante por f, en consecuencia para ca-
da x € g; existe una vecindad v, ode x en M tal que

Ux C Wy f(L_JX}C W, Sea u= J L entonces U, C U C W,
XED
i

y fit) C y, en particular LY =2 y FU)O V=0,
“firmamos que existc sGlo un nlmero finito de indices n > 0 tales

que () ¢ .. Dorque en caso contraric sean ny 2 1 el primer -

) n,-1
fndice tal que fnlix) ¢ y, entonces f 1 {x} ey de donde

f(x) e f{i) y por tanto f"{x) ¢ V. sea ny >n el primer indi-

Z
n, n,
ce tal que f “(x) ¢ i; igual que antes se tienc que F S(x) ¢ V.

Prosiguiendo de esta manera obtencmos una sucesidn ne > e tal

n
que f k(x) e K=M-- UUV), pera K es compacto y pedemos Supo=-

n,
ner que f k(x) + 2z € K 10 cual es una contradiccidon {pués
ze KMwx) y wx) C Qf U U V y (UUWUi)M KB, Usto -

prueba qua w(x; C i sea X, € w(x) M ﬁi’ entonces existe
Ok
e > tal que f “{x) - X, € Qi C  §, 10 cual prueba que

X evvs(ni) v termine la demostracisn.
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1.1.

1.2.

CATETYE S

SISTEMES DINAMICOS DIFFRENCIABLES

M denotard una variedad €y TM su fibrado tangente supondremcs que
M es de dimensién finita. X : M+ "M denotard un campo vectorial

[

de clase Ck k > 1) sobre M,

_efinicién: :n fiujo (o sistema dindmico) local en M dc clase ;k
es una anlicacidn ¢ : U x {-e,e} > M, donde U cs un abiertn de
y € >0, tal quea:

aj ¢p UM x o ¢t{x) es un difeomorfismo Ck sobre un abierte
¢t{L) de M para cada t e (-gse).

b ¢ (x) =x {xe U)

€ Opas(X) = 0y o oglX) sis, t, s+ t€ ;ey )y o (X} e L.
Cuando U=M yge =+ se dice que ¢ es con flujo global o

sistema dindmico sobre ; en este caso ¢, : MM es un difeomor

S Q_t.

9]

fismo cuyo inversos

..s sabido quc dainc un punts p e M existe un flujo lecal (dnico)
6 1 U x{~e,e) > M tal que pe Uy t> tix; es la curva integral

de X que pasa por x{x e U). uste flujo o sc dice generado por

X, {uando M es compacta o as un flujo global.

iefinici6n: 'na sinocularidad de X es un punto p e M tal que

X =X{p) =0Ce TpM.
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s facil nrobar que »p e‘M es un punto singular de X si y solo si
¢t{p; =p nara cada te {-e,e), donde & : I X (=€,e} >+ M es 21 -
flujo generado por X alrededor del punto p.
1.3. definicidn:  .na sincularidad pe M de s¢ dice hiperbdlice si
p es punto fijo hiperbdlico de Op U+ M para cada t, |[t| <e.
La definicidn 1.3 ¢s de cardcter local y podemos admiti} por 21 momen
to que X es una aplicacidn de clase ck (k > 1) de
X(0) = 0. Sea o :

n -
F en !‘:n

con
L x (~e,e) > R" el flujo local generado por
alrededor de 0 e "3 ya que é%-(@t(x))
]

X(¢t(x)) entonces
Qz|¢t(x) o b¢t'x y para x = 0 queda

o §¢t'0.

Luego t ~ (;¢t‘ ) zs la (nica solucidn de la eccuacidén diferencial -
0
(matricial) o =

o &y ®(0) =1 con F = l ; T = identidad de ",
0
(.ote que ¢ol = jdentidad). Pero sabemos que la Gnica solucidn -
de esta ecuacifn diferencial es ¢(t) = et’, &n consecuencia
- t:- {
oyl = e DX|O (1t] < €)
‘ea t # 0; es sabi:do que A &std en el espectro de DX siy -
0
s6lo si t A, 2std ea el espectro de t .X . y que esta en el -
N e a N -n . - . A
espectro de un op2rador N 0 >0 siy sdlo si e
aspactro de e, sf

estd en el
A estd en el espectro de -¢t

si y s6lo -
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si A = et” con u en el espectro de g;io.
cn particular |A| = et RQ(E) donde R e(u) c¢s la parte real de p.
“@ sigue entonces que p es una singularidad hiperbdlica de . si

y sdlo si  |a| # 1 {para cada A ¢ sp(D¢ti J y asto equivale a t.
0
re(u) # 0, o sea Fe{p) # O.

Hemos probadec asi gque

s s - -n . ) . . . .
Proposicidn: X : Mo tiene el origen como singularidad hiper-
b6lica si y sGlo si los autovalores de .. . tienen parte real di-

ferenta de cero.

e paso mostramos quc p es una singularidad hiperbdlica de A siy

s6lo si existe t # 0 tal que Oy U->M tiene p como punto fi-
jo hiperbélico.

Supondremos por ahora que X genera un flujn glabal ¢: M x & > M; -
dade x e M se define 1a Orbita de x (respecto a x) como el con-
junto y{(x) = {¢t(x) I t e ©}, Tiremos que x € M es un punto -
periddicc de X si existe t # 0 tal que ¢t(x} =XYyX noes -
critico.

Si x es periddica entonces {t > 0 | ¢t(x) = x } ¢S no vacio, pues
si ¢t(x) = x antonces Qt{x? =x, i1 infimo t de

{t>0] @t{x} = x } es llamado el periodo de x y verifica

¢T(x) = X, (5 =0 &l puntdo x es critico).

-

5¢a x € M un punto peribdico de X de neriode T > 03 entonces
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entonces ¢t+£(x) = ¢t{x) para cada te i ¥y

O

( = - VY= Li_ - = 'I—g— =

= E¢Tlx(xx). o cual dice que 1 es un autovalor do ;¢T! con autc
X

)

vector de Ax‘

[y

Lefinicién: .iremos que un punto periddicc pe . de .. de perio

do T > 0 <s hiperbdlico si

a) I1 Gnico autovalor X de D¢T de Tongitud uno as A = 1.
n
n

by L1 auto-cspacisc correspondicnte al autcvalor A =1 tiene di-

mensidn 1.

Observaciones: +{a; £n dimensidn infinita habria que pedir ademds -

que A =1 fuera un elemento aislade en ¢l espectro de Q¢T‘ .
P

{(b) Si p s perifdico hiperbdlico {(de periodo T > 0) entonces

P Y npone & 1i TM=. 4L &

T s¢ descompone on suma directa TM = . 4L @(D] donde
[ﬂp] es el espacio de dimensidon 1 generado por X5 ﬁu’ ES son in-
variantes por ¢ (el primero es la parte “cxpansiva" y el segun

CTip

do la parte "centractiva”).
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cL TUORE: A o0 HART G,

£ denotard un espacio de .anach, ¥V C & un abierto 0 ¢V vy

s

" teniendo el origen 0 ¢ &

Lo Ve Loun campo de vectores como

singularidad hiperbdlica.
Luestro objetivo es probar que £ es localmente conjugado a L = DX
0

es decir, existe un homeomorfismo local k de . en la vecindad -
del origen (h(0) = 0; el cual 1leva las ‘Arbitas de % en las Gr-

hitas de L.

comenzaremos admitiendo sin demostracidon los dos rasultados clasicos

siguicntes.

Proposicifn: {.esigualdad de Gronwall). zean u, v : [a,ﬁ] +> i a-
plicaciones continuas y no negativas tales que
£ t «
uit) < a J u{s) vi(s) ds para todo t e [a,4] y algin o > 0,
a

cntonces: t

[av(x) ds.
U(t) < Q<

~

Proposicifn: “ea v : I~ £ un campo de Lipschitz (Lip(Y) < + <),

fntonces Y acnera un sistema dindmico gloval ¢: & x T+ [ el cual

o l
verifica: ||y ix} - v (¥)1] i,eklt’llx -yl| donde k = Lip{Y).

Proposicidn: .ado € > 0 existe un campo ef v E e E verifi-

candc las siguientes propiedades

a) Y es tipschitz. (Por tanto genera un sistema dindmico
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b) ¥ =L fuera de una bola £{g) = {x e £ | ||x]] < 2} C T&IC V.

14

c) Existe un abiertc LUC Y conteniendo ¢l origen tal que ¥V = X

en V

d) 5i P T g - Lt’ donde Lt = etL = sistema dindmico generado por
L, entonces existe una constante € tal que ||¢.]] 57 para
te[-2,2 vy !.ip(¢1) < e,

emostracidn: dea f= i-~L VT (L= DX'0 f{0) =0 :f'o = 0j.

fscojamos £ > 3 tal que T{ZJ < V y seao : R - [0,1] una a-

plicacién ¢~ tal que aft) =1 si |[t| < 1/2; a(t) =0 si

lt] > &. .efinamos ¥: 0> por 3(x) e al]lx]]) f{x) si
xeV;¥(x) =9 si x ¢, de la definicidn es claro que ¥ es de
clase c'.

Por otro lado, dade & > 0 podemos escojer £ <o modo que ¥ sea

acotada con Lip{3) < s.

£s claro que ¥ = f en ||x|| <1/2 y ¥ =0 fuera de o3 defini

mos Y : L -0 por Y =L+ 3, entonces Y @es de Lipschitz, Y = &

en ||x|| < 1/2 e Y =1L fuerade B,.

Es decir Y wverifica las tres primeras partes de nuestra proposi-—

cion y Lip(Y) < ||L]| + 8. Por otra parte, se sigue de V. 2.2 que

o) = vyl < x -yl st te -2, 2.
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Sea ¢t = wt - Lt, entoncas

t t
5, (x) - oy} = JO ¥(pg(x)) = Upg ()| ds + fﬂa.ws(x) - o4(y) ds

y usando Y, 2.1 se obtiene

2k 4 |IL]|

[og(x) = o ] <28 e |-yl si te [-2,2]

Ey

donde k = Lip(y).

Tomando §  suficientemente pequenc podemos asaqurar la condicidn

d) referente a Lip(¢1). 'demds con y = 0 en la desigualdad pre-

cedente se tienc
) atiutl
o1l <28 e M Ix) e e 2,2,

is 1l¢t(x)il < M para una cierta constante M en ||x|| < 4.
o) = 1 fiin de 5 3 3 = ! e
Pero Y =1 fuera de 2 implica wt by fuera de Bz 0 sea

¢y = 0 fuera Je 10 cual termina l1a demostracidn.

;Ki

Teorema: (lartman). X : V-~ & es localmente conjugado a L = Bs'o

en 0 e i. &s precisamente existe un homeomorfismo local i en -
una vecindad de 0 e © (ii(0) = 0) tal que u{¢t(x))=Lt(H(x)), -

tl. el

siendo th 1a curva integral de 4 que pasa por X y Lt =g
sistema dindmico generado por L.

.. . o . . o r
iemostracion: Gea Y : E > E un campo de clase ‘. como en la -

proposicidn V. 2.3. Yaque Y =X en U (i C . abierto 0 ¢ U)
entonces Y ¢s localmente conjugado a X en O € £ (pues la iden-

tidad de £ 1levari localmente Grbitas de X en Grhitas de Y). £sf es
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suficiente mostrar que Y es localmente conjugado a L = DXO; de -

hecho probaremos que Y y L. son globalmente conjugados; es decir, -

existe un homcomorfismo T L tal que LS o 1= H o ws’
(s ¢ ) donde e “» 1 (s e ) es el sistemx dindmico generado
por Yy LS =% Ya que Y =, en I sc sigueque Oel es -

[y

una singularidad hiperbdlica de VY.
sea Op = ¥y - Lt y sea € > 0 el dado por el teorema II. 1.3 con -
respecto al operador hiperbdlico e“; el campo vactorial Y puede ser

elegido de modo que Lip(¢1) <g (ver ¥, 2.3 {d)). Luego por 1I,

[ ~

1.3 existe un Gnico homeomorfismo h : £+ : talqueh-1:L~»¢

es acotada (h - I ¢ Qb(E;) y ho wl Ll o h (iote que L1=eL).
vefinamos « : & - I por

1
(x) = f Ly o hoUx) dt

0
Si o h=1+u (ue Cb(E)) se tiene H=1+w con
] 1
w(x) =J L t(¢t{x) +ou wt(x)) dt y de v, 2.3.(d) sz sigue que
0"
WE Cb(E).

Por otra partc, para s e {0,1]

1 1
L"S o :} o u}s=i“_s O(Jol_-t Ohowtdt) owS=JOL_(S+t)o h o wS‘*‘t dt

JS \ 0 S
= L,y ohoy du {(u=s+t-1) =J + j .
1s U1 u+l “1+s Jo
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0 1
J 1+SL_{U+1) o N o wu+1 du = JSL_V ofl o ¢v dv (v=u+1) e

S s
. du = ’ oy du =
J,\‘)L"u"l o h [+ q}u+1 U JO ._-u o h o wl o J}u 1u
S ' ‘
)OL'U oh o ¥ du (pcrque h wl =1 0 h)
h consecuencia
| 1 1
L-s o i1 o ‘ps = IS‘-V o h o) ‘J)v dV + IO L_u ° h o l’)v = i, ]O Cua" -

prueba que . o Y = lg o 7 para se [0,1]. :tilizando las pro-

piedades bopt = Vg o Wps Ls+t = LS o Lt se sique que

H oo by = LS o '+ para todo s € R; en particular

H oo ¥y = Lo © y d-I=we Cb(E). Poro por 11, 1.3 sabemos
que la ecuacidn k , ¥y = 11 - k admite una dnica solucién k tal
que k - I ¢ ib({); de agu’ !l = h 1o cual prueha que H es un

homecmorfismo y termina la demostracion.



§3.

3.1.

3.2.

VARITBALES THVART WITES

. . . ) . . .
ea :una variedad ¢ y =~ : M- 1M un campo vectorial de clase -

r (r > 1). “upondremos que X genera un sistema dindmico
0y M>M (te %) global sobre M, fea p e M una singularidad -
hiperbSlica de ..

vefinicidn: ilas variedades estables e inestables de . en p son defi

nidas respectivamente por:

k)

Wi(P) xeM | odx)>p cuando t >+ =1},

Wip) = fxe M| ox) »p cuando t - =),

s S _ S ‘
Proposicibn: (a) wx(p) = w¢t(p) para cualquier t > 0

(b) wﬁ{p) =W. {p) para cualquier t < 0,

semostracién: (a) Sea t0 e P, t € 0, es claro que
0

Wi(p) - w; {p). (Porque ¢t(p) > x implica
t

- t >

0p(x) =0, (xj > p cuando n > =),
to

Para demostrar la contencidn reciproca haremos uso del siguiente he

k

cho facil de probar: "3i f : M >M es un difecomorfismo C- tenien

do peM como punto fijo hiperbdlicoy K& w?(p) es un compacto,

entonces dada cualquier vecindad U de p on M existe un entero

no >0 tal que f{x) el si n z_no y x e K'. (Es decir

fn(x) +p in - «; uniformemente en x ¢ KJ.
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tna verificacifn directa prueba que wi (p) es invariante por ., es
0
decir, ¢t(w§ {(pi} = wf (p) para todo t e i,
t "’to

Shora dado x ¢ wg {p) sea K={g,{x) 0=t <t ). Entonces
t

0
K es ccmpacto y por tanto cado cualquier vecindad U de p en .

existe no > tal aue ¢2 (y) =6 (y) el si n 3_nc eyek.
0 to '

Sea T =n t,si t> T, pcdemos escribir t = n to +T c¢con n
0 0 0 -

entera n >0y 0<1 < to. A\si ¢t(x) = ﬁnt (¢T(x)) e U por

0
ser n>n y QT(x) e K. ‘lemos probadn entences que dados
0

X e'w; {(p) y una vecindad U de p, existe T € R(ro > 0) tal
t
0

que ¢t(x) e. si t> T 1o cual equivale a decir que
¢t(x) +p cuanco n -+ » y prueba que X € ‘?(p). Fsto termina -

la demostracifn e ia).

b) Para demostrar (b) notames que el sistema <inimico generado por

. - T % - S bd
-res §_ = @tl, Jue N%(p) = w:_l(p) y que Wuxu W, Deaqui

Wi(P) = fo(D) =W {p) ; 1o cual termina la

u
, = W¢ P
-t {-t > 0) t (t<0)

demostracion.
Proposicién: (A-lema). Sea i< M un discc transversal a wi(p) -
en un punto q # p (dim ° = dim W§(p)). tado € > 0 existe t0 > 0

tal que ¢t(’) contiene un disco ﬁt (dim yt = dim L) { -e=-préximo
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a un disco prefijado . wﬁ{p) todo t >t (dim B = dim D,

D e B).
cemostracidn: Sea K= {¢.(q) ] 0<t <1}  ysea
0, = 9.(D) 0 <t <1. intonces D, intersecta a wi(p) transver

salmente en ¢t(q> (0 <t <1) por ser ¢, un difeomorfismo el

cual deja invariante a wi(p). La prueba se sigue ahora de IV. 1.7

(b), pues {St, 0<t<1l} esuna familia continua de discos vy

K es compacto. -sto termina la demostraciodn,



[1]

[2]

[u]

108

BIBLIOGRAFTA

NITECKI Z,

BASS H.

TINEO A.

PAIAIS J.-de MELO, WELINGION.

_ifferentiable Tynamics the M.I.T. Press -
Cambridge, Massachusetts and London, Ingland.

1971.

Algebraic K~Theory Benjamin, New York - Ams

terdam 1968.

K-Teoria Algebraica y Geométrica. HNotas de
Matemdtica 2 4, Universidad de Los Andes.

Mérida-Venezuela 1976.

Introdugao aos Sistemas Ninfmicos Instituto
de MatemAtica Pura y Aplicada (I.M.P.A.) -

Rio de Janeiro.





