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Introduccion

La teoria de Automatas fue originalmente propuesta para modelar Redes
Neuronales. Sin embargo, ésta teoria tomé fuerza con el tiempo, hasta el
punto que hoy dia es usada para modelar una clase de Sistemas llamados
Sistemas de Eventos Discretos.

Tanto la teorfa de Autématas como la teorfa del Lenguaje Formal son
cuerpos de Investigacién que se han venido desarrollando durante los dltimos
45 anos. Ambos topicos estan estrechamente relacionados y constituyen par-
tes distintas de lo que actualmente se conoce como Ciencia de la Compu-
tacion.

El objetivo mas importante dentro de estas notas sera determinar las co-
nexiones mas estrictas en cuanto a la estructura misma de los Autématas
Finitos y la teoria del Lenguaje Formal, junto con el estudio de estructu-
ras matematicas que pueden ser descritas o reconocidas por dispositivos de
estado finito. Se usard el término racional para éstas estructuras, el cual
queda justificado por la conexidn con los nimeros racionales.

La organizacién de éstas notas es dada de la manera siguiente: El capi-
tulo 0 constituye los fundamentos para desarrollar los capitulos posteriores.
Este incluye algunos conceptos de la teoria de grafos y algunos conceptos al-
gebraicos. En el capitulo 1 se introduciran las nociones de Autémata finito,
en sus diferentes formas, y las expresiones Regulares, dando la equivalencia
entre éstas. Esta equivalencia constituye el primer gran resultado en estas
notas. En el capitulo 2 se introduciran las propiedades de los conjuntos
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regulares (o expresiones regulares), algoritmos de decisién para estos y la
minimizacién de Autématas Finitos. En el capitulo 3 se estudiaran dos ti-
pos de Méquinas Secuenciales (maquinas de Moore y Mealy), y las nociones
de Cédigo y Precddigo. Luego en el capitulo 4 los Autématas Finitos son
llamados a permitir entradas infinitas.

Concluimos en el capitulo 5 con la generalizacién de los Autématas Fini-
tos, y se desarrollara un método algebraico que consiste en el estudio de las
ecuaciones lineales, para describir el comportamiento de un A.F dado. Este
es el Segundo gran resultado en estas notas.
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Capitulo 0

Preliminares Algebraicos

En éste capitulo introducimos algunas nociones de la teoria de grafos y al-
gunos conceptos y resultados algebraicos, los cuales nos proveeran de una
herramienta basica para formalizar los conceptos dados en los capitulos pos-
teriores.

0.1 Grafos, Relaciones y Estructuras.

Definicién 0.1.1 Un grafo G, es un par G := (V, E), donde V es un con-
Junto finito no vacio y E es una coleccion finita de pares no ordenados de
V x V que pueden repetirse. Los elementos de V y E serdn llamados respec-
tivamente vértices ( o nodos ) y aristas ( o lineas ).

Un grafo GG puede ser representado graficamente identificando los elementos
de V con circulos y los elementos de £ con lineas.

Ejemplo 0.1.1 Consideremos el grafo G := (V, E), donde V = {u,v,w, z}
y E = {(u,v), (v,v),(v,v), (v,w), (v,w), (u,w), (v, w), (w, z)}, entonces grd-
ficamente tenemos su representacion en la figura 0.1

Ejemplo 0.1.2 Consideremos el grafo G := (V, E), donde V = {1,2,3,4,5}
y E={(1,3),(3,4),(2,5)}, es decir,

E={nm)eVxV:in+m=4dJdn+m="7}
La representacién grafica de G es dada en la figura 0.2
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Figura 0.1: .
2
1
3
4 s
Figura 0.2:

Definicién 0.1.2 Un grafo dirigido D es un par D := (V, E), donde V es
como en la definicion 0.1.1. y E es una coleccion finita de pares ordenados
de V x V. que pueden repetirse. Los elementos de FE serdn llamados arcos.
Un arco (u,v) € E es llamado un arco de u a v y lo denotamos por u — v.

Un grafo dirigido D puede ser representado graficamente identificando los
elementos de V' con circulos y los arcos con lineas dirigidas.

Ejemplo 0.1.3 Consideremos el grafo dirigido D := (V,E) donde V =
{P, Q, R’ S’ T} y ’

E={(P,Q),(Q, R),(R,5),(P,5),(P,T),(@,T),(5T)(Q,5) (S5 @)}

Entonces la representacion grdafica de D estd dada por la figura 0.3.



Definicién 0.1.3 Dos grafos G1, G, son isomorfos si existe una aplicacidon
inyectiva entre los vértices de Gy y los de G4, con la propiedad que el nimero
de aristas uniendo dos vértices de Gy sea igual al nimero de aristas uniendo
los correspondientes vértices de G;.

Definicién 0.1.4 Sean G, := (W1, E1) y G, := (Va, Ey) dos grafos tales que
ViNVy = 0. Entonces:

4

o (2) La unidn de los grafos Gy y G2, denotada por G1 U G, es el grafo
Gl UG2 = (‘/1 U%,El UEg)

e (i) La suma de los grafos Gy y G2, denotada por G1 + G-, es el grafo
G+ Gy :=(VUV,,FUH), donde E = EyUE, y H={(n,m):
n € Vi, me WV}

S
Figura 0.3:

Ejemplo 0.1.4 Si G, y G, son los grafos cuyas representaciones grdficas
son dadas en la figura 0.4 ,4(a) y 4(b) respectivamente. Entonces a Gy U G
le corresponde la representacidn grdfica dada en la figura 0.5 y, a G + G, le
corresponde la representacion grdfica dada en la figura 0.6

Observacion 1. Las operaciones de unién y suma de grafos son conmutati-
vas y asociativas, y estas pueden ser extendidas a cualquier nimero finito de
grafos.

Definicién 0.1.5 Un grafo G es llamado conezo si no existen grafos Gy y
G, tales que G = Gy U Gy. En caso contrario diremos que G es disconezo.



Figura 0.4: ‘

Figura 0.5:

Ejemplo 0.1.5 Si G es un grafo cuya representacion grdifica es dada por la
figura 0.5, entonces G es disconezo.

n"l

Figura 0.6:

Ejemplo 0.1.6 Si G es un grafo cuya representaéio’n grdfica es dada por la
figura 0.6, entonces G es conezo.

Definicién 0.1.6 Sea G un grafo. Una sucesion de aristas en G es una
sucesidn finita de aristas de la forma (Vo, V1), (V1, Vo), ..., (Vin—1, Vi) la cudl
denotamos por Vo = V1 — ... = V..



Una sucesién de aristas determina una sucesién finita de vértices V, Wi, ...,
V. LLamaremos a Vg vértice inicial y a V,, vértice final de la sucesién de
aristas, y diremos que la sucesién de aristas va desde V; hasta V,,.

Definicién 0.1.7 Sea G un grafo y sea (Vo, V1),(V1, V2), ..., (Vin—1, Vin) una
sucesion de aristas en G. La longitud de la sucesion de aristas es el nimero
de aristas que determinan dicha sucesidn. .

Definicién 0.1.8 Dado un grafo G. Una sucesidn de aristas (Vo, V1),
(M1, V), ...y (Vim=1, Vi) es llamada una trayectoria en G, si todas las aris-
tas son distintas. Ademds, si V; # Vi1, para todo 1 < i < m (excepto
posiblemente Vo = V,, ), entonces la trayectoria serd llamada una cadena en

G.

Ejemplo 0.1.7 Sea G el grafo cuya representacion grdfica es dada en la
figura 0.7, ‘

Y

Figura 0.7:

entonces V > W - X =Y - 7 - Z — X es una trayectoria en G y
V-oW-o>X—=Y — Z es una cadena en G.

Definicién 0.1.9 Dado un grafo G. Una trayectoria (Vo, V1), (W4, V2),. ..,
(Vin—1,Vm) en G es llamada cerrada si Vo = V.

Ejemplo 0.1.8 En el ejemplo 0.1.7 la trayectoria V- W —- X - Y —
Z — X — V es una trayectoria cerrada.



Definicién 0.1.10 Un grafo infinito G es un par (V,E), donde V es un
conjunto infinito cuyos elementos son llamados Vértices, y E es una coleccion
infinita de pares no ordenados cuyos elementos son llamadas aristas. Si 'V y
E son infinitos numerables, entonces G es llamado un grafo numerable.

Definicién 0.1.11 Un drbol es un grafo dirigido que tiene las propiedades
siguientes: .

o (i) Exziste un vértice, llamado raiz, que no tiene predecesor y del cudl
hay una trayectoria a cada vértice.

o (ii) Cada vértice distinto de la raiz tiene ezactamente un predecesor.

o (1i7) Los sucesores de cada vértice son ordenados de izquierda a de-
recha.

Definicién 0.1.12 Sean X e Y dos conjuntos no vacios y consideremos sus
conjuntos potencias, denotados 2% y 2¥ respectivamente. Una relacidn f de
X enY, que denotamos por f : X — Y, es una aplicacion f : 2X — 2Y tal
que ’
f (U Az) = Uf(A,), donde {A, P 1€ I}
i€1 i€l

es una familia arbitraria de elementos de 2%

Definicién 0.1.13 El grafo de una relacion f : X — Y, denotado graf (f),
es el subconjunto del producto X XY dado por

graf (f) ={(z,y) e X XY : y= f(2)}.

Definicién 0.1.14 Sea f : X — Y una relacion. Fl grafo de la relacidn
inversa, denotada f~1:Y — X, es dado por

graf () ={(y,z) €Y x X : y = f(z)}.



Definicién 0.1.15 El dominio de una relacién f : X — Y, denotado por
Dom(f), es dado por Dom (f) :={z € X : f(z)# 0}

Definicién 0.1.16 Una relacién f: X = Y es llamada una funcidn (o
aplicacion) si el conjunto {f(z), ¢ € X} es unitario.

Definicién 0.1.17 Una relacion R : X — X es una relacion de orden par-
cial si: )
e (i) Paratodoz € X, z Rz, es decir R es refleziva.

e (it) Para todo z,y € X, tRyANyRz = z = y,es decir, R es
antisimétrica.

o (1i) Para todo z,y,z € X, cRyANyRz = z Rz, es decir, R es
transitiva.

Definicion 0.1.18 Una relacion R : X — X es llamada una relacidn de
equivalencia si:

e (2) Paratodozr € X, zRx.

e (¢2) Para todo 1,z € X, 71 Rzy = 23 Ry, es decir, R es simé-
trica.

o (viz) Para todo xy, 22, z3 € X, z3 Rz2 N2y R23 => 21 Ras.

La relacién de equivalencia R es llamada invariante a derecha si £ Ry implica
que z -z Ry - z, para todo z en X, donde - es una operacion binaria en X.

A continuacién introducimos algunas definiciones y resultados algebraicos,
bien conocidos, que son de mucha importancia y que se encuentran en cual-
quier libro de algebra abstracta.

Dado un conjunto no vacio X y una relacion de equivalencia R sobre X.
Definimos el conjunto cociente de X, denotado por X/R, cuyos elementos
son las clases de equivalencias dadas por: T= {z' € X : 2’Rz}. Ademas,

X = UJ—J Yy 2_21=J—,'2<=$.’L‘1R(E2,
zeX




llamaremos a X/R el cociente de X mddulo R.

Podemos definir también el epimomorfismo canénico, ¢ : X — X/R por
¢(z) = z. Ahora bien, si f: X — Y es una funcidn, entonces los subconjun-
tos no vacios de X de la forma f~!({y}) = {z € X : f(2) = y} inducen una
relacién de equivalencia en X, la cual llamaremos Kernel de f (o nicleo de
f); tal relacién es denotada por Ker(f) y es definida como sigue: para todo
c,2' € X, z Ker(f)z' 6 z Ra' (mod Ker(f)) < f(z) = f(z'). )

F inalmente, una aplicacién f : X — Y induce una aplicacién inyectiva tnica,
f: X/Ker(f) — Y definida por f(z) = f(z) tal que el diagrama siguiente

conmuta,

X{ker f

Figura 0.8:

es decir, f(io()) = £(2).

Definicién 0.1.19 Sea S un conjunto no vacio y sea - : S X § — S una
operacion binaria en S. Diremos que el par (S,-) es un semigrupo si - es
asociativa.

Definiciéon 0.1.20 Sea S un conjunto no vacio y sea - : S X S — § una
operacion binaria en S. Diremos que el par (S,-) es un monoide si:

e (1) - es asociativa.

o (i) eristee € S tal que e-s=s-e=s, para todo s € S.

Es decir, (S,-) es un monoide si (S,-) es un semigrupo y se cumple

(z7).



Definicion 0.1.21 Sean (S1,:) y (S2,*) dos semigrupos (respectivamente
monoides). Un Homomorfismo de los semigrupos (Si1,-) y (S2,*) (respec-
tivamente monoides) es una aplicacion ¢ : (S1,-) — (Sz, %) tal que ¢(z-y) =
é(z) * §(y), para todo z,y € S;.

Observacién 2. La composicién de dos homomorfismos es también un ho-
momorfismo.

LY

Definicidn 0.1.22 Sea (S,-) un monoide. Un submonoide de (S,-) es un
subconjunto T' de S que contiene a e (identidad en S), junto con la operacidn

inducida de (S,-).

De la definicién 0.1.22 se sigue que si S es un monoide y A C S, entonces
el subconjunto A* = {e} UAU A®’U...UA™U... es un submonoide de S,
donde A" = A" A, n >0, A® = {e}.

Sea ¥ un conjunto cualquiera y consideremos el conjunto de todas las com-
binaciones finitas, formadas con elementos de X, el cudl denotamos por X*.
En ¥* consideramos una operacién - llamada concatenacién como sigue:

siu=a1a3...0, ¥ v = biby... b, estan en £*, entonces u-v = (a1a;...4a,)"
(byby... b)) = a1aq...anb1by ... by. La concatenacién le da a ¥* estructura
de monoide poniendo e = § (la combinacién que no tiene simbolos). La lon-
gitud de s € ¥*, denotada por |s|, es el niimero de simbolos que aparecen en
s. Claramente si s,t € £*, entonces |s - t| = |s| + |t|; en consecuencia [0} = 0.

Todo subconjunto L C ¥* sera llamado un lenguaje sobre ¥, y cada elemento
de X* sera llamado palabra.

Definicién 0.1.23 Sea ¥ un conjunto finito, (el cual llamaremos alfabeto),
y sea L C ¥*. La llamada clausura de Kleene de L es la union infinita

o

L:=JL" donde L"=L"'L,n>1 y L° = {e}.
n=0

En ¥* definimos una relacion de orden parcial, llamada prefijo y denotada
Q, como sigue: para u,v € X*, uqv si existe w € X* tal que v ="u-w. En
este caso diremos que u es prefijo de v.



Capitulo 1

Automatas finitos y
expresiones regulares

En este capitulo estudiaremos los Autématas finitos y demostraremos la equi-
valencia entre éstos y las llamadas expresiones regulares. Un Autémata finito
es un modelo matematico de un sistema, con entradas y salidas discretas. El
- sistema puede ser visto como un numero finito de estados, los cuales resumen
la informacién concerniente a las entradas pasadas que son necesarias para
determinar el comportamiento del sistema en subsiguientes entradas.

1.1 Autdémata finito determinista.

Un Autémata finito determinista (A.F.D.) consiste de un conjunto finito
de estados y un conjunto de transiciones de estado a estado que ocurren
en simbolos de entradas, escogidos de un alfabeto finito. Por cada simbolo
de entrada existe exictamente una transicién a otro estado ( posiblemente
la transicién sea al mismo estado). Un estado, usualmente denotado g,
es el estado inicial en el cual el Autémata comienza. Algunos estados son
designados como finales. Formalmente tenemos la definicién siguiente.

Definicién 1.1.1 Un autdmata finito determinista (A.F.D.) es un quintuple
(@,%,6,9, F), donde Q es un conjunto finito cuyos elementos serdn lla-
mados estados, Y. es un alfabeto cuyos elementos serdan llamados entradas,
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¢ € Q y F C Q serdn llamados respectivamente estado inicial y conjunto
de estados finales y 6 es una funcion parcial que asigna a cada elemento de
Q@ x 3 un elemento de Q) ( posiblemente ninguno, es decir, § no es definida)
y la cual serd llamada funcidn de transicion.

Dibujamos un A.F.D. como un control finito, el cual en algin estado de @
lee una sucesion de simbolos de }_ y la escribe en una cinta. '

Lof1]1]ofof1]o]1]

|

control
finito

Figura 1.1:

En un movimiento el A.F.D., en el estado ¢, explora un simbolo a, entra al
estado 6(g,a) y mueve su cabeza un simbolo a la derecha. Si §(g,a) es un
estado aceptado, entonces el A.F.D. es llamado a aceptar la palabra escrita
en la cinta de entrada, pero no incluyendo la posicién en la cual la cabeza
se ha movido. Si la cabeza se ha movido a la derecha totalmente (final de la
cinta), entonces el A.F.D. acepta la cinta completa.

Para definir el comportamiento de un A.F.D. en elementos de 3_* es necesario
extender la funcién parcial § como una funcién parcial § : @ x ¥° — Q.
Definimos é como sigue:

o (i) (q,0) = ¢, para todo g € Q.

o (i1) 5(q,wa) = 6(5(q,w),a), para todo w € Y_*, para todo a € Y y
para todo ¢ € Q.

§ asi definida es efectivamente una extensién de §. En efecto, siacg 3,
entonces 6(q,0a) = §(6(q,9),a) = 6(g,a), para todo ¢ € Q.
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(z) Dice que no hay cambio de estado por la entrada 8 y (iz) dice que
para determinar el estado (¢, wa), hay que hallar previamente el estado
6(q,w) = p y luego el estado é(p, a).

Como § es una extensién de ¢ en lo que sigue no haremos distincién entre
éstas, siempre y cuando ambas sean definidas.

)

Definiciéon 1.1.2 Una palabra x € Y.* se llamard aceptado por un A.F.D.
M :=(Q,Y,6 4, F) dado, si 6(¢,z) € F. El conjunto de todas las palabras
aceptadas por M es entonces

Lac(M) :={z € ¥* : 6(¢o,z) € F'}.

Definiciéon 1.1.3 Un subconjunto L de 3" serd llamado conjunto regular
(o lenguaje regular) si L es aceptado por algin A.F.D. M, es decir, L =
Lac(M).

Ejemplo 1.1.1 Consideremos el A.F.D. M := (Q,Y,8, ¢, F), donde Q =
{qu}a q2, QS}; r= {0, l}a F= {qo} Y 6 es dada por la tabla 1.

FEntradas
FEstados | 0 1
9 | 92 q1
71| 93 9o
9 | % q3
a3 N q2
Tabla 1.

La palabra 110101 estd en Lac(M).

En efecto, como 6(go,1) = 1y 6(q1,1) = ¢, entonces 6(g,,11) =
8(6(goy1),1) = 8(q1,1) = ¢o, es decir 11 € Lac(M). Ahora, 6(q,,110) =
6(5(gur11),0) = 8(gor0) = g5, Por tanto,

8(q0, 1101) = 6(6(go, 110),1) = 6(q2, 1) = ¢a; asi

8(g0,11010) = 6(6(go, 1101),0) = 6(g3,0) = ¢1. Finalmente,

6(g,,110101) = 8(6(g0,11010),1) = 8(q1,1) = g, es decir, 110101 € Lac(M).
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Cuando digamos que un lenguaje regular K C >°* es dado, significa que
existe un A.F.D. M tal que Lac(M) = K.

Denotaremos por L(M) al conjunto {z € 3* : §(q,, =) esta definida}. Cla-
ramente Lac(M) C L(M).

Definicién 1.1.4 Sea L C }°*. LLamaremos la clausura de L al conjunte
denotado por L y dado por

L:={z € Y": existet €Y, zt € L}, es decir, L es el
conjunto de todas las palabras que son prefijos de los elementos

de L

Claramente, si L = 0, entonces L = §; y si L # 0, entonces § € L. Ademés
LCL.

Definicién 1.1.5 Diremos que un lenguaje L es cerrado si L = L.

De la definicién 1.1.5 se sigue que si M es un A.F.D., entonces L(M) = L(M),
es decir, L(M) es cerrado.

Un grafo dirigido, llamado diagrama de transicion, es asociado con un A.F.D.
como sigue: Los vértices del grafo corresponden a los estados del A.F.D. . Si
existe una transicion del estado ¢ al estado p por la entrada a, entonces existe
un arco etiquetado a del estado ¢ al estado p en el diagrama de transicién.

Ejemplo 1.1.2 Consideremos el A.F.D. M := (Q,3,6,q,, F), donde Q =
{90,9}, = =1, 8,7}, F={q} y 6 es dada en al tabla 2.

Entradas
Estados | a p r
QO Q1 @ @
ald ¢ @
Tabla 2.
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El simbolo O es usado en éste ejemplo para representar la no definicidn de §

El grafo dirigido o diagrama de transicién asociado al A.F.D. M es dado en
la figura 1.2

[0}
—>q O@y .
B

Figura 1.2:
Note que la palabra arf € Lac(M). En efecto, 6(q,, @) = ¢1; asi 6(g,, ar) =
6(6(go, @), 7) = 8(q1,7) = q1, de donde 6(g,,arB) = 6(q1,B) = ¢, luego
arf € Lac(M). También se puede probar que Lac(M) = (ar*B)*.

Una trayectoria ¢ en un A.F.D. M es una sucesién finita ¢ := (go,71,q1), (q1,

r2,42)s- -, (qk-1,Tk, gx) de arcos consecutivos. Podemos también usar la no-
tacion
T T2 T3 Tk
Qo = q1 — q2 — -+ — Gk

La trayectoria nula (o trivial) comienza en ¢ y finaliza en g.

Una trayectoria ¢ que comienza en ¢, y termina en ¢ € F es llamada una
trayectoria suceso. Por tanto, Lac(M) = {c / ¢ es una trayectoria suceso en
M} = comportamiento de M.

Podemos también representar un A.F.D. M con una matriz, llamada matriz
de transicion. Esta es una matriz cuadrada finita A con columnas y filas
indizadas por el conjunto de estados  de M y con entradas A(p, q), donde

A(p,g) ={a € X: 6(p,a) =g}

Ejemplo 1.1.3 Consideremos el A.F.D. M cuyo diagrama de transicion
asociado es dado en la figura 1.3.

La matriz de transicion correspondiente al A.F.D. M es entonces el arreglo
rectangular
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0 {a} 0® 0 {a2}
6 0 {8} 0 0
A=|0 0 0 {8} 0
0 0 0 ) )
0 0 0 0 {8}

4

Introducimos las operaciones entre Autdmatas finitos deterministas.
El Autdmata finito determinista (A.F.D.) vacio sobre un alfabeto 3, deno-
tado 0__, es dado por §__:=(0,%,0,0,0). Claramente L(fs~) = 0.

> > >

Para la trayectoria trivial el A.F.D. tiene ezactamente un estado, es decir,

Q@ = {q}. Luego,

Lac(M)={re Y /8(q.r) € F} = {0} = L(M).

Figura 1.3:

Observacién 1.1 Dado un A.F.D. M = (Q,%,6,q,,F), podemos exten-
derlo a un A.F.D M’ sobre Y, con 3 C Y como M' = (Q, ¥, ¢, ¢o, F),
donde §' : Q x ' — @, es definida por

ooy d Har) strel
5(‘],7')-{q ,Si'f'ezl\z

Ahora, podemos dar las dos definiciones siguientes.

15



Definicion 1.1.6 Dados dos A.F.D’s. My = (Q1,%,61,q1, F1) y M2 = (Q2,
>, 62,42, F3) tales que Q1 N Q2 = 0. La unidn de los Autdmatas My y M,
denotada My UM,, es el A.F.D. dado por My UM, :=(Q,Y,6, ¢, F), donde
Q=Q1VUQ, F=FRUF y6:Q xY — @ es definida por

_ 61(q,r), s1 q € Ql
5(g,r) = { 8:(q,7), si g€ Q2

. o . . N
De la definicién 1.1.6 se sigue que cada trayectoria en M; U M, es una tra-
yectoria en M; o es una trayectoria en M,, es decir, '

Definicion 1.1.7 Dados dos A.F.D’s My = (Q1,%, 61,1, F1) y My = (Qa,
>,62,q2, F2) tales que Q1 N Q2 = 0. La interseccidn (o producto) de los
Autdmatas M, y M,, denotada por MiNM, o (MyxM,), esel A.F.D. dado
por MiNM, = (Q, %, 6,4, F), donde @ = Q1 X Q2, ¢ = (q1,92), F = Fix
Foy 6:QxY — @ esdefinida por6((p,q),r) = (61(p,7), b62(q,7)), siempre
que 61(p,v) y 62(g,r) estén definidas (en otro caso § no estd definida).

Claramente L(M; N M;) = L(M;) N L(M2), puesto que cada trayectoria
(»',¢') == (p",¢") en M; N M; puede ser vista como un par ¢ = (¢, c") de

trayectorias p' < ¢’ en M, y p” <, q" en M, tales que |c| = || = |¢"].

Definicién 1.1.8 Diremos que un A.F.D. M es accesible si todo estado de
Q es alcanzable desde q,, es decir, para cada q¢ € @) existe r € 3" tal que
8(¢o,7) = 1.

Si un A.F.D. M no es accesible podemos sin embargo considerar el conjunto
de todos los estados accesibles desde ¢,, es decir, Qac:= {¢ € @/ existe r €
>, 6(g0,r) = q} y poner Qacr := QacN F; de manera que si definimos
dac:= §/Qac X ¥, entonces encontramos un A.F.D. que llamaremos la com-
ponente accesible de M, denotado por Ac(M) y definido por

Ac(M) = (Qac, Y, bac, go, Qacr).
Note que un A.F.D. M es accesible, si y s6lo si, M = Ac(M); es decir,
@ = Qac.
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Definicion 1.1.9 Un A.F.D. M serd llamado co-accesible si cada palabra
en L(M) puede completarse a un palabra en Lac(M), es decir, r € L(M)
implica que eziste B € 3" tal que rf € Lac(M).

Definicién 1.1.10 Diremos que un A.F.D. M es trim, si M es accesible y
co-accesible.

Observacién 1.2 St Q = Qco, donde Qco := {qg € Q : existe r €
>*, é(q,r) € F}, entonces M es co-accesible. Ademds, si M es trim,
entonces L(M) = Lac(M).

Supongamos que M es un A.F.D. que no es trim, entonces si ponemos Qtr :=
QacNQco y btr := §/ Qtr x 3 podemos definir un nuevo A.F.D. inducido
por M, que denotaremos por Tr(M), como sigue

(Qtr, 5,6t a0 FOQir) si Qtr #0
Tr(M) =" " L Otr=0
,si ro=
>
Definicién 1.1.11 Dados dos A.F.D’s My = (Q1,%,61,¢1,F1) y M, =
(Q2, X, 62, g2, F2) trim’s tales que L(M,) C L(My). Diremos que M, refina
My, si para todo r,B € L(M,) tales que 62(q2,7) = b2(q2, ), se tiene que

51(ql,7') = 51(q1a /3)

continuacidn probare ue existe una corr ncia biunivoca entr
A continuacidon probaremos que existe una espondencia biuniv entre
los A.F.D’s y las relaciones de equivalencias sobre } ", invariantes a derecha
y de indices finitos.

A cada lenguaje L C Y°* le asociamos una relacién de equivalencia, sobre
3%, que denotaremos por Ky, via la equivalencia de NERODE, es decir, para
z,y €Y%, zRry, sl y solo si, paratodo z€ ", zz€ L <= yz € L.

Denotaremos por ||L|| al cardinal del conjunto
=/ Re (L)l := card(EZ" /Ry))-

Por ejemplo,si L=0 0 L =Y", entonces ||L| =1.

17



Definicion 1.1.12 Sean 7 y p dos relaciones de equivalencia sobre 3°*. Di-
remos que 7 refina p y lo denotamos por wmap, si para todo s,t € YF, s ~
t(mod(m)), implica que s ~ t(mod(p)).

Claramente, si map, entonces ||p}] < ||7|.

Ejemplo 1.1.4 Sea {{, : o € A} una familia arbitraria no vacia de rela-
ciones de equivalencia sobre y_". .

Sea £ .= sup{l, : « € A} definida como sigue: S = S’ (modl) si existe un
entero k > 1, elementos ag,ay,...,ar € A y palabras S,...5; € ¥*
tales que:

S = 51 (modl,,)
Sl = 52 (mod@al)

Sk-1 = Sk (mOdfolkq)
= §'(modty,)

Si las £, son relaciones de equivalencia invariantes a derecha, entonces ¢
también lo es.

{ es la mds fina relacion de equivalencia sobre 3_* que es menos fina que cada
Ly, a € A, es decir, £,al, para todo o € A.

= (@,%,6,9,, F) es un A.F.D., entonces definimos una relacién de
equivalencia sobre Y " inducida por M y denotada por Rjs como sigue: para
z,y €Y, zRyy <= 6(¢o,z) = 6(go, ¥)-
Si 8(gs,x) es indefinida, entonces 6(g,, z)=6(go,y) es también indefinida.
Ademas, es facil verificar que Rjs es invariante a derecha y de indice finito,
puesto que cada clase de equivalencia corresponde a algin estado alcanzable
desde gq,.

Reciprocamente, si © es una relacién de equivalencia invariante a derecha
sobre }_* de indice finito, entonces 7 Induce un A.F.D. M = (Q,Y,6, ¢, F),
donde @ = (7 : r € ¥_*) es el conjunto cuyos elementos son las clases de

equivalencia por la relacién =,
qozg’ 6:sz——)Qa
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es definida por §(F,a) = 7@ y F es escogido arbitrariamente. Claramente
Ry = .

1.2 Autdédmata Finito no Determinista

El concepto de No Determinista juega un papel importante en la teoria de
computacidn y la teoria de lenguaje. .
Parece natural pensar que cualquier conjunto aceptado por un Autémata
finito no determinista (A.F.N.), puede también ser aceptado por un A.F.D.,
sin embargo existen autématas cuyas versiones deterministicas son conocidas
pero no son equivalentes, y otros automatas para los cuales la equivalencia
es un problema abierto importante y profundo.

Modificamos el A.F.D. de manera que permita ninguna, una o mas transi-
ciones de un estado en el mismo simbolo de entrada. Este médelo es llamado
un Autdémata Finito no Determinista. Formalmente tenemos la siguiente
definicién.

Definicién 1.2.1 Un Autémata finito no determinista (A.F.N) es un quin-
tuple (Q,3°,0,4,, F), donde Q,%,9, y F son como en el A.F.D., pero §
toma valores en 29 (6: Q x ¥ — 29), es decir, §(q,a) es el conjunto de
todos los estados p, tales que eziste una transicion de q a p etiquetada a.

Como en los A.F.D.’s. extenderemos a § como & : QxY— 29 yla
definimos como sigue:

e (2) 3(q,0) = {q}, para todo ¢ € Q.

o (i) b(q,wa) = {p € Q : existe r € §(q,w) y p € §(r,a)}, con w €
2" ,ael.
Como (g, 8a) = §(q,a), con a € 5, lo cual nos dice efectivamente que § es
una extensién de §, entonces usaremos 6 en vez de ¢ en lo que sigue.

Ahora, extenderemos la funcién §, a argumentos en 29 x 3%, Acd 6 : 29 x
Y — 29 es definida por

§(P,w) = J é6(q,w), paracada P CQ.
q€P
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Definicién 1.2.2 LLamaremos al conjunto {w € " / 6(q,,w) contiene un
estado de F}, el lenguaje aceptado por un A.F.N M, y lo denotaremos por

Lac(M).

Ejemplo 1.2.1 Consideremos el AFNM = (Q,Y,6.9,, F), donde Q =
{0001, 02,03,04}, ©={0,1}, F={q2,04} y ¢ es dada por la figura 1.4.

.

Figura 1.4:

Veamos que la palabra 01001 € Lac(M). En efecto, como §(¢,,0) = {qo,q3},
entonces 6(¢,,01) = 6(8(¢0,0),1) = 6({¢o,q3},1) = 6(¢o,1) U 6(g3,1) =
{qo;ql}' Luego; 6(Q0>010) = 6({q0aq1’}10) = 6(Q0a0) U 6(q170) = {q0aq3}'
Luego, 6(¢,,0100) = 6(g0,0) U 6(¢3,0) = {q0,¢3, g4}, finalmente, 6(g,,01001)
= 5(6(‘10’ 0100)7 1) = 6({q0> g3, ‘h}, 1) = 5(‘10’ 1) U 6(‘13’ 1) U 6(‘14’ 1) = {%a Q4}-
Asi 01001 € Lac(M):.

A continuacién introducimos la equivalencia entre los Autématas finitos de-

terministas y no deterministas.
Obviamente todo A.F.D es un A.F.N. El teorema siguiente completa la equi-

valencia entre ambos Autématas.

Teorema 1.2.1 Sea L el lenguaje aceptado por un A.F.N, entonces existe
un A.F.D que acepta L.
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Prueba. Sea M = (Q,Y,6.¢,, F) un A.F.N aceptando L. Construyamos
entonces un A.F.D que acepta a L. Para esto, pongamos Q' = 29, F' =
conjunto de todos los estados en @)’ conteniendo un estado final de M.
Denotemos cada elemento de Q' por [g1,92,--.,4], con ¢1,92,...,¢; €
@; pongamos ahora ¢, = [¢] y definamos ¢ : @' X ¥ — Q' por
6,([q17 qz. -+, qi]) a) = [p17p2, <. 7pj]7 sy solo s, 6({Q17 Q- qi}; Cl.) =
{php'-’a <o apj}'

Afirmacién: §'(q.,z) = [q1,92,---, 4], 51 y sblo si, 6(¢o, ) = {q1,92,- . - i}
En efecto, por induccién sobre la longitud de z, tenemos que si |z| = 0,
entonces = = 6 y se tiene el resultado deseado. Supongamos que la afir-
macién es cierta para z tal que |z = n ysea r = za, donde a € ¥,
de acd que |r| = n + 1; ahora bien, como §'(¢.,za) = &§'(8'(¢),z),a) y
por la hipdtesis de induccién §'(g), z) = [p1, p2, - - -, p;], si y sblo si, §(go, z) =
{p1,p2,...,p;}, sesigue que & ([p1,p2,-..,p;],a) =[r1,72,...,7k), sl y sélo si,
§'({p1,p2,...,p;},a) = {r1i,r2,...,7%}, de donde &'(¢},za) = [r1,72,..., 7k,
si y sélo si, 6(q,,za) = {r1,r2,...,7:}. Esto prueba la afirmacién. Asi se
sigue que §'(q),z) € F', siy sélo si, 8(q,, z) contiene un estado de F'. Luego,
Lac(M) = Lac(M').

En conclusién, todo A.F.D. es equivalente a un A.F.N., de manera que usa-
remos, en lo que sigue, indistintamente los A.F.D’s. y los A.F.N’s. y habla-

remos simplemente de Autématas finitos (A.F’s.).
a

Ejemplo 1.2.2 Sea M = ({¢o0,91},{0,1},6, 40, {q1}) un A.F.N., donde § es
definida en la tabla 3.

Entradas
FEstados ’ 0 1
% | {0, 01} {a1}
a0 {0, 01}
Tabla 3.

Construyamos un A.F.D. M' = (Q,{0,1},8,[¢0), F) que acepte a Lac(M)
tal como en el teorema 1.2.1.
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Q = {[q0]7[ql],[q0> ql]jw}’ Como 6(q070) {90? QI}J entonces 6,([q0]70) =
(90 01], 8'([¢o],1) = [qa], ¢([0a),0) = 0 y &' ([@),1) = [g0, qu); ademds
§'(0,0) = &(0,1) = 0. &([go, 11}, 0) = [qo,qﬂ va que 6({¢,,q1},0) = 6(qo,0)U
6(91,0) = {90, 01} U D y 6'([90,@1],1) = [gor q1]. Luego, F' = {[gc], (g0, ]}

1.3 Autdématas Finitos con 6-Movimientos

L]

Nuestro interés se centra ahora en extender los A.F.N. a Autématas finitos
que tienen movimiento o cambio de estado en la entrada 6.

Definicién 1.3.1 Un Autdmata finito no determinista con 0-movimientos es
un quintuple (Q,3,6,4,, F), donde Q,%,9, y F son como en los A.F.N’s.,
pero Dom(8) € Q@ x (T U{0}) y & toma valores en 22 (6 : Q@ x T U{0}—29),
es decir, 6(q,a) es el conjunto de todos los estados p tales que eziste una
transicion de q a p, etiquetada a. Esta etiqueta puede ser cualquier simbolo

en ), ¢0.

Extendemos § a § : Q x 1.*—29. Esperamos que 6(q, w) sea el conjunto
de todos los estados p tales que se pueda ir de ¢ a p a lo largo de una
trayectoria etiquetada w, quizas incluyendo arcos etiquetados §. Para esto
es importante conocer el conjunto de estados accesibles a un estado dado ¢,
usando solamente §-transiciones. Esto es equivalente a la pregunta: ;Qué
vértices pueden ser alcanzados de un vértice dado en un grafo dirigido?.
El vértice para el estado ¢ en el diagrama de transicién y el grafo dirigido
consiste de todos los arcos etiquetados . Usaremos la llamada 6-clausura
de ¢, y la denotamos por #-Clau(g), como el conjunto de todos los vértices p
tales que existe una trayectoria de ¢ a p etiquetada 0.

Podemos también definir la 8-Clau(P), donde P C @, de manera natural
como :

¢ — Clau(P) := |J 0 — Clau(q)

gEP

Ahora podemos definir § por:

o (¢) 4(q,0) = 6-Clau (gq).
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o (i1) 3(q,wa) = 0-Clau (P), donde P = {p : existe r € §(q,w) y p €
6(r,a)}, para todo wE€ X" y a € L.
Extendemos 6 y & a conjuntos de estados por:

o (1i2) 6(R,a) = U 6(g,a), con RC Q

9€R’

o (1v) §(R,w) = U §(g,w),con RCQ .
4€ER

Note que S(q,a) no es igual necesariamente a §(g,a), puesto que 3(q,a) in-
cluye las transiciones por 8, pero 6(¢,a) no; ademas 3(q,0) no es tampoco
necesariamente igual a §(q,0). Por tanto es necesario distinguir § de
cuando hablemos de los A.F.N. con #-movimientos. Esto motiva la definicion
siguiente.

Definicién 1.3.2 Sea M = (Q,Y,6, ¢, F') un A.F.N. con 0-movimiento.
El lenguagje aceptado por M, denotado por Lac(M), es Lac(M) := {w € 1" :
8(qo,w) contiene un estado de F'}

Ejemplo 1.3.1 Sea M = (Q,%,6,9,, F) un A.F.N. con 0-movimientos.

donde Q = {QOa(IIaq?} ) Z = {01172} ’ F = {q2} y 6 es dada por la
figura 1.5

0 1 2
o (o §) |
4, ql q2 i’
Figura 1.5:

Aca, S(qo,G) = 0-Clau(q,) = {¢0, @1, g2}, as?

~

8(0,0) = 0~ Clau(8(8(qo,9),0)) = 0 — claw(6({go, q1,42},0))
= 0~ Clau(6(go,0) U 6(q1,0) U 8(g2,0))
= 0 — Clau(g.) = (g0,91,92) , de manera que
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8(go,01) = 8 — Clau(6(5(go,0),1))
= 60— Clau(5({q0, ;1 92}, 1))
= 0 — Clau(6(go, 1) U (g1, 1) U 8(g2,1))
= 6 — Clau(q)
= {q1,q2}. Luego 01 € Lac(M).

Ahora veremos la equivalencia entre los A.F.N. con §-movimientos y sin
f-movimientos.
Observemos que los cambios de estados por la entrada 6 en los A.F.N.
con §-movimientos permiten que estos ACEPTEN conjuntos no regulares,
luego, un A.F.N. con #-movimientos puede ser simulado por un A.F.N. sin
f-movimientos.

Teorema 1.3.1 5S¢ L C " es aceptado por un A.F.N. con §-movimientos
entonces L es aceptado por un A.F.N. sin §-movimientos.

Prueba. Sea M = (Q,Y, 6, ¢o, F') un A.F.N. con §-movimientos aceptando
L C ¥*. Definimos M’ := (Q, ¥, ¢, ¢,, F'), donde

F ,en caso contrario.

o { Fu{qg} ,silad— Clau(g,) contiene un estado de F,

y &' es definida por §(q,a) = §(¢,a), con ¢ €Q,a €Y.

Claramente M’ asi definido es un A.F.N. sin §-movimientos. Asi podemos
usar &' por §', pero debemos distinguir entre § y 5.

Afirmacién. §'(g,,z) = 6(go,z),con zEY 2 #£0 (z=0= 8§(q,0) =
{¢}, 6(g0,0) = 6 — Clau(g,))

En efecto, por induccién sobre la longitud de z tenemos que si |z] = 1,
entonces z=a, a €Y y 6(g,a)=5(q,a).

Supongamos que la afirmacién es verdadera para los z en T* tales que |z| =
m>l,ysea z=wa,w€Y*,a€Y, |w| =m,entonces |t|]=m+1y
&' (go,wa) = &(6'(go,w), a). Por lo supuesto tenemos que §(go,w) = §(go, w);
ahora, sea p = §(g,,w). Como

§'(Pa)=J &(g,a)=J 8(q,a) , entonces U §(q,a) = §(q,wa),
q€P g€P q€P
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asi )
8'(go,wa) = 8(go, wa).

Por otro lado, veamos que 6'(g,, ) contiene un estado de F. En efecto, si
z = 0, se tiene obviamente lo deseado; ahora, si = # 0, entonces z = wa,
para algin a € Y. Si 3(qo,:c) contiene un estado de F', entonces §'(g,, z)
contiene el mismo estado en F’.

Reciprocamente, si §'(¢o, ) contiene un estado en F’ diferente de g,, entonaes
8(go, ) contiene un estado de F. Si 8'(go,z) contiene a ¢, y ¢, € F,
entonces como (g, z) = 0-Clau (6(8(g,,w), a)), el estado en la 6-Clau (¢,) y

en F debe pertenecer a &(g,,z). Luego, Lac(M) = Lac(M') = L
a

Ejemplo 1.3.2 Consideremos el Autémata del ejemplo 1.8.1 y construya-
mos un A.F.N. sin 8-movimientos.

Como la 0-Clau(q,) = {¢0,q1,92}, entonces M' = ({qo, 01,92}, {0,1,2}, &,
go, F'), donde F' = {q,,¢:}. )

Ahora, §'(¢5,0) = 6(g0,0) = 0-Clau (6(6(4,,0),0)) = {g0, @1, 92} , 8'(5,1)
= 6(¢o,1) = 0-Clau (6(6(¢0,0),1)) = 0-Clau (6(go,1)U6(g1,1)U6(g2,1)) =
0-Clav (@1) = {@,@} y §(¢,2) = 0-Clau (6(8(,0),2)) = 0-

Clau (q2) = {qz2}. Por tanto obtenemos el digrama de transicidn siguiente:

1

2
0,1 Q 12 () ,

>

qo ql 2
0,1,2

Figura 1.6:

El cual representa el A.F.N. sin 0-movimientos asociado a M.
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1.4 Expresiones Regulares

Introducimos ahora las llamadas expresiones regulares, las cuales nos ser-
viran para describir a los lenguajes aceptados por lo A.F’s.

Definicién 1.4.1 Sea Y un alfabeto. las expresiones regulares sobre Y y los
conjuntos que estas denotan se definen recursivamente como sigue: )

(2) 0 es una expresidn regular (e.r) y denota al conjunto vacio.
e (i1) 0 es una e.r que denota al conjunto {0}.

o (iiz) Para cadaa € Y. € es una expresion regular que denota al
conjunto {a}.

(v) Sir ys son e.r's denotando los lenguajes R y S respectivamente,
entonces (r+s), (r-s) y (r*) son e.r's que denotan a los conjuntos
R U S, RS y R* respectivamente.

Podemos omitir los paréntesis en las e.r’s, teniendo en cuenta la siguiente

jerarquia:
(1) *, (2) concatenaciény (3) +.
Escribimosrr* = vt = r U r2 U3 U...U ™ U...con r una e.r.

Teorema 1.4.1 Sea r una ezpresion regular. Entonces existe un A.F.N con
O-transiciones que acepta L(r)= lenguaje denotado porr.

Prueba Procederemos por induccién sobre el nimero de operaciones de la
e.r 1, y veremos que existe un A.F.N con §-movimientos M con un solo
estado final que no tiene transiciones fuera de dicho estado, y que Lac(M) =
L(r).

En efecto, si r no tiene operaciones, entonces r es 6 , § 6 @, para algin
a € Y. En este caso los Autématas buscados son dados por los siguientes

-

diagramas de transicion:
e (i) ¢ g, que corresponde a r = 4.
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e (i1) — g, gr—, que corresponde a 7 = {.
e (iii) — ¢, — gr—, que corresponde a r = Q.

Supongamos ahora que el teorema es verdadero para e.r's con (i — 1)-
operaciones (1 > 1) y sea r una e.r con t-operaciones, entonces r =
M +re,r=r17T0 6 T=11%

En el primer caso, es decir, si r = r; 4+ ry, entonces r;, con ¢ = 1,2,
debe tener menos de i-operaciones ya que se ha supuesto de entrada que r
tiene ¢-operaciones y que t > 1. Luego por la hipétesis de induccion existen
A.F.N’s con #-movimientos

M, = (Ql, 21,01, q1, {fl}) y Mz = (Q% 22,52,Q2, {fZ}) tales que LaC(Ml)
= L(Tl) Yy La'C(Mg) = L(Tg).

Supongamos que @; N @2 = @, y sean ¢, un nuevo estado inicial y f, un
nuevo estado final, entonces definimos un Autémata finito no determinista
con §-movimientos como sigue:

M=(Q1 VU QU {gfo}, X1 UXs, 64¢,{fo}), donde § es definida de

la manera siguiente:

o (i) 6(¢00) = {q1, 92}

o (i) Slo.a) = | Bi(e0) sig € i\ {i} ,a € T, U {0}
(i) 6(q,a) {62(Qaa) sig € Q\ {f2} ,a € T, U{)

o (ai) 6(f1,0) = 6(f2,0) = {fo};

Luego el diagrama de transicién asociado a M es dado en la figura 1.7.
Nétese que éste diagrama de transicién nos dice que una trayectoria de g, a
fodebeirde g, a ¢ 6 de ¢, a g por la entrada § y luego seguir de ¢;
a fren M; 6de ¢z a f,en M, para finalizarde fya f, 6de foa f,
por la entrada 6. Con lo cual una trayectoria de ¢, a f, etiquetada z en M
existe, si y sélo si, existe una trayectoria de q; a fy etiquetada z en M, 6
existe una trayectoria de ¢; a f; etiquetada z en M, es decir,

Lac(M) = Lac(M;) U Lac(M,).

En el segundo caso, es decir, si r = 7. 7y, entonces por la hipédtesis de
induccién existen M; y M; como en el caso 1. Ahora, sea M = (; U

Q2,1 U X2, 6, {1}, {f2}), donde 6 se define por:
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. (i o= filaa) sig € i\ {A},a € T U{0}
() 6(qa ) {'52(‘1270) ,siq € Qz\ {f2} ,a € 22 U{g}

o (1) 6(f1,0) = {q.}

Asti, tenemos graficamente a M, dada en la figura 1.8.

—_— q|M1f| B —
. s
—_— o>
q, £
_ 0 /

- GMf, —

Figura 1.7:

— | @M —|—|— gMf, —|—

Figura 1.8:

Cada trayectoria de g1 a f, en M, pasa de ¢; a f; por alguna etiqueta z
en M, luego de f; a g, por la etiqueta § y finalmente de ¢ a f; por una
etiqueta y en M, es decir,

Lac(M) = Lac(My)- Lac(M2)= {zy/z € L(My),y € L(M,;) }.

Finalmente, si r = r}, sea M; = (Q1, 21, ¢1,61,{fo}) con L(My) =r1 y
definamos M = (@1 U {g, fo}, ¥ 1,61,90, {fo}), donde & es definida como

sigue:
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o (1) 6(¢.,0) = 61(f1,,0) = {q1, fo}
o (i1) 8(q,a) = bi(g,0),s1 g€ Qu\ {fi}, e, U{b}.
Graficamente el diagrama de transicién para M es dado en la figura 1.9

A

/ .

Figura 1.9:

Cada trayectoriade g, a f, en M, es una trayectoria de ¢, a ¢; etiquetada por
0; luego de ¢; a fi tenemos una trayectoria en M; etiquetada z, y podemos
ir nuevamente con la etiqueta 6 a g¢; desde f para llegar nuevamente a f,
y asi repetir el ciclo cuantas veces queramos y finalmente con la etiqueta 8

pasamos de f; a f,, es decir, Lac(M) = Lac(M;)*.
]

Ejemplo 1.4.1 Construyamos un A.F.N. con 6-movimientos para la ez-
presion reqular 01* + 1. Pongamos r = 01 + 1 =1r; + ry, con
rr=01"y ro=1.

El Automata para r, es — ¢ ELIN q2 —

Pongamos r; =r3ry,con r3 =0 y rqy =1*. Asi el Automata para r3 es
— q3 2, gs —; pero rq =rf, donde rs = 1, determina que el Autémata
para rs es — gs IR ge — y en consecuencia el Automata para r4 es dado
en la figura 1.10, donde ¢7 y ¢s son los estados inicial y final respectivamente
agregados en la construccion correspondiente al Autémata M asociado a 1y,
por tanto el Autémata para r; = r3ry es dado por la figura 1.11.
Finalmente, el Autémata correspondiente a r =r; + r; = 01* + 1 es dado
en la figura 1.13.
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—8
9 AN 0
>4, > —q -4, — |[——9;—

Figura 1.10:

/"\e

=>|—=——=9, == |->%— —>d/,——‘—>\q5—-> =

ve
Figura 1.11:

Teorema 1.4.2 Si L es aceptado por un A.F.D., entonces L es denotado
por una ezpresion regular (e.r).

Del teorema 1.4.2 se deduce el siguiente circulo que muestra las relaciones
entre los Automatas finitos definidos hasta ahora y las expresiones regulares.

/‘— A.F.Né——'——-\

A.F.N
AFD con

O-movimiento.

Figura 1.12:

En consecuencia, los tinicos conjuntos que aceptan los A.F., son los conjuntos
regulares.
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Figura 1.13:
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1.5 Ejercicios Propuestos

Ejercicio 1.5.1 Para el Autémata del ejemplo 1.1.2 pruebe que Lac(M) =
(o B)

Ejercicio 1.5.2 Sean M; y M; A.F’s trim. Pruebe que si M, refina M;,
entonces existe una unica funcién h: Q;—(@; que satisface

L]

h(62(q2,7)) = 61(qu,7) , 7 € L(M2)
Ejerciéio 1.5.3 Sean M; y M; como en el ejercicio 1.5.2, tal que L(M;)

Ly y L(M;) = L,, pruebe que existe un A.F A  tal que L(A) =L, y A
refina M;.

Ejercicio 1.5.4 Los dos diagramas siguientes representan Autématas fini-
tos M;, ¢ = 1,2; en c/u de ellos encontrar: L(M;), Lac(M;), Q'ac

Qico, i =1,2,
LT @'i r > q T t@ nT
r

r

Figura 1.14:

A\ 4

Ejercicio 1.5.5 Pruebe lo siguiente:

(a) ¥ ={e,B}, L=a*={0,0,0qa,...} = ||L]|| = 2.
b)) ={a,8}, L={a"-8":n=0,1,2,...} =||L]||=0.

Ejercicio 1.5.6 Sea § la funcién de transicién de un A.F.D. probar que
para todo z,y € 3%, 8(q,zy) = 6(6(q,2),y)
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Ejercicio 1.5.7 Describa los conjuntos aceptados por los A.F’s cuyos dia-

gramas de transicién son dados en las figuras 1.15 y 1.16

A

«—A—_ 3B
1]

©

0,1

Figura 1.15:

N
N
<
Vv
@]
N2
W

Figura 1.16:

Ejercicio 1.5.8 Construir A.F’s. equivalentes a los A.F.N’s. siguientes

(@) ({p,arm s}, {0,1}, 61,p,{s}),

(b) ({p, q’ T’s} I {0’ 1} ? 627p’ {q’ 3}),

donde §; y 6, son dadas respectivamente en las tablas siguientes:

Entradas Entradas

Estados | 0 1 Estados | 0

1

p|{p, ¢} {r} p|{4,s}

q|{r} {r} q|{r}

ri{s} 0 r | {s}

s | {s} {s} s| 0
Tabla 1. Tabla 2.
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Ejercicio 1.5.9 Construir A.F’s. equivalentes a las siguientes e.r’s:

(a) (114 0)*(00 +1)".
() (14 01+ 001)*(0+ 0+ 00).
(c) 10+ (0+11)0"1

Ejercicio 1.5.10 Construir e.r’s. correspondientes a los diagramas de esta-
dos dados en las figuras siguientes .

0
HQ\
0 L “—C&—t—B—
\ﬁ_\__/'-"’
Gj 0
C¢ 0
Figura 1.17:

Ejercicio 1.5.11 Pruebe las siguientes identidades para e.r’sr,s y t. Aqui,
r = s significa L(r) = L(s).

(a) r+s =S5+
(b) (rs)t = r(st).
(¢) (r+s)t =rt+st
(d) r(s+1t) =rs+rt
(e) 0 =0

(f) () =r"

(9) (0+r) =r

(R) (rms7)  =(r+s)"

Ejercicio 1.5.12 Sean r y s expresiones regulares. Considere la ecuacién
z =rx + s, donde rz denota la concatenaciéon de r y z, y + denota
unién. Suponga que el conjunto denotado por r no contiene 0.

Encuentre la solucién para z y pruebe que es unica. ;Cual seria la solucién
si L(r) contiene 67
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Capitulo 2

Propiedades de los Conjuntos
Regulares

Nuestro interés ahora esta centrado en determinar cuando un lenguaje es
regular, cuando los conjuntos regulares denotados por diferentes expresiones
regulares son los mismos y como hallar un A.F de estado minimo que denote
el mismo lenguaje de un A.F dado, para ello, introducimos en éste capitulo
el llamado lema de Pumping y el teorema de Myhill-Nerode junto con las
propiedades de-clausura de las expresiones regulares.

2.1 Lema de Pumping para Conjuntos Re-
gulares

El lema de pumping es usado para probar que ciertos lenguajes no son regu-
lares y que un A.F acepta un lenguaje infinito bajo ciertas condiciones sobre
la longitud de la palabra; ademas, éste lema es una herramienta util en el
desarrollo de algoritmos para decidir cuando el lenguaje aceptado por un A.F
es finito o infinito. ‘

Lema 2.1.1 (pumping) Sea L un conjunto regular, entonces existe una cons-
tante n tal que si Z € L y |Z| > n, se tiene que Z = u.v.w, con
luv| < n y |v| > 1; mds atin, ww'w € L, Vi > 0. Ademds, n no es mayor
que el nimero de estados del mas pequenio A.F aceptando a L.
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Prueba. Supongamos que L C 3* es un conjunto regular y sea M =
(@,3,6,¢, F) un A.F tal que Lac(M)= L.

Sea Z=aya2...am € L,con m > n, donde n = card (Q).

Para cada ¢ = 1,2,...,m, pongamos 6(go,a1 az...a;) = ¢;. Asi alguno
de los ¢; se repite, pues m > n; en consecuencia existen j,k € IN, con
0 <5 <k<n tales que ¢; = ¢, Graficamente este hecho puede ser visto
como sigue:

qo a. . AR a a;'/J__\qa: A+ >- a,,_,_aqm
Figura 2.1:

La cual es la trayectoria etiquetada Z =a; a;...an.

Como j < k, entonces a;41 ...ax tiene longitud mayor o igual que 1, es
decir, si v = aj41 ...ax, entonces |v| > 1; ahora como k < n, se sigue que
lv| < n.

Pongamos u = a;...a;, as{ |uv| < |n|. Finalmente si w = ag41 ... am,
entonces Z = ay G2...4j Gj41 ...Qk Qky1 -..Gyp tiene una descomposicién

Z=uvw,con |v] > 1y |uy| < n.
Por otro lado, como ¢, = 8(¢o,a1...am) € F,pues Z =ay...am € L,
entonces uw € L, pues

6 (goy@1...ajAKR41 -+ Am)
§(6(gora1.--aj)QK41 ---0m)
6 (

QK QK41 - - - Gm)

6(go, uw) =

= qm,

Por induccién sobre i se puede probar que & (g,, uv'w) = .
Concluimos que uv'w € L, para todo 7 > 0.
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Observacion 2.1 El lema de pumping nos dice que si un A.F acepta una
palabra de longitud mayor o igual que el cardinal de Q, entonces el A.F
acepta un conjunto infinito de palabras de la forma uwv'w. En consecuencia
el lenguaje aceptado por dicho A.F es infinito. Sin embargo, este lema no
nos dice que si z es una palabra suficientemente larga, entonces Z = uviw,
para algin t > 0.

Veamos algunas aplicaciones del lema de pumping.

#1. Probaremos que el conjunto L = {0"* : i > 1} no es regular.

En efecto, si suponemos que L es regular, entonces por el lema 2.1.1, existe
n talquesi Z€ L y |Z]| > n, entonces Z =uvw, con |[v| > 1, Juv|<n y
uv'w € L, para todo 7 > 0.

Escojamos Z = 0" € L, entonces 0™ = uvw, con 1< |o]<n, juv|<n y
uv'w € L, para todo 7 > 0, pero n? < |uwv?w| < n?n < (n + 1)?, de donde
uv?w ¢ L, pues uv?w no es cuadrado perfecto. Esto es una contradiccién
por tanto L no es regular.

#2. Probaremos que el conjunto L = {rPyr" : P > 0} no es regular.

En efecto, supongamos que L es regular y sea Z = r"yr™ € L, donde n es
la constante del lema de pumping, entonces por el lema 2.1.1 Z = uvw, con
luv| < n, [v] <1 y w'w € L, para todo ¢ > 0. De aca que u y v no
contienen el simbolo 7, luego u=r™,v=r* y w = rhyr" para algunos
m,k,h,€ R.,con m >0,k > 1,y h > 0; ahora, como uv'w € L, para todo
i > 0, entonces en particular, uv®w € L, es decir r™ (rf)"rhyrm € L, de
donde m + 2kn + h = n, pero k > 1 determina una contradiccién en ésta
tltima ecuacién. Por tanto uwv®"w ¢ L.

Concluimos entonces que L no es regular.

2.2 Propiedades de los Conjuntos Regulares

Existen operaciones con lenguajes que preservan los conjuntos regulares, en
el sentido de que esas operaciones aplicadas a conjuntos regulares resultan ser
conjuntos regulares. Cuando una operacién en particular tiene ésta propiedad
sobre una clase de lenguaje diremos que esta es una propiedad de clausura
correspondiente a la clase de lenguaje.
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Teorema 2.2.1 Los conjuntos regulares son cerrados bajo union, concate-
nacion y clausura de Kleene.

Prueba. Trivial, fundamentada en las expresiones regulares. a

Teorema 2.2.2 La clase de los conjuntos regulares es cerrada bajo comple-
mento, es decir, st L C Y_." es un conjunto regular, entonces su complemento
Y\ L estambién un conjunto regular.

L]

Prueba. Sean L un conjunto regular en " y M = (Q,%,6,¢,, F) un
A.F tal que Lac(M) = L. Consideremos el A.F. M' = (Q,%,6,¢,Q \ F),
entonces Lac(M') = {z € =" : §(¢orz) € @\ F} = X\ {z € =" :
8(¢oyz) € F} = 3"\ L. Asi, 3"\ L es un conjunto regular, pues es aceptado
por M'.

a

Teorema 2.2.3 Los conjuntos regulares son cerrados bajo interseccion.

Prueba. Sean L; y L, conjuntos regulares, entonces Ly N L, = L U L§,
donde L{, 7= 1,2, denota el complemento con respecto a un alfabeto finito
incluyendo los alfabetos de L; y L,. Luego por los teoremas 2.2.1 y 2.2.2,

Ly N L, es regular.
: ]

Observacidn 2.2 Una prueba del teorema 2.2.8 fue dada en el capitulo 1.

Ejemplo 2.2.1 Sea ¥ = {r,v}. Para cada s € 3_*, sea |s|, el numero de
r's en s. Entonces |s|y = |s| —|s]..
Afirmamos que el conjunto C = {s: [s|, = |s|y} no es regular.

En efecto, r*4* es un conjunto regular; ahora si suponemos que C es regular,
entonces por el teorema 2.2.3 C Nr*y* es regular, pero C Nr*y* = {rPy?:
p > 0} no es regular. Por tanto L no es regular.

Definiciéon 2.2.1 Sean L1 y L, dos lenguajes, el cociente de Ly y L, es
el conjunto {z : existe y € Ly, 2y € L1} y lo denotamos Ly/L,.
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Ejemplo 2.2.2 Sea L, = 0*10* y sea Ly, = 0*1, entonces L;/L, = 0*, ya
que dado z € 0* tomamos y=1 yasi zy€ L, y y € L,.

Teorema 2.2.4 La clase de los conjuntos regulares es cerrada bajo cociente,
con conjuntos arbitrarios.

Prueba. Sea M = (Q,Y,6,¢,,F) un AF tal que R = Lac(M) y sea
L C ¥*, entonces R/L es aceptado por un A.F M' = (Q,¥,6,¢,, F') con'
comportamiento analogo a M, excepto que los estados finales de M’ son
todos los estados g de M tal que existe y € L para el cual 6(q,y) € F. Asi,
8(go,z) € F', si y slo si , existe y tal que 6(g,,zy) € F, es decir, R/L es
aceptado por M’.

O

2.3 Algoritmos de Decision para Conjuntos
Regulares

Para responder algunas preguntas sobre los conjuntos regulares tales como:
dado un lenguaje regular L C 3°%, ;jes L vacio, finito o infinito?, ;Es L un
conjunto regular equivalente a otro?.

Asumiremos que los conjuntos regulares son representados por A.F’s. o por
expresiones regulares dada la equivalencia que existe entre estos.

Teorema 2.3.1 Sea L el lenguaje aceptado por un A.F con n estados.
Entonces:

o (:) L#0D, si ysdlosi, existe | € L tal que || <n
o (it) L es infinito, si y sdlo si, existe | € L tal que n < |l| < 2n.

Prueba. ;) Supongamos que existe [ € L tal que |l| < n, entonces L # §.
Reciprocamente, supongamos que L # @, entonces si w es tal que |w| < |z],
para todo = € L, se tiene que |w| < n, pues en caso contrario, es decir,
|w| > n se tendria por el lema 2.1.1 que w = uvz y asi |uv| < |w| lo cual
contradice lo supuesto de w.
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Prueba. Sea L = (Ly N L) U (L{N L), donde L§, (i = 1,2), es el
complemento de L; (¢ = 1,2) en )", entonces por los teoremas 2.2.1,
222y 22.3 L es regular. En consecuencia existe un A.F M; tal que
Lac(M3) = L. Por tanto, z € L, si y sélo si, L; # L2, luego por el teorema
2.3.1 podemos decidir si L; = L.

a

2.4 Teorema de Myhill-Nerode y Minimiza-
cién de Automatas Finitos Determinis-
tas

El teorema de Myhill-Nerode caracteriza los conjuntos regulares y en conse-
cuencia nos permite determinar la regularidad o no regularidad de un len-
guaje dado.

Sea L un conjunto regular de y_*. Podemos preguntarnos acerca de la exis-
tencia de un A.F. M, con Lac(M,) = L tal que para cualquier otro A.F.
M existe una transformacién de estado 0 : M—M,. El A.F. M, con esta
propiedad es nico salvo isomomorfismo y es llamado minimal. Su existencia
puede ser establecida de dos formas diferentes. El primer método consiste
en considerar un A.F.D. con comportamiento L definiendo una relacién de
equivalencia F sobre el conjunto de estados y construyendo un A.F. cociente
M/E para ésta relacién. Se puede probar que salvo isomomorfismo este
cociente M/FE es independiente de la escogencia de M y asi es un A.F. mi-
nimal para el conjunto L. El segundo método, mas elegante y algebraico,
consiste de una construccion directa de un A.F. M para L y demostrar su
minimalidad.

Definicién 2.4.1 Sean M, = (Q,%,6,¢, F) y My =(Q',3,8,q., F') dos
A.F’s.. Un Morfismo (o transformacién de estados) entre My y M; es una
funcion 0 : Q— Q' sastisfaciendo:

o (i) w(qo) = ¢,.
o (it) &'(0(q),r) = 0(6(q,7)), para todo r € ¥*.
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o (i) 07 (F) C F.

Teorema 2.4.1 (Myhill-Nerode). Las siguientes condiciones son equivalen-
tes:

e () El conjunto L C T es aceptado por un A.F.

e (1) L es la unidn de algunas de las clases de equivalencia de una
relacién de equivalencia invariante a derecha de indice finito.

e (iii) La relacidn de equivalencia Ry, es de indice finito.

Prueba (:) => (i7) Supongamos que L C Y" es aceptado por un A.F.
M =(Q,%,8,q,, F) y consideremos la relacién de equivalencia invariante a
derecha inducida por M, es decir, Rps. Como se sabe Rjs es de indice finito,
mas aun, si n = card(Q), entonces ind(Rp) £ n. Ademads, obviamente por

la definicién de Ry, L= | z con 68(g,,z) € F.
‘ z€F

(12) == (422) Supongamos que E es una relacion de equivalencia invariante a
derecha de indice finito tal que L es la unién de algunas clases de equivalencia
de E. Afirmamos que E es un refinamiento de R;. En efecto si z E y,
entonces, por lo supuesto, se tiene que para cada z € Y.*, zz E yz, en
consecuencia yz € L, si y solo si, zz € L, es decir, zRpy; de donde se
sigue que la clase de z en E esta contenida en alguna clase de equivalencia de
R;. Por tanto, se tiene que la afirmacion es verdadera; en consecuencia, cada
clase de equivalencia de E esta contenida en alguna clase de equivalencia de
Ry, con lo cual ||RL|| < ||E||, es decir, ind(Rr) < ind(E).

Luego, Ry es de indice finito.

(131) => (¢) Supongamos que la relacién Ry es de indice finito, y constru-
yamos un A.F. como sigue: :
Q ={Z:z€Y"}; pongamos ¢, =0 y F'={z:z € L}; definimos ahora
a § por §(Z,a) = (za). Portanto M' = (Q',3,¢', ¢, F') es bien definido;
ademds, como 6'(q),z) = Z, entonces ¢ € Lac(M’), si y sélo si, T € F’, de
donde M’ es tal que Lac(M') = L. ’

a
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Teorema 2.4.2 El A.F. de estado minimo aceptando un conjunto L C 3~
es unico salvo isomorfismo y es definido por M’ en el teorema 2.4.1.

Prueba Sea M = (@Q,Y,6, ¢, F) un A.F que acepta a L, entonces por el
teorema 2.4.1 tenemos que card(Q) > card(Q’), donde @’ es el conjunto de
estados correspondientes al A.F. M’, definido en el teorema 2.4.1.

Supongamos que card(Q) = card(Q’), entonces hay una identificacién exacta
entre los estados de M y los estados de M’, es decir, si ¢ € ), entonces debe
existir z € 3" tal que 6(g,,z) = q, pues de lo contrario ¢ puede ser quitado
de @) dando lugar a un A.F. mas pequeifio. Identifiquemos ¢ € Q) con el estado
8(q,,x) de M'. Esta identificacién es consistente. Si 6(g,,z) = 6(¢o,y) = g,
entonces por la prueba del teorema 2.4.1. z e y estan en la misma clase de

equivalencia de Ry. Asi, &§(q),z) = §'(q},y). Por tanto M es isomorfo a M’.
O

Definicion 2.4.2 Dos estados ¢;,q9, de un A.F. M son equivalentes, si y
s6lo si, para todo r € Y%, se tiene que 6(q1,r) € F <> 6(q,7) € F.
En éste caso escribimos ¢1 F g2 (6 ¢1 = ¢2).

Definicion 2.4.3 Dos estados q;,q2 de un A.F. M son llamados distin-
guibles si existe r € 3" tal que 6(q1,7) € F y 6(q2,7) & F o viceversa.

Dados dos estados cualesquiera ¢; y ¢z es importante saber decidirsi ¢; £ ¢
6 no. Para esto definamos relaciones de equivalencias E,, p > 0 como sigue:
a By, @251 (6(q1,r) € F < é(¢qz,r) € F), paratodo r€ 1", |r| < p.

Es clara la siguiente cadena de inclusiones:

EC...CE,C...CE,CE CE, ademas E= ﬂE'p.
p=1

Afirmacién. ¢ E,yy ¢ < paratodo r € 3 ,q¢ E, ¢2 ¥y
8(q1,7) E, 6(q2,7). En efecto, ¢; E,41 g significa que para todo w € 3, con
lw| <p+1, 8(q1,w) € F < §(q2,w) € F.
- Tomemos w =6 y w=rt,con |t| <p y asila afirmacién queda probada.
De la Afirmacién se sigue que si Eyqy = E,, entonces E,;3 = E,yy. Asi, si
E,i1 = Ep, entonces E = E,.
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Sea e, el nimero de clases de equivalencias de la relacién de equivalencia E,,
entonces:

e, Lep ... < e £... Lcard(Q); ademads, si excluimos los casos triviales
F=0 y F=Q,entonces F, tiene exactamente dos clases de equivalencia,
a saber F y Q\F. Asi, e, = 2. Por consiguiente debemos tener para algiin
p<card(Q) —2 que e, =ep41. De acd que E, = E,yq.

En consecuencia E, = E. Luego, hemos probado la proposicién siguiente.

.

Proposicion 2.4.1 Fn un A.F M dos estados son equivalentes, si y sdlo si,
para todo r € 3" tal que |r| < card(Q) — 1, 6(q,r) € F < §(q2,7) € F.

Corolario 2.4.1 La equivalencia de dos estados en un A.F.D es decidible.

Prueba: El algoritmo es dado en la proposicion 2.4.1 )

Veamos ahora el método algebraico para la minimizacién de Autématas fini-
tos.

Sea L un lenguaje regular y sea M = (@Q,¥,6,¢,, F) un A.F.D. tal que
Lac(M) = L. ‘

Consideremos M, = (Q',3,8',4¢,, F'), donde Q' = {q € @/ existe r €
>*, 8(qo,7) = q}, los elementos de @' los denotaremos por [g], F' = {[q]/q €
F}, &(lgl,a) = [6(g, a)]. & estd bien definida. En efecto, si p = g, entonces
6(q,a) = 6(p, a), esto es, si (g, a) es distinguible de §(p,a) por z, entonces
az distingue ¢ de p; ademds &'([¢,],z) = [6(gs,z)] lo cual puede probarse
por induccidén sobre la longitud de z. Por tanto, Lac(M) = Lac(M') = L.
Finalmente es facil probar que M’ no tiene mas estados que el indice de R

donde L = Lac(M). En consecuencia obtenemos la minimalidad de M’.
a
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2.5 Ejercicios Propuestos

Ejercicio 2.5.1 Pruebe que los conjuntos siguientes no son regulares.

(@) L = {rPy*/p>0}.
() L = {rP?/p<gq}.

Ejercicio 2.5.2 Lac(M) es finito, si y sblo si, M no tiene trayectorias ce-
rradas de longitud mayor que cero (M es un A.F.)

Ejercicio 2.5.3 Pruebe que cualquier A.F. aceptando el conjunto {r*y™ /
0 < n < N} debe contener al menos 2N + 1 estados.

Ejercicio 2.5.4 Pruebe que el lenguaje aceptado por el A.F. de la figura
siguiente es L = r*v*

N

N Y N
é)) ,o@v.

Figura 2.2:

Ejercicio 2.5.5 Pruebe que L = {s/ |s|; < [s|y} no es regular.

Ejercicio 2.5.6 Sea M un A.F. con n estados y Lac(M) = L. Entonces L
es finito, si y sélo si, para todo s € L, |s| < n.-

Ejercicio 2.5.7 Cuales de los siguientes conjuntos son regulares:

(@) {0*": n>1}

(6) {0™1"0™*": m>1, n>1}.

(c) El conjunto de palabras con igual nimero de ceros y unos.
(d) {r"*: ¢<p}

Ejercicio 2.5.8 Pruebe la extensién del lema de Pumping para conjuntos
regulares: sea L un conjunto regular. Entonces existe una constante n tal
que para cada 21,22,23, cOn 21,22,23 € L y |z| = n, 2, puede ser escrito
como 2z, = uvw, |[v| > 1 y paratodo i3 0, zjuviwz; € L.
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Ejercicio 2.5.9 Useel ejercicio 2.5.8 para probar que el conjunto {0° 1™ 2™ :
m,1 > 1} no es regular.

Ejercicio 2.5.10 Pruebe que el conjunto A = {a; a3 a5 ...a2,-1 / aja,
a3ay...as, € L}, es regular, donde L es un conjunto regular.

Ejercicio 2.5.11 ;Cuales son las clases de equivalencia de Ry, en el teorema
de Myhill-Nerode para L = {0"1": n > 1}7. ‘

Ejercicio 2.5.12 Sean Y ,,) , alfabetos y consideremos Y *;,3"*;. Sea L
un subconjunto de 3°*;, x3°*,. Entonces L es regular, si y sélo si, L es la
unién de conjuntos de la forma L; X L,, donde L; es un subconjunto regular
de 3=*; y L2 es un subconjunto regular de 3_*,.

Ejercicio 2.5.13 Un subconjunto L del monoide }_* es regular, si y sélo si,
existen subconjuntos de }-* Ly,...L,, By,... By, talesque L = U L;B;, y si
st € A, entonces s € L;, t € B;, para algin 1 <1 < n.

Ejercicio 2.5.14 Pruebe que si L es un conjunto regular de 3_* también lo
es el conjunto B = {(z,y) : z.y € L} C 3" x X". Pruebe que si B es regular,
entonces L es la unién finita de conjuntos de la forma CD, con C,D € 3_*
regulares.

Ejercicio 2.5.15 Pruebe que los siguientes subconjuntos de {r,v}* no son

regulares. A = {r"y" /n € X} , B = {r"*yr® / n € X}, donde X es
cualquier subconjunto infinito de IV.
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Capitulo 3

Maquinas Secuenciales

Las maquinas secuenciales que se estudian en este capitulo son las llamadas
maquinas de MOORE y maquinas de MEALY. Estas maquinas de estados
tienen caracteristicas analogas a los Autématas finitos deterministas, pero in-
volucran una funcién parcial adicional que determina la salida de la maquina.
Las salidas de la maquina de Moore dependen de los estados y las salidas de
la maquina de Mealy, dependen tanto de los estados como de las entradas.
Demostraremos que los dos tipos de maquina, antes mencionadas, producen
la misma transformacién de salida. Dada esta equivalencia nos referiremos a
los Autématas de Moore (o de Mealy) como Autématas finitos. Definiremos
la transformacién de entrada- salida y realizaciéon de un A.F., dando algunas
propiedades como isomorfismo entre A.F’s., distinguibilidad, minimalidad,
etc. Finalmente daremos algunas técnicas usando cédigos para describir los
A.F’s. y algunas nociones de complejidad, donde veremos que los A.F’s.
reducidos son de complejidad finita.

3.1 Maquinas de Moore y Maquinas
de Mealy |

Definicién 3.1.1 Una mdquina de Moore es un seztuple M = (Q, 3,7, 6, A,
¢), donde Y,Q,6, y ¢, son como en los A.F.D’s., v es un alfabeto de
salida y A es una funcidn parcial de Q en (X :Q-—), es decir, A(q) es
la salida de la mdquina asociada al estado q.
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Definicién 3.1.2 Una mdquina de Mealy es un sextuple

M = (@Q,%,7,6,)¢,), donde M es como en la mdquina de Moore con
la diferencia de que las salidas dependen tanto de las entradas como de los
estados (A : Q X ¥ —7); asi, A(g,a) es la salida asociada con la transicidn
del estado q, en la enlrada a.

Nuestro problema consiste ahora en extender la funcién parcial A de la
maquina de Moore y la maquina de Mealy. Para las maquinas de Mealy
tenemos que A : @ X 3 —~ es la funcién parcial de salida. Extendemos
A como sigue:

(¥) A:@Q x Z"—v* Satisface:

o (i) Mg, 0) =9.

o (21) (g, st) = Mg, s)A(gs,t),s,t € 3%, donde ¢s = é(q,s). Y se define
inductivamente como A(gq,8) = 8, A(q,s)A(gs,a) = A(q, sa).

Veamos que (i1) se tiene. Para esto procederemos por induccién sobre la
longitud de ¢ € }_*.

Si |t| = 0, entonces ¢ = 0, en consecuencia A(q,sf) = A(q, s)A(gs,0) (re-
cuerde que A(gs,0) = A(6(q,s),0) = 0).

Suponga ahora que (i) es verdadera para t € ¥, |t/ =n ysea t= ua,
con a €Y, |u| =n, entonces [t| =n + 1, asi:

Mg, st) = A(g,sua) = A(q, su)A(gsu, a)

(

= Mg, s)A(gs,u)A(gsu,a)

= Mg, s)A(gs,ua)
(¢,)A(gs

q,5)A(gs,1)

S

En las maquinas de Mealy un arco lo denotamos por p e, g, con p,q €
@, r €Y, ac€n,locual significa que é(p,r) =¢ y Ap,r) =a.

Ahora, si ¢ : p—q es una trayectoria de longitud n en la maquina
M y ri/ay...rp/a, es una sucesion de etiquetas de c, entonces. poniendo
S§=T1...Tn ¥ @ = a1az...4,, tenemos que §(p,s) =¢q¢ y A(p,s) = a; en

consecuencia la trayectoria puede ser denotada por p e, q.
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Definicién 3.1.3 Sea M una mdquina de Mealy. La funcién calculada por
M (0 el resultado de M) es una funcidn parcial Fu : 3*—v*, definida
por Fu(s) = Mg, s).

Asi, Fyr (rB) = Fy (r)A(8(q,7), B), para todo r,8 € 5"

Definicién 3.1.4 Una funcidn parcial F : Y *—~* se llama Secuencial,
si existe una mdquina de Mealy M tal que F = F. .

Observacion 3.1 . FEs claro que st A y & son verdaderas funciones,
entonces la funcidn extendida definida en (*) es una verdadera funcién. En
este caso diremos que la mdquina de Mealy es completa.

Para calcular F(s), con s =rry...Tn, basta calcular los estados g,, g1, . . .
Gn, con g = 6(qr-1,7k) ¥ las salidas ar = AM(gk-1,7%), 1 <k <n.
Asi Fup(s) = araz...anm

Si para algin k, 6(¢x-1,7¢) = 0, entonces la miquina de Mealy se bloquea
Fp(s) = 0. Nétese quesi |r|=mn,con r=ry...r,, entonces |Fy(r)] =n.
De la misma manera como se extendio A para las maquinas de Mealy se
extiende para las maquinas de Moore. Asi la respuesta o salida a la palabra de
entrada ajaz...an, es (*x) A(go)A(q1)...A(¢n), donde ¢; = 6(gi—1,0a:), 1 <
1<n

Note que (**) tiene longitud n+1 y que cualquier mdquina de Moore dé
la salida A(g,), en respuesta a la entrada 6.

Ahora estamos preparados para dar la equivalencia entre las maquinas de
Moore y de Mealy.

Recordemos quesi M y M’ son maquinas de Moore y Mealy respectiva-
mente, entonces podemos considerar Fy(w) y Fuye(w), para cada w € 37,
y se tiene que |Fuyp(w)| < |Fpm(w)| para cada w € ¥*. En consecuencia
Fy # Fpp. Esto genera nuestro primer problema en cuanto al planteamiento
de equivalencia entre las dos maquinas. A pesar de esto, podemos resolver
nuestro problema observando la respuesta de la maquina de Moore en la en-
trada 8 y decir que las maquinas M y M’ son equivalentes si para toda
entrada t se tiene que bF)(t) = Fp(t), para algin b€y de M, para su
estado inicial.
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Teorema 3.1.1 Sea M; := (@,%,7,9,61,A) una mdquina de Moore, en-
tonces existe una mdquina de Mealy M; equivalente a M,.

Prueba. Sea M, =(Q,Y,7,6,),q), donde X : @ x 3= —~, es definida
como A'(g,a) = A(6(¢,a)), para todo ¢ € Q, a € Y. Con M, definida
de esta manera se tiene entonces que M; y M, concluyen en la misma
sucesion de estados con la misma entrada, y con cada transicion M, emite

la salida que M; asocia con el estado que ha entrado.
O

Teorema 3.1.2 Sea M; = (Q,%,7,0,A,¢,) una mdquina de Mealy.
Entonces eziste una mdquina de Moore M, equivalente a M,

Prueba. Sea M; = (@ x7v,%,7,6, X, (¢, b]), donde b, es un elemento
arbitrario en 4. Definimos &' : (Q x v) x ¥ —@ x v por &([g,r],a) =
(6(q,a), M(g,a)) y definimos X : @ x y—y por N([g,r]) =r.

0

Las funciones parciales definidas en el teorema 3.1.2 dicen que la segunda
componente de un estado [q,r] de M, es la salida realizada por M; en
alguna transicién en el estado ¢. Solamente la primera componente de los
estados de M; determinan el movimiento hecho por M;. Podemos afirmar

quesi M; entra a los estados ¢,, q1,-..,¢, enlaentrada a;...a, yemitelas
salidas by,b,,...,b,, entonces M, entra a los estados [go, b5, ..., [qn, bn] ¥
emite las salidas b,,b,...,b,.

Ejemplo 3.1.1 Sea M; la mdquina de Mealy de la figura 3.1. Podemos
tomar b, = n y asi [, b, es el estado inicial de M,. Ahora por el
teorema 8.1.2 los estados de My son (qo,¥], (90, 7], [Po, Y], [Po, ], [P1, Y],
[p1,n] y atendiendo a las definiciones de X y & del teorema 3.1.2,
tenemos que M, queda determinado por la figura 3.2 -

En lo que sigue hablaremos indistintamente de Autématas de Moore o Mealy,
dada la equivalencia entre estas maquinas y nos referimos a estos solo como
Autdomatas finitos.
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Figura 3.1:
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—[@pr]
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Figura 3.2:

3.2 Descripcion del Comportamiento de un

Autédmata Finito

Definicién 3.2.1 Sean P wuna particion de Y.* e Y un conjunto finito.
Una transformacion de entrada-salida es una aplicacion F :Y*/P—Y bi-

Note que ind(P) = |Y| < oo, pues F es una biyeccién. Podemos deno-
tar entonces al numero de clases de equivalencia por la relacion P como

En lo que sigue asumiremos que los Autématas de Moore son accesibles y

que sus funciones de salidas son sobreyectivas.
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Definicién 3.2.2 Sean M = (Q1,5,71,61,A,@1) ¥y M2 =(Q2, 1,7, 62,
A2,q2) dos Autématas finitos. Diremos que My y M, son isomorfos si
existen funciones biyectivas ¢ : @Q1—Q2 y & :v,—7,, tales que:

* (1) o(e1) = q2
o (1) ¢(61(q,r)) = 62((q),7) , para todo g€ Qy, r €L
o (1) £(M(q)) = Aa(p(q)) , para todo g € Q1.

Y diremos que el par (p,€) es un isomorfismo entre M; y M,;. Ahora,
st @ es sobre, entonces diremos que el par (p,€) es un homomorfismo de

M, sobre M.

Definicién 3.2.3 Un Autémata M es llamado simple (o Reducido) si cada
homomorfismo de M es un isomorfismo.

Definicién 3.2.4 Sea (p,£) un homomorfismo de M; sobre M, tal que
M, y M, tienen el mismo conjunto ~. St € esla aplicacion identidad de
~, diremos entonces que @ es un homomorfismo de estados y que M, es
la tmagen homomdrfica de estados de M;.

Definicién 3.2.5 Sea M :=(Q,¥,7,0,),¢,) un Autémata finito. Dadas
dos palabras de entrada ry y ro . Diremos que 1y y ro son equivalentes,
st y solo si,

A(6(g0,71)) = A(8(go, 72))-

Podemos probar que la relacion dada en la definicién 3.2.5 es una relacién
de equivalencia sobre Y.* y la denotamos por P.

Consideremos ahora a }*/P y definamos F:3Y */P—y por
F(7) = M6(go, 7).

Afirmacién: F es una biyeccién. En efecto, si F(F) = F(r'), es decir,
M6(go,7)) = A(6(go,7")), entonces r es equivalente a r' y asi. 7 = r;
en consecuencia F' es inyectiva. La sobreyectividad de F es inmediata
recordando que se ha supuesto que M es accesible y A es sobre.
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Definicion 3.2.6 Un Automata M = (Q,X,7,6,A,¢,) es llamado una
Realizacidn de una transformacidn de entrada-salida F : Y*/P—~, si

para todo r € 3%, F(7) = Mé(q,,7)).

Proposicion 3.2.1 Si un Autdmata M, es imagen isomorfica del Autéma-
ta M,, entonces ellos inducen transformaciones de entrada-salida isomorfi-
cas.

4

Prueba. Supongamos que un Autémata M, es imagen isomérfica de un
Autémata Ml’ digarnos M1 = (Qh 2,71,51,A1,Q1) Yy M2 = (Q2)2,72762a
A2, q2), entonces de la definicién 3.2.2. se sigue que ¢(61(q1,7)) = 82(¢(q1),7)
= 82(q2,7) ¥y A2(b2(g2,7)) = A2(82((q1),7)) = A2(82(g2,7)) = Mep(b1(qn,
7)) = E(M(81(q1,7))) , es decir, (% **) Ay(62(g2,7)) = {(M1(61(q1,7)))-

Ahora, como ¢ es biyectivay F,(F) = € (Fi(F)), entonces los Autématas

M; y M, inducen transformaciones de entrada-salida isomorficas.
]

Corolario 3.2.1 Si M; es imagen isomorfica de estados de M,, entonces
M; y M, realizan la misma transformacion de entrada-salida.

Prueba. De la proposicién 3.2.1. se sigue que

Fy(7) = M2(g2, 7)) = E(M1(81(q1,7))) = M(61(q1,7)) = Fi(F).

Sea P una particion de }_". Definamos una particién sobre }°* denotada
m(P) como sigue: r = f(mod m(P)) <= para todo z,rz = Bz(mod P),

con r,03,z€ Y%,
0

Teorema 3.2.1 Sea P wuna particion de Y.*. Denotamos por Np al
conjunto de todos los Automatas finitos M tal que la relacion de equivalencia
inducida por M sea igual a P, es deciry, Np = {M A.F: Ry = P}.

Si Np # 0, entonces Np contiene un Automata reducido M,, inico salvo
isomorfismo, que es imagen homomdrfica de cada elemento de Np.

Prueba. Supongamos que Np # 0, asi ind(P) < co. Construimos M, de
la manera siguiente: escogemos a las clases mod (m(P)) como los estados,
ponemos ¢ = [0], definimos 6, : @, X 3 —Q, por b,(q,z) = 6,([p],z) =
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pz], pETzE T
La funcién de salida A, : @,——~ la definimos por A,(a) = A,(b), solamente
si p = g(mod(P)), donde a = [p] ¥y b = [q]. Asi, hemos construido
M, = (Q0, ,7,80, A, ¢:) vy claramente es tinico salvo isomorfismo.

Afirmacién: M, asi definido esta en Np.
En efecto, por induccién se prueba que para cada p € Y%, p corresponde a

6o(q5,p), asi p =¢q (mod(P)) y Io(6.(4,p)) = Xo(65(q;,9)) son equivalen-
tes.

Sea M un elemento arbitrario de Np. Veamos que existe un homomorfismo
de M sobre M,. Para esto primero veamos que la funciéon de transicién
§ satisface que 6(go,7)) = 8(q,, f) = v = B mod(m(P))

En efecto supongamos que el lado derecho de (* * %), en la prueba de la pro-
posicién 3.2.1., es cierta, entonces r = 3 mod(P), pues M € Np. Ademis
6(go,7) = 6(¢o, B) determina una congruencia a derecha de }°*, la cudl es un
refinamiento de P. La asignacién 6(q,,7)—60(g},r) es una sobreyeccion
de M sobre M,(¢:Q-—0Q,).

Finalmente, sea M, imagen homomorfica de M, y denotemos su conjunto
de estados como Q. , entonces |Q,| < |Q,] ; por otro lado, M, € Np implica
que |@.] > |Q.| , de acé que |Q,| = |Q,| lo cudl es contradictorio, salvo
que M, y M, sean isomorfos, por tanto M, es reducido o simple.
' a

Corolario 3.2.2 Sea F:Y*/P—Y una tranformacion de entrada-salida
arbitraria. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

e (¢) ind(m(P)) < oo

o (it) Erziste un A.F. realizando F.

o (i11) Eziste un A.F. reducido (inico salvo isomorfismo) realizando F.
Prueba. Es dejada como ejercicio. 0

Definicién 3.2.7 Una particion P de Y.* es llamada hiperfina si m(P)
es de tndice finito.
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Definicién 3.2.8 Si el par (p,€) es un isomorfismo y un homomorfismo
de estados, diremos que (p,£) es un isomorfismos de estados.

Lema 3.2.1 Supongamos que M; y M, son dos Autématas isomorfos, los
cuales inducen la misma transformacion de entrada-salida. Entonces M; vy
M, determinan un tsomorfismo de estados.

Prueba‘ Pongamos Ml = (QI)E,‘Y’ 61,A1) ql)) M2 = (QZaZa 7?62a)‘2aq2)1 )
p:—Q2 y £

Sea r €Y ysea p elestado p=6;(g1,), entonces

Mp) = M6
(

= )\2(
= £(M(p)).

Asi, ¢ esla transformacién identidad. En consecuencia M; y M, deter-

minan un isomorfismo de estados.
O

Definicién 3.2.9 Dos estados p y g de un Autdmata M son llamados
distinguibles, si existe r € Y.* tal que A(6(p,7)) # Ab(g,r)). En caso
contrario, p y q son llamados indistinguibles.

Es facil probar que la relacion de indistinguibilidad dada en la definicién
3.2.9. es de equivalencia y sera denotada por mpqz-

3.3 Codbdigos y Precddigos
En lo sucesivo N,-j denotara el conjunto de los enteros entre ¢ y j(i <

7) (ambos inclusive), es decir, N,-j.= {teZ :1<z<5}
Claramente la cardinalidad de N}, denotada por |[N}|,es j —1 +-1.
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Definicién 3.3.1 Un precddigo es un sextuple D = (r,s,[,9,u,¢), donde
r y s son enteros no negativosy 3,9, y @ son funciones con dominios
y contradominios (también llamados objetivos) especificados como sigue:

B: NJTFHL NIt 9 NITsH_ NP,
i NP NI, o NI NP
Estas funciones satisfacen las siguientes condiciones: .
o (3) A(2)=1.Si i € Nj*!, entonces valen (a) A [(b) V (c)], donde
(a) A(i-1)<B(:) <3,

)
(b) B(i—1) < B(),
(c) 9(i—1)<9(),

e (i1) Si 7€ Nj*!, entonces
p(i) =1 € {0,p(1),4(2), ..., p(i = 1)}

o (itz) Si ¢ € NI, entonces (B(i),9(:)) es el par mds pequefio,
lexicograficamente, para el cual :

j € Nyt = (B(i) # B(7)) V (9(i) # 9(5)) para cada j.
o (iv)Si i€ NF5*', entonces se tieng ety =1 6 (d)A[(e) Vv (f)],

donde
(d) Ble(:)) < B(3)
(e) B(w(3)) < B(7)
(f) I(p(2)) < I(5)

Observacion 3.2 Cualquier precédigo puede representarse en una tabla de
tamanio (r+s+1)x4 (filas y columnas), en la cudl se especifican los valores
B(z2), 9(2), p(t) y @(2), para cada i, de acuerdo a sus respectivos dominios.

Ejemplo 3.3.1 A continuacidn se muestra un precddigo en una tabla bidi-
mensional para n=2, r=5,s=1.
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BN OREIORNIOEEI0)
1 — - 1 —
2 1 1 2 —
3 1 | 2 1 -
4 2 1 3 -
5 2 2 2 -
6 3 2 4 -
7 3 1 - 4 '
8 4 1 - 2
9 4 2 — 1
10 5 1 — 3
11 5 2 — 5
12 6 1 — 6
13 6 2 — 1

Proposicién 3.3.1 Si las formulas ¢ € NJ***' | 5 € Njt**t | B(3) =
B(7) y 9(z) =9(5) son validas (para un precddigo), entonces 1 = j.

Demostracién. Procediendo por el absurdo veamos que 2 < j < @ <
r+s-+1.
Implica que () # B() V 9() # 9(7).

Caso 1. ¢ <r+1.Si B(y) = B(¢), entonces tenemos que F(z) =Gz —1) =
Blz—=2)=...=8(7) y 9(E)>9(E-1)>...>9().

Caso 2. ¢ 2 r+2. De (ii7) inmediatamente se sigue que 2 < j <t < r+s+1

implica que f(¢) # B(5) V 9(¢) # 9(7)-

Sean D, = (7‘1,51,51,191,#1,991) y D2 = (r2,s2, 2,2, ft2,,) dos precodi-
gos. Sea la relacion Dy < D, es verdaderasi (rj <roAsp =0)V(r =
roAsy £ 82) ¥ P2, Vs, 2,0, €s una extension de 1,91, u1,¢; respecti-
vamente. La relacion < es una relacidn de orden parcial sobre todos los
precédigos (n es fijo). Si Dy < Dy y r1+ 51+ 1 =r;+ s2 se tienen,
entonces escribiremos D,aD, (esto significa que tenemos D; si borramos

la ltima fila de D).
a
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Observacion 3.3 Se puede demostrar que s < rn+n —r es vdlida para
cada precddigo; igualmente se tiene para los cddigos y solamente para ellos.

Definicién 3.3.2 Si D; es un precddigo y no existe precédigo D; con
D, < D,, entonces a Dy se le llamard codigo.

Es facil verificar que el precddigo del ejemplo 3.3.1. es un cédigo.
Sea C =(r,s,[,9,u,p) un cédigo arbitrario. Determinamos un Autémata
Y(c)=A=(A,X,Y,6,),a") por las reglas siguientes de (a) a (e).

G.) A= {01,0.2, . .a,+1}

b) a* = a; es el estado inicial de A.

&) Y = {y1,u3,..., 0}, donde ¢ = maz(u(1), w(2),..., u(r + 1))

d) Para cada i (€ N;***!), definimos § por

L@@y ) a4 hsiisr+l
8(apg), ='V) {a%) G4

(
(
(
(

e (e) Paracada i(€ N;*'), definimos A por A(a;) =y,

Observacidon 3.4 La transicion § es consistente y estd bien definida pues
(131) fué estipulada, la proposicion 8.8.1. se tiene y C es un cddigo.

Observacién 3.5 Si D < C es vdlida para un precédigo D, entonces
podemos asignar a D un sub-Automata parcial de (c) de una manera
natural.

3.4 Nociones de Complejidad

Como hemos visto, los cédigos dan una descripcién de todos los A.F’s. de
Moore. La nocién de codigo esta demasiado extendida, por lo tanto queremos
restringir nuestra atencién a los codigos C, para los cuales los Autématas
¥(c) son simples.
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Sean a y b dos estados de un A.F de Moore A. Entenderemos por el
numero de distinguibilidad w(a,b) de a y b, lalongitud |p| dela palabra
mas corta p, tal que A(8(a,p)) # A(6(b, p))-

(Por supuesto, w(a,b) =00 si A(6(a,p)) = A(6(b,p)), para todo p(€ T%).

Evidentemente, w(a,a) = oo y también w(a,b) = w(b,a) valen. Con-
vendremos que mix w(a,b) se llama complejidad del Autémata A, y la
denotaremos por §14(A); acd (a,b) recorre todos los pares de estados de
A, talesque a#b (Q4(A) =0,si A tiene un solo estado). La complejidad
de un cbdigo se define por

Qc(C) = Qa(¥(0)) .

Lema 3.4.1 Si a,b y c son estados arbitrarios de un A.F., entonces
w(b, ¢) > min {w(a,bd),w(a,c)}.

Prueba. Sea p la palabra mas corta tal que A(6(b,p)) # A(é(c,p)).

Denotemos A(é(a,p)) por y., la notaciébn y, y y. tienen significado

analogo. Si y, # ys, entonces w(a,c) < w(b,c).
a

Proposicién 3.4.1 Sea ay,a3, y a3 estados arbitrarios de un A.F. de
Moore. Entonces, eziste una permutacidn n del conjunto {1,2,3}, tal que

W(aAn(1)s Ar(2)) = W(Ar(2), Gr(3)) < W(aAr(1), An(z))-

Prueba. Obviamente existe una permutacién 7 que satisface w(ar(1), @(2))
= wW(ar(2), tr(3)) < W(aAr(1);r(3))- S1 W(Ar(1)s Cn(2)) < W(Ar(2),An(3)) €5
verdadera, entonces tenemos una contraccién con el lema 3.4.1. (con a =

An(3)y b= an2), €= ar())-
0

Lema 3.4.2 Sean b y ¢ dosestados de un A.F A. w(b,c) = 0o <= existe
un homomorfismo (aa,ay) de A tal que a4(b) = aa(c).

Prueba. Necesidad. Supéngase que w(b,c) = oo. Introcucimos una ope-
racién binaria A (que depende de b y c) en el conjunto de estados de
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A como sigue: A(a,at) es verdadera precisamente cuando existe una su-

cesién de estados (a =)a,,a1,4as,...,ak(= a¥) y una sucesién de palabras

P1,P2,---,Pk (kK es comun) tal que {6(b,p:),6(c,pi)} = {ai-1,a;} se tiene

para cada escogencia de (1 <1 < k).

Podemos demostrar que A es una relacién de equivalencia; esto determina

una particién R del conjunto de estados. El Autémata factor con respecto a

R puede introducirse de una manera consecuente. De aqui el par (a4, ay), .
donde @4 es la asignacién natural asociada a la particiéon y ay esla

permutacion identidad del alfabeto de salida, es un homomorfismo.

N(aa(8(5,2))) = A6 (ea(b),p)) = A(E'(aale), p)) = Naa(é(c,p))),

donde & y ) significa lo mismo en la imagen homomérfica. Para cada
escogencia de p, consecuentemente A(6(d,p)) = A(6(c,p)), ya que ay es

una biyeccidn.
a

Proposicién 3.4.2 Sea A un A.F. de Moore. Entonces A es simple, si
y solo si Q4(A) < o0.

Prueba. Consideremos las siguientes afirmaciones:
e (i) A no es reducible.
e (11) A tiene un homomorfismo que no es isomorfismo

e (11z) A tiene dos estados diferentes b y ¢ y un homomorfismo
(aa,ay) tal que ay(b) = aa(c).

e (iv) A tiene dos estados diferentes b y c tal que w(b,c) = oo.
o (v) Qa(A) =00

Las equivalencias (i) <= (i1), (1i) < (23t), (1v) <= (v), son evidentes.
La equivalencia (7i1) <= (iv) se establecié en lema 3.4.2. De aqui (z) y

(v) son equivalentes.
» a

Proposicién 3.4.3 Las siguientes condiciones son equivalentes, donde A es

un A.F. de Moore.
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o (a) La funcion de salida A de A es una biyeccion.
[ ] (b) QA(A) = 0.

Prueba. (b) y (a) son equivalentes del hecho evidente de que las propo-
.siciones A(a) # A(b) y w(a,b) =0 son equivalentes (a y b son estados
diferentes de A).

a.

61



3.5 Ejercicios Propuestos

Ejercicio 3.5.1 Dada una méaquina de Moore M. Dé la regla para la
funcién parcial computada por M Fjy y la funcidn de salida extendida

A

Ejercicio 3.5.2 Pruebe que un A.F.D. es un caso especial de una maquina
de Moore, donde el alfabeto de salida es {0,1} y que el estado ¢ es
aceptado, si y solo si, A(¢) = 1.

Ejercicio 3.5.3 Probar lo siguiente:

(i) m(P) C P.

(:2) m(P) es invariante a la derecha.

(vi2) P* C P implica que P* C m(P), para cada P* invariante a derecha
de Y".

Ejercicio 3.5.4 Pruebe que Np # @ (en el teorema 3.2.1) implica que
ind(P) < oo.

Ejercicio 3.5.5 Pruebe el corolario 3.2.2.

Ejercicio 3.5.6 Sea > ={r}, v = {r,7}. Considere la maquina de Mealy
de la figura siguiente, donde Card(Q) = n.

r r/r

't
g -,
/'y
Figura 3.3:
' r ,Slt+j7<n
Pruebe que A(g;,r’) = ,
rlr L sit4j=n

Calcule Fpr(r*) y encuentre un Autémata de Moore equivalente a M.

(k=pn+u, 0<u<n, p20,pe Z)
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Ejercicio 3.5.7 Sea Y = v = {r,7}. Considere la méquina de Mealy
M dada por la figura

1/

Tz .
/\
It @
Yr

Figura 3.4:
Encuentre una méaquina de Moore M’ equivalente a M.

Ejercicio 3.5.8 Sean ¥ = {a,b,¢}, ¥ = {z,y}. Encuentre una mdiquina
de Moore equivalente a la maquina de Mealy dada en la figura 3.5.8

P
bly
o G //a/x‘qv clyy
T
clyy

Figura 3.5:

63



Capitulo 4

Comportamiento al Infinito de
los Autématas Finitos

En éste capitulo consideraremos el comportamiento de los Autématas finitos
con entradas infinitas, es decir, con entradas que son sucesiones en el sentido
topoldgico y cuyos valores estan en algun alfabeto )°. Veremos que el con-
junto de todas las sucesiones en el alfabeto dado 3~ es un espacio métrico,
lo cudl nos proveera de una nocién importante para determinar propiedades
de continuidad en las aplicaciones secuenciales.

4.1 El Conjunto =V

Si Y esun alfabeto finito, entonces podemos considerar el conjunto {z/z :
IN— ¥_}; denotaremos este conjunto por ZW ,es decir, }“" esel conjunto

de todas las sucesiones en Y. También podemos identificar las = en ',
como z:=z(0)z(1)...z(n)... 0 z:=zex1Z2...Zy....

Definicién 4.1.1 Sean z € ZW y n € IN. Llamaremos a z, el (n+
1)—ésimo elemento de =z y a 2™ = zoZy...Tu-1 € 3.° el segmento inicial
de z de longitud n. Si n = o, convendremos que z°=20.

Definicién 4.1.2 Sea u € Y.". Diremos que u es un prefijo de = € EW st

existe n € IN tal que u = z™. En este caso pondremos u a .
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Proposicién 4.1.1 Dada una sucesion creciente u; < uz < ... < u, <
de elementos de 3*, existe un inico elemento z € ZW tal que
z? = ug, con j = |ug|, para todo k € IN.

Prueba. La sucesién z : IN— Y, definida por z; = z(j) = w(j) €
Y- satisface la proposicidn.
Q0

Llamaremos a z el limite de {u}. En particular, para cada z € ZW ,

= lim z".
n—oo

Definimos ahora una multiplicacién externa en EW y it X EW — ZW
definida por

ww:{um ,si 1 < Jul
w(i—|u]) ,s1 Ju| <3

y pondremos simplememte wuw. Noétese que uw también se puede definir

por uw = lim uw".
n—o00

Nuestro proximo paso consiste en definir una distancia sobre ZIN . Para
esto definimos sobre ZW una aplicacion p : ZW X 2” — IR dada por

1/7, st 2?7V =yi=l g9 £yl
maw={0/ siz=y # (4.1)

la cudl, se puede probar, es una métrica sobre ZW y asi el par (ZW ,p) €s
un espacio métrico.

Proposiciéon 4.1.2 Para cada z € ZIN y cada entero k > 0, x puede ser

expresada como r =uz', con ue " y 2’ € ZW, con |u|l=k.
Prueba. Basta tomar u = z*. a

El elemento z’ . de la proposicién 4.1.2, se le llamarad k- truncacién de z y
serd denotado por T*(z). ’

Sea F :3Y *—~* una funcién que satisface:
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e (z) F preserva el segmento inicial

e (:2) Paratodo re X", |r| < |F(r)]
N

Una funcion con ésta propiedad, induce una funcién FIN . ZW —y Y,
definida por F N (z) = T}Lr{)lo F(z") y ésta es llamada la prolongacién o ex-
tensién de F. Afirmamos que FIN 5 continua. En efecto, si p(z,y) < 1/n,
entonces z" =y" yasi F(z") = F(y"), dedonde lim F(z") = nli_.r{.xo-F(y"),‘
es decir, Fw(m) = Fw(y), por tanto [FlN(:c)]" = [F'lN(y)]". En conse-
cuencia p(FW(:c), Fw(y)) < 1/n, es decir FIV s continua.

Recordando ahora que si tenemos un Autémata de Moore o Mealy, la funcién
Fjs preserva segmentos iniciales y para todo r € 3, |r| < |F(r)|, enton-

ces Fjps induce una aplicaciéon F}}V Y —y que es continua. Las
funciones que se obtienen de esta manera seran llamadas SECUENCIALES.

Podemos establecer una biyeccién entre Z]N y (Zk)]N para todo k£ > 1
como sigue: si z € EW, entonces particionamos a z = ZoZ1...TkTkt1---

Zok-1Z2k ... en bloques de longitud k, y asi obtenemos un elemento z’ en
():k)w = (}:W, ZW, ey EW). Se puede probar que esta aplicacién es una
biyeccién que es un homomorfismo, por tanto (Zk)w = EW .

4,2 Sucesiones Fundamentalmente Perio-
dicas

Definicién 4.2.1 Una sucesion z : IN—'Y_ es llamada periddica si existe
un entero p >0 tal que z(n+p) = z(n), para todo n € IN.

En la definicién 4.2.1, poniendo S = z? € 7 = 3-*\{6}, se tiene obviamente

que z = lim (5)".

Definicién 4.2.2 Una sucesion = € ZW serd llamada fundamentalmente
periddica, si existen enteros p > 0, M, > 0 tal que z(n + p) = z(n), para
todo n> M,.
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Noétese que la definicién 4.2.2, es equivalente a decir que = = ¢ Jim (S5)" para
algin te€ Yy ", S€ X" .

Proposicién 4.2.1 La sucesion z: IN— Y es fundamentalmente perid-
dica, st y solo si, para cada r € 3 €l con]unto A, = {n/z(n)=r} =z7(r)
es un subconjunto regular de IN.

Prueba. Supongamos que z es fundamentalmente periddica, es decir, z(n +
p) = z(n), para algin p > 0 ytodo n>n, (pyn, los de la definicién).
Entonces, n + p € A,, si y solo si, n € A,, para todo n > n,. Luego por
el ejercicio propuesto 4.3.8 en la seccién de ejercicios correspondiente a éste
capitulo, tenemos que A, es regular.

Reciprocamente, suponga que cada A, es regular, es decir, es fundamen-
talmente periddica. Entonces existen enteros p, > 0 y n, > 0 tal que
n+p. € A,, si ysolo si, n € A,, para todo n > n,. Ahora, si p es el minimo
comin multiplo de los enteros p, y n, y tomamos el maximo de los n,,
entonces para todo r € Y, n+p € A,, si y solo si, n € A,, para todo
n > n,, asi A, es fundamentalmente periddica, es decir, z(n + p) = z(n),
para todo n > n,, en consecuencia z es fundamentalmente periddica.

a

Definicién 4.2.3 Sea A C Y%, llamaremos la clausura de A, denotada A,
al conjunto A:={zr:z¢€ Z]N, z? € A para infinitos j € IN}.

Observacidn 4.1 Note que z € A, si y solo si, z = lim a,, con {a,} une
T— 00
sucesion creciente en A.

Definicién 4.2.4 Sea M =(Q,Y,6,¢,,F) un A.F. ysea z € ZW. Una
trayectoria en M, con etiqueta x, es una sucesion P : IN—(), tal que.
P, = P.y1 esun arco en M, para cada n € IN.

Definicién 4.2.5 Sea P una trayectoria en un A.F. M = (Q,%,6,4,, F),

ysea I(P):={q:q€Q, ¢g= P, parainfinitos n € IN}. Diremos que la
trayectoria P es aceptada por M si P,=q, y L.(P)NF #0.
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Denotemos por ||M|| al conjunto de todas las etiquetas de trayectorias

aceptadas por M, es decir, ||M|| = {z € IV . existe una trayectoria en
M etiquetada z que es aceptada por M}.

Proposicién 4.2.2 Para cada Autémata M se tiene que

||M|| € Lac(M). Mds ain, si M es un A.F.D. entonces

1] = Zac(hD).

Prueba. Sea M = (Q,Y,6,¢,,F) un AF. y sea P una trayectoria
con etiqueta =z € ZW que es aceptada por M, entonces P, = ¢, y
L(P)NF #40.

Ahora, para cada n € IN, tenemos obviamente que

z z T Tn—-1 .
g —= P = P, =% ... 5 P, es aceptada por M y su etiqueta es z”.

Por tanto z™ € Lac(M) para infinitos n € IV, de donde = € Lac(M), luego

[|M|| € Lac(M). Finalmente,si M esun A.F.D.y z € Lac(M), entonces
z™ € Lac(M) para infinitos n € IN. Ahora, poniendo P; = 6(g,,2’) para
cada j € IN, tenemos una trayectoria P aceptada por M con etiqueta

z. Por tanto, z € ||M]|| y asl ||M]| = Lac(M).
a
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4.3 Ejercicios Propuestos

Ejercicio 4.3.1 Pruebe que p es una métrica en ZW, donde p esla
funcién [4.1] definida en ZW

Ejercicio 4.3.2 Pruebe que para todo a € }_* fijo, la funcién ¢ : EW —
ZW definida por ¢,(z) = uz es continua.

L]

Ejercicio 4.3.3 Pruebe lo siguiente:
(a) p(z1,22) < ;.‘Ip;; = p(m*(21),7*(z2)) < &

(b) La aplicacién 7*: >N _, EW es continua.

Ejercicio 4.3.4 Pruebe que ZIN es un espacio topolégico compacto, es
decir, cada sucesion infinita de elementos de EW contiene una subsucesién
convergente. Pruebe que la topologia de ZW dada por la distancia p, coin-
cide con la topologia del producto cartesiano de ZW , visto como producto
de una sucesién de copias del espacio discreto Y.

Ejercicio 4.3.5 Dada una funcién F': ZW —>7W, y dado u € 3°* defi-
namos F,u : EW —>7W por (F,u)(s) = F,7*(us). Pruebe que:
(2) F,0 =F; F,(uv) = (Fou),v;

(ir) si F es continua, entonces F,u es continua.

Ejercicio 4.3.6 Llamamos a la funcién F : ZIN ——vyw finita si la familia
de funciones {F,u/u € 3"} es finita. Pruebe que F es secuencial, si y solo

si, F es finita y se tiene que p(F(z), F(y)) £ p(z,y) paratodo z,y € ZW.

Ejercicio 4.3.7 Pruebe que para cada funcién F : ZW —vyw las pro-
piedades siguientes son equivalentes: '
(z) F es finita y continua.

(12) F es finitay exilste un entero k > 1 tal que p(z,y) < ;33 implica
que p(F(2), F(y)) < .

(uz) F =g¢r,donde ¢: ZIN ———vyw

es secuencial y k£ > 1 es un“entero.
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Ejercicio 4.3.8 Pruebe que para cualquier subconjunto A de IV, las
condiciones siguientes son equivalentes:

() A es regular.

(1) A es fundamentalmente periédica, es decir, existen enteros n,,p €
IN tal que n € A<= n+pé€ A, para todo n > n,.

Ejercicio 4.3.9 Sea F : ZW -——vyw una funcién secuencial. Si z €
N

ZW . es fundamentalmente periddica, entonces F(z) € 4*" es fundamen:

talmente periddica.
Ejercicio 4.3.10 Si A,B C Y*, entonces AUB = AUB.

Ejercicio 4.3.11 Sea Y = {r,7} ysea A C ZW, con A = Y 'rr¥,
donde 7* denota una sucesién infinita. Considere el A.F. M de la figura
4.1, pruebe que |M]|| = A

T

-G—0)

Figura 4.1:

Ejercicio 4.3.12 Sean Y. = {r,7}, F = {p,q}. Considere el A.F. de la
figura 4.2, hallar || M||

I
T
r
Figura 4.2:

Ejercicio 4.3.13 Pruebe que para cualquier subconjunto A de ZW las
condiciones siguientes son equivalentes: '

() A es un abierto en s
(i) A=BYN paraalgin BC ¥
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Capitulo 5

Generalizacion de los A.F’s y
Sistemas Lineales con
Ecuaciones de Lenguajes

En este capitulo generalizamos la nocion de Autémata finito, dada en el
capitulo 1, e introducimos un método eficiente algebraico para determinar
el comportamiento de estos, el cual depende del estudio de las ecuaciones
lineales. Para ello damos algunas definiciones algebraicas y algunos otros
conceptos que nos permitiran la construccion de tal método.

5.1 K-Subconjuntos

Definicién 5.1.1 Un semianillo K es un triple (k,+,.), donde K es
un conjunto no vacio, (I,+) es un monoide conmutativo (para =z,y €
K, z+y =y+z) con unidad 0, (K,.) es un monoide con unidad 1 y se
tienen los siguientes ariomas: para z,y,z € K,

e ()z-(y+z)=z-y+z-z2
o (1) (e+y)-z=2-2+y 2y
o (142) £-0=0-2=0
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Ejemplo 5.1.1 B = {0,1} con la adicion dada por1+1=1,0+0 =0,
y 140=041=1 y con la multiplicacion dada por1-1=1 y 1-0=
0:1=0-0=0 es un semianillo.

Ejemplo 5.1.2 IV = {0,1,2,3,...} con la suma y la multiplicacion usual
es un semianillo.

Consideremos la familia {z;:¢ € I} de elementos de un semianillo K. Sit

I es finito, entonces la suma (5.1) Y z; es definida y es un elemento de
i€l .
K. Esta suma tiene las siguientes propiedades:

(5.2) Si I tiene un solo elemento i, entonces »_ z; = z;

€l
(5.3) Si I=(JI; es una particién disjunta de I, entonces
jeJ -
Z:c,-=z Yoz, 2 (Zx,->=22-x,~, paratodo z € K y
i€l jeJ \iel; 1€l i€l

(Z x;) vz = Zx,- -z, paratodo z€ K

el i€l
(5.4) Si I=0, entonces Y z; =0.
1€l
Si adoptamos (5.1) como una nocién basica en lugar de la adicién z+y y

consideramos (5.2),(5.3) y (k,) un monoide como axiomas, entonces

podemos definir z; + &, como » =z, con I = {1,2} y definir 0 por
i€l ‘
(5.4) dando lugar a que K es un semianillo.

Definicién 5.1.2 Un semianillo K es llamado completo si Zx,- €s un
i€l

elemento de K, para cualquier conjunto de indices I, y se tienen los aziomas

(5.2),(5.3) y (k,-) un monoide.

Ejemplo 5.1.3 8= {0,1} con las operaciones dadas en el ejemplo 5.1.1 es
un semianillo completo.
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Definiciéon 5.1.3 Sea X un conjunto no vacio y sea K wun semianillo
conmutativo (para =,y € K, z-y=y-z) no trivial (0 # 1).
Un K-subconjunto A de X es una funcion A: X—K.

Si A: X—K es un K-subconjunto de X y los tnicos valores que
A tomason 0 y 1, entonces diremos que el K-subconjunto A de X eg
no ambiguo.

Como 0 # 1 en K, los subconjuntos no ambiguos A de X pueden
identificarse, en el sentido usual, con el subconjunto {z: A(z) = 1} de X.
En particular si K = § = {0,1}, entonces todos los K-subconjuntos de
X son no ambiguos.

X: X—K, 0: X—K yz:X—K (z€ X), definidos respectivamente
por X(z) =1, paratodo z € X, #(z) =0, paratodo z€ X y

1, si y==z
z(y) = son K — subconjuntos no ambiguos de X.
0, si y#=z

Los K-subconjuntos no ambiguos z son llamados individuales.

Ahora centramos nuestra atencion a las operaciones con K-subconjuntos.
Para cualquier familia indizada {A;:7 € I} de K-subconjuntos de X de-

finimos la Suma (o Unién) | J A;: X— K por
iel

(Ua) @)= (T4) @ =T a4
i€l tel iel

Esta definicién no requiere comentarios si K es un semianillo completo.
Ahora, si K no es completo asumiremos que la familia {A; : ¢ € I} es
localmente finita, es decir, para cada z € X, Ai(z) # 0 solo para un
nimero finito de elementos 7 € I. Si I = {1,2,...,n}, entonces usaremos
la notacién A; U A, U...UA, 6 Aj+ A+ ...+ A, en lugar de UA; 6

“el
3" 4.

i€l
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Definimos la multiplicaciéon de un K-subconjunto A de X por un elemento
ke K kA: X— K, por (kA)(z) =k  A(z).

Claramente, de las operaciones de multiplicacién y unién, de sigue que:

1-A=A,0-A=0, (ki - k) - A=k(kA), [D k|- A=) k-Ay

iel i€l
k- (ZA,-) ~ Sk A
i€l i€l .
La intersecciéon ANB de dos K-subconjuntos es definida por (ANB)(z) :=
A(z) - B(z). Esta también es valida si B es un K-subconjuntoy A es
un [-subconjunto (B = {0,1}), por simple consideracién de A como un
K-subconjunto no ambiguo. En este caso,

O e

(z€ Ay A(z) =1 tienen el mismo significado)
Podemos observar que para cada K-subconjunto A de X tenemos que

A=) A(z)-z. Ellado derecho de esta expresién es llamada la expansién

zeX
de A (en términos de individuales). Este es un disefio formal util en la

manipulacién de K-subconjuntos. Por ejemplo kA = Z k-Alz)-z y
z€X

ANB= ) A(z) B(z) =
zeX

5.2 Monoides y Matrices

Sea (S,.) un semigrupo y sean A, B K-subconjuntos de S. Nuestra
primera tarea es definir el K-subconjunto A-B de S. Si A y B son
los individuales z e y, entonces z -y es definda por la multiplicacién
en S. Como esperamos que A - B sea bilineal y tenemos que A =
Y A(z)-z, B=> B(y)-y, entonces A-B =Y A(z) Bly) zy=
z€S ye€S z€S

Y>> > A(z)-B(y)-z sugiere la férmula de convolucién (A - B)(z) =
2€S Ty=2

> A@)B(y).

T Y=z
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Esta formula puede ser usada ciertamente como una definicién de A.B cuando
K es completo. De esta forma A.B es bilineal, es decir,

(ZA,-) B=Y 4B, A(ZB,-) ~SA-B y
i€l i€l i€l i€l

(k-A)-B=k-(A-B)=A-(k-B). Mdsatiin A-B es asociativa.
Observacién 5.1 St M es un monoide, entonces el conjunto de todos los
K -subconjuntos de M, KM, es un semianillo (no necesariamente conmuta-
tivo).

Sean P y @ conjuntos finitos. Un K-subconjunto A de Px(Q sera referido
como una matriz de filas indizadas por los elementos de P, con columnas
indizadas por los elementos de (), y con entradas en K. Las entradas de la
matriz A(p,q) serdn denotadas por A,, y la matriz por A = [A,]. La
adicién de matrices esta definida usando suma de K-subconjuntos. Asi, si
A, B € KPX9 (conjunto de todas las P x @ matrices), entonces (A+B),, =
Apg + By

Una nueva operacién es la multiplicacién. Dadas las matrices A € KF*?,

B € K9*R el producto A-B € kP*R es definido por (A-B),r = > Ay Br.
9€Q
Si P=Q,entonces (KP*F + .), donde + y -, son las operaciones antes

definidas, es un semianillo con unidad 1, definida por

_J 1, st p=yp
(lp)pp"‘{o’ si p#p’

Si A esuna P X @-matrizy P es un conjunto con un solo elemento,
entonces A es llamada vector fila. Si @ tiene un solo elemento, entonces
A es llamada vector columna.
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5.3 +— Algebras

Definiciéon 5.3.1 Sea K un semianillo conmutativo. Un dlgebra sobre
K (6 K-dlgebra) es un conjunto A equipado con cuatro operaciones: dos
binarias que asignan a cada par (a,b) € A x A los elementos a+b y
a-b de A, una mizta que asigna a cada par (k,a) € K x A el elemento
k-ae A yuna operacion que asigna a cada elemento de A un elemento
nulitario § de A. Cumpliendo los siguientes aziomas: '

¢ (3.1) a+b=>b+a, para todo a,b€ A.
¢ (3.2) a+(b+c)=(a+b)+c, para todo a,b,c€ A.

3.4

la = a, para todo a € A.

3.5

)
)
3.3) (kik2)a = ki(k2a), para todo ki,k; € K, para todo a € A.
)
) Oa =0, para todo a € A.

)

(k1 + k2)a = kya + kaa, para todo ki, k, € K, para todo a € A.

3.7) k(a+b) = ka+ kb, para todo k € K, para todo a,b€ A.

o (3.8) a(bc) = (ab)e, para todo a,b,c € A.

)
3.9) (a+b)e=ac+ be, para todo a,b,c€ A.

(
(
(
(
(
. (3.6
(
(
(
(3.10) a(b+c) = ab+ ac, para todo a,b,c € A.
(

e (3.11) k(ab) = (ka)b = a(kb), para todo k € K, para todo a,b € A.

Como en el caso de los semianillos. Si {a; : ¢ € I}, con I finito, es una
familia de elementos de A, entonces la operacion a+b puede ser reemplazada

por Z a; y los axiomas pueden ser reformulados. -
i€l

Definiciéon 5.3.2 Sea K un semianillo conmutativo completo. Una K-

dlgebra A es llamada completa si Za,- es definida para cualquier familia
i€l
{a; : 1 € I} de elementos de A.
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Definicién 5.3.3 Una +—dlgebra sobre K (6 K-+—dlgebras) es una K-
dlgebra A con una operacion unitaria at.

La operacién at sirve para representar la suma infinita a+a?+a3+...+a"+
. consecuentemente, si K es completoy A esuna K-algebra completa,
o0

entonces A se convierte en una K-+— algebra poniendo at = Z a”.
n=1

Definicién 5.3.4 Sea A una K-+—dlgebra. Un subconjunto no vacio
B de A esllamado una sub-dlgebra de A si para cualesquiera b,b' € B y
k € K, los elementos b+ b, b-b , kb y bt estan en B.

De la definicién 5.3.4, se sigue que la interseccién de cualquier familia de
sub-algebras de A es también una sub-algebra de A.

Definicion 5.3.5 Sea B C A, con A una K-+—dlgebra. Llamaremos la
clausura de B y la denotamos por B al conjunto de B := NC, donde
¢ recorre todas las sub-dlgebras de A que contienen a B.

Sea K un semianillo conmutativo completo y sea S un semigrupo. El

conjunto K° de todos los K-subconjuntos de S esun K-algebra completa

con las operaciones ZA;, k-A y A-B definidas como antes. Ademas,
o i€l

con AT =) A", entonces K° estambién un K-+—4algebra.

n=1

Estamos interesados en una sub-algebra la cudl es la clausura de la clase
de todos los individuales de S y la que denotamos por RatgS. Los K-
subconjuntos de S pertenecientes a RatxS son llamados regulares.

54 K - Automatas

Sean Y un alfabeto finitoy K un semianillo conmutativo. Un K-Autémata
es un quintuple Mg := (Q,¥,I,E,T), donde @ es un conjunto finito, [ y
T son K-subconjuntos de @) y E esun K-subconjuntos de @ x ¥ x@.
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Anilogamente, como en los A.F’s. podemos asociar a un K-Autémata
Mg un diagrama de transicion. Si E(p,r,q) = k # 0, entonces diremos que
kr . .
el arco p — ¢ estden Mg y kr esla etiqueta de la arco.
Como en el caso de los A.F’s. consideramos las trayectorias ¢ : p—g; si
¢ es la trayectoria
M . knry

p Q—...—/7qn-1 — ¢, N
entonces su etiqueta es |c| = ks, con k= ky...k,, S =rire...T, ¥ su
longitud es n.

El comportamiento de Mg es el K-subconjunto de Y°*, definido por

IMk|l = >_ >_(I(p)) Il (T(q)), con ¢ recorriendo todas las trayectorias
PIEQ ©

c: p—q.

Debido a que para cada s € }.*, existe solamente un numero finito de
trayectorias con etiqueta ks, k € K, la sumatoria es localmente finita y en
consecuencia |[Mf|| estd bien definida, sin asumir que K sea un semianillo
completo. Las unicas trayectorias de longitud cero son las trayectorias trivia-

les ¢—q con etiqueta §. Por lo tanto ||Mx|| (8) = >_ (I(¢))(T(q)) = IT,
9€Q
donde IT es el producto del vector fila I por el vector columna 7T'.

El K-subconjunto E de @ x 3 X es una aplicacién, como es sabido,
E:Q x Y xQ—KX, asi escribimos E(p,r,q) = Epq(r) con lo cudl
Epg es un K-subconjunto de 3. Por tanto E puede ser visto como una
matriz E : Q x Q— K2, llamada matriz de transicién de M. Ahora,
como cada K-subconjunto de Y puede ser visto como un K-subconjunto
de Y°* (con valor 0 sobre cada s € 3"), entonces E puede ser visto también
como una funcién F : Q x Q—K Z*, es decir, como una ) x () matriz
con entradas en K= '

Como K2~ esun semianillo, entonces podemos introducir la multiplicacién
de matrices; asi, para n € IV, las matrices E" : @ X Q—asz pueden
ser definidas, con E° = 1g, E' = E, ya que E"pg(s) = 0,si |s| #n se
sigue que la familia {E"pg, n € IN} es localmente finita y podemos definir

78



E*pg = ) E"pq, de acé resulta la matriz E* : Q X Q— KX (E* ="
n=0

lg+ E+ E*+ E" +...) llamada matriz de transicién extendida de Mk.
Para cada s € I* consideremos la matriz E*(s) = [E*pg(s)] € K9*9,
si S =riry...r,, entonces E*(s) = E™(s) = (E(r1))(E(r2))...(E(rn)) =
(E(r))(E™(r2)) - - . (E*(7n))-

Proposicién 5.4.1 Para cualesquiera p,q € Q el K-subconjunto E*pq es
la suma de todas las etiquetas de trayectorias c: p—q en Mk.

Prueba. Es suficiente probar que para cada n € IV, el K-subconjunto
E™pq esla suma de todas las etiquetas de trayectorias ¢ : p—q de longitud
n. Para n =0 estoesclaroyaque E°pg=1 s1i p=q y E°pg=0 en
otro caso, para n =1 el resultado se sigue del hecho de que E'pg = Epq y
de la definicién de FEpq. Para n > 1 el resultado se sigue inductivamente
de la formula E"pq = Z EprE™ 'rq.

Q
i 0

Corolario 5.4.1 El comportamiento de My es |[Mi|| = I E* T, con
I considerado como un vector fila y T como un vector columna.

5.5 Ecuaciones Lineales

Para calcular el comportamiento de un K-Autémata Mg introducimos un
método esencialmente algebraico. Este método depende del estudio de las
ecuaciones lineales.

Consideremos un sistema de n ecuaciones con n incognitas

X; = EE;J'XJ- +T;,1<:<n,donde E;; y T; son K-subconjuntos de
J=1 )

" y X; son las incognitas. En notacién matricial el sistema toma la forma

(5.1) X=FEX+T,donde X y T son vectores columna.

Proposicién 5.5.1 El vector X = E*T es una solucidn del sistema (5.1).

79



Prueba. Escribiendo 1, como la matriz identidad n x n tenemos E*T =
(1. + EE*T = E(E*T)+T.
O

Proposicién 5.5.2 Si E; C ©F, para todo 1 < i, j < n, entonces el
sistema (5.1) tiene una unica solucidn.

Prueba. Sean X e Y dos vectores de K-subconjuntos de Y_*. Veamos
que X;(s) =Yi(s), paratodo 1 <:<n ytodo s € Y " Para esto procede-
remos por induccién sobre la longitud de s (|s}).

Si |s| =0, es decir, si s = 0, entonces E;;(6) = 0, por tanto X;(0) = T;(0) =
Y:(8). Ahora, supongamos que la proposicién es vélida para s E Z , con

Is| > 0, entonces X;(s) = Z(E'in )(s) + Ti(s) = Z Z (v)+
Ti(s). Anédlogamente, Y;(s Z Y (E ))+T( ). Como E;;(u)

Uuv=s
= (, siempre que u = 0, podemos excluir el caso u =6, v =

s
sumatoria y considerar solamente el caso en que |v| < |s|. Como X;(v) =
Y;(v), por la hipotesis de induccién, entonces tenemos que X;(s) = Y;(s).
Luego, la solucién del sistema (5.1) es dnica.

]

Proposicién 5.5.3 Si E; C Y%, para todo 1 <i,1 <n y E;T; €
Ratgy ", para todo 1 <1i,5 < n, entonces la inica solucion de (5.1) satis-

face que X;,X,,..., X, € Ratg).".

Prueba. Si n = 1, entonces X; = Ey; T1 = T1 + E11 11, es una solucién
) 1 1141,

y estd en Ratgy *. Ahora, procediendo por induccién, asumimos n > 1 y

escribimos la n-ésima ecuacién como:

Xn = FEnXn + C+ Tn, con C = Eanl +...+ En,n—l Xn—l-

Debido a que E,, C %, se sigue de las dos proposiciones anteriores que
X, = E}.(C +'T,). Sustituyendo ésta expresién en las n — 1 primeras
ecuaciones obtenemos el sistema (5.2) X = E'X 4+ T’ de n—1 ecuaciones
con n—1 incognitas, con Efj =FEij+ EnE B y T =T, + B E;, T,
Asi, el sistema (5.2) satisface que Ej;,T; € Ratx) ", para 1<:,5<n y

E; C Y%, para 1 <1i,j <n ydelahipétesis de induccién su tnica solucién
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X1,X2,...,X,-1 estda en RatgY.*. Sustituyendoen C = E X, + ...+
E, n-1 X,—1 obtenemos que C € Ratxy " yen consecuencia X, € Ratg) "
0O

El procedimiento de la prueba de la proposicién 5.5.3, d4 un algoritmo para
expresar las soluciones X;,X3,...,X, como expresiones regulares en los -
coeficientes E;;,T;. Estas expresiones dependen del numero de ecuaciones.

Sea Mg =(Q,%,I,E,T) un K-Autémata y asumamos que @ = {1,2,3,
...,n}. Sea E la matriz de transicién correspondiente a My y pongamos

X; =(Q,1,T)|, entonces por el colorario 5.4.1. X; = (E*T);; asi X = E*T.

Ya que E;; C ¥, lacondicién FE;; C 3-F, paratodo 1 <1, < n se satisface

y asi X es la tunica solucion del sistema de ecuaciones X = EX +T. Ahora

como todos los coeficientes estan en Ratyy ", entonces X;, X,,..., X, estan
by .

en Ratx3*. Yaque ||Mg||=)_I;Xi donde I;=I(i) eselvalorde I en

=1
el estado 7, se sigue que [|Mk|| € Ratx}_". Asitenemos el siguiente teorema.

Teorema 5.5.1 Sea Mg = (Q,%,1,E,T) un K-Autémata, con @Q =
{1,2,...,n} y con matriz de transicién E. Entonces ||Mk||=)>_ LX; se

1=1

verifica con la unica solucion X, Xs,..., X, del sistema de ecuacion X =

EX+T.

Ejemplo 5.5.1 Consideremos el Automata cuyo diagrama de transicion es
dado en la figura 5.1. ’
Las ecuaciones son X; =rX; + sX,

X2 = (7‘+3)X2+0

Resolviendo la segunda ecuacidn tenemos que X, = (r + s)*, asi la primera

ecuacion se transforma en X7 = rX;+s(r+s)*. Luego Xy =r*s(r+s)* es
el comportamiento del Autdmata.
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Ejemplo 5.5.2 Consideremos el Autémata cuyo diagrama de transicidn es

dado en la figura 5.2.
Las ecuaciones son X; =rX; +sX,+0
Xg = SX] + T‘Xg

De la segunda ecuacion obtenemos que X, = r*sX;, luego X; = (r +
sr*s)X1+0. Portanto X, = (r+sr*s)* es el comportamiento del Automata.

Figura 5.1:

Figura 5.2:
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