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Introduccién

Los espacios de Sobolev, introducidos por el mismo Sobolev en los afios
treinta con el fin de estudiar los problemas de contorno en la teoria de las
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, resultaron sumamente exi-
tosos, tanto en las aplicaciones como desde el punto de vista tedrico. El
presente trabajo trata de dar una idea general de las propiedades funda-
mentales de los espacios de Sobolev como los teoremas de inmersiones de
tipo Wy C W/, teoremas de inmersién de tipo Wp1 C C, la compacidad
de estas inmersiones, teoremas de las derivadas intermedias, teoremas de
traza,propiedades de interpolacién, etc. Nuestro objetivo es dar toda esta
imdgen de manera didictica, en los casos mas sencillos posibles, dejando
abierta la posibilidad de dar los resultados mas generales y mas complica-
dos. Por esta razén en la mayoria de los casos nos limitaremos a espacios
de Hilbert, estudiando las propiedades de los espacios H! := WJ. Esto,
didacticamente simplifica la mayorfa de los resultados, las construcciones
y las demostraciones ya que nos permite utilizar las herramientas ligadas
a los espacios de Hilbert como el Teorema Espectral, la transformacion de
Fourier, las series de Fourier, la sencillez de la teoria de los espacios de in-
terpolacion en el caso de Hilbert, etc. Si alguien desea especializarse en
la teoria y aplicaciones de los espacios de Sobolev, entonces por capitulos
puede extender su estudio ampliando y generalizando nuestros resultados.
El estudio de los espacios de Sobolev, segiin mi opinién, es itil para los
especialistas en ecuaciones diferenciales, en andlisis harménico, en espacios
de interpolacidn,etc. Quisiera tambien llamar la atencién de los especialis-
tas en ecuaciones diferenciales ordinarias ya que tambien a ellos les servira
la teoria de los espacios de Sobolev, contrariamente a la mayoria de las
opiniones, como una herramienta muy poderosa, ya que en los ultimos afios
se han descubierto hechos muy importantes sobre el comportamiento de la
composicion de las funciones pertencientes a los espacios de Sobolev.
Finalmente quisiera expresar mi agradecimiento mas profundo al Profesor
Jesis Rivero quien con su atenta colaboraciéon me permitio llevar a cabo mi
trabajo y la realizacién de estas notas.

Mérida, ULA ,Enero de 1988.
Szigeti Ferenc



1. Espacios de Sobolev W} ().

Empezaremos con un ejemplo, justificando las definiciones més generales. Consideremos
el intervalo [a,b] C R'. Si una funcién f pertenece al espacio C'{a,b], entonces se tiene la

igualdad
f@=f@+ [ 1

lo que implica que f es absolutamente continua. Debilitaremos la definicién de la siguiente
manera: Sea p > 1

W, [a,b] = {f : f es absolutamente continua y f' pertenece a Ly(a,b)}.
Por lo cual en una dimension, utilizando la continuidad absoluta, hemos podido generalizar
la derivada. En una regién de méas de una dimension la continuidad absoluta de una funcion
implica la existencia de la derivada parcial mixta de tipo 8;, 0,, . .. O;,,, lo que es una condicion

mas fuerte que la que se exige en el caso de W, (en este caso una ”cierta” derivada &,, f = 9; f

debe pertenecer al espacio Ly).
Ahora damos otro significado a la derivada en una dimension y esta propiedad ya se

generaliza facilmente.

Teorema 1. Sean f y g € Ly(a,b) tales que para cada ¢ € C§°(a,b) se tiene

/abf¢’=—/abgso- (1)

Entonces f es absolutamente continua y ademads f' = g casi siempre.

Prueba. Integrando por partes

[ s0=[oo= [ ([ pwmar ([ pet= [ ([ owwa

puesto que suppy € (a,b), asi p(a) y ¢(b) se anulan. Por lo tanto

/ (o - / )¢yt =0

si tomamos en cuenta que para cada ¢ € R se tiene la igualdad

b
/ ep' = cp(b) ~ ep(a) = 0,
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por lo cual, para cada c € Ry ¢ € C§°(a,b) se tiene

/ab (f(®) - /atg +c)¢'(t)dt = 0.

Escojamos el numero ¢ tal que

/ab(f(t)—/atg+c)dt=0,

b t
=5{—; i (/ag—f(t))dt,

es decir que

C

la funcién t — f(t) — fat g + ¢ puede ser aproximada por las derivadas de funciones p; €
C§°(a,b). En efecto:
Sea ¢ € C§°(a,b) una funcién tal que 0 < ¢ <1,

go’ [:1—(3(1 +b), %(a +3b)] =1,

por lo tanto fabap > (b—a)/2,max |p| = maxy = 1. La densidad de C$°(a,b) en L%(a,b)
implica que existe una sucesién (i) : N — C§°(a,b), tal que

t
¢k—>f—/g+c

(i) (fab ) : N = R(C) converge a cero:

|/abwk—/ab(f—/atg+c)|
S/abld)k“(f_/atg“}'c)l

b t
5(/ |¢k—(f—/g+c)|2)%(b_a)1/2_>0.

Definamos la sucesion ¢k : N — C§°(a,b) de la manera siguiente:

fab ‘/’k)
o

oult) = [ (= (t € (a,5).

(i) pr € C§°(a,b) y @ — f— [1g+c. (en Ly)
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El soporte de ¢ pertenece al intervalo (a,b], y es constante en un intervalo de tipo
[b — €, b], (la funcion primitiva de una funcion perteneciente a C§°(a,b),) por lo tanto basta
probar que @k(b) =0 :)
b
L. ¥«

Ll

/ab%/’k—/abf—f;/abd)k:o-

b
sok(b):/ (s — 2%y =

Por otra parte,

[ti=G= [ovol = [oe=o([s0n([ -1 [‘g+or
sz/abw)k—(f—/atg+c)|2+2[1b|¢|2 /ab¢k|2/</ab¢))2

S2/ab|1/)k—(f—/:g+6)|2+4(b—a)_1|/ab¢kf2—’0

Ahora se prueba que f(t) — fat g + ¢ = 0 casi siempre. Consideraremos la sucesion

(/ab(f—/atgw)m):zvﬁR(C).

Esta sucesion es identicamente cero ya que pi € C§°(a, b). Estimemos la norma de la funcién

f=figte:
[=[avar=[u-[arais-[aro-a)
(/ab ‘f‘/at9+cl2)l/2-(/ab |(f—/atg+c>_¢k|z)l/2 o
[15-[over=0
.

Es decir, f es igual a una funcién absolutamente continua casi siempre. Modifiquemos la
definicion de f que sea continua, por lo cual f resulta ser absolutamente continua y la
derivada de f es casi siempre g.

por lo tanto

por lo cual



Corolario 1. Sean f y g € Ly(a,b), talesque paraunk € N,k > 1, y paratoda ¢ € C§°(a,b)

se tiene b b
[ e =0t [ e (2)

Entonces f € C*~1(a,b) , f*~1 es absolutamente continua, y ademas f(¥) = ¢ casi siempre.

Demostracion: De (2) se tiene que para cada funcién ¢ € C§°(a,b) tal que fab =0y
para cada ¢ € R, se obtiene que

/ﬂ oD = (Cap / K / g+ O)elt)di (3)

En efecto, si para ¢ € C§°(a,b) se tiene fabgo = 0, entonces ¥(t) = fatcp € C§°(a,b). Por lo

tanto , /abfgo(k_l):/abfd)(k):(_l)k/abgd):

(-1 | N / " = (-1 / K / o

Ahora sea ¢ € C§°(a, b) cualquiera. Si fab ¢ = 0, entonces se tiene (3). Si fab ¢ # 0, entonces
definamos a ¢ de la manera siguiente

c=—/ab(/atg)/<b—a). (4)
/ab(/atg+c)/absobfadt=o,

por lo tanto, utilizando el hecho de que

b b 1
[le= [eg=gi=o
se tiene

(- | " / g+ ()t = (~1)F / N / Prm. / ol - / ’ fpthD,

Ahora podemos seguir la demostracion por induccién. Para k = 1 el teorema esta probado.
Si k > 1, supongamos que hasta el valor k¥ — 1 el corolario estd probado. Si (2) se cumple
para cada ¢ € C§°(a,b) entonces, como hemos probado, para ¢ definido en (4) tambien se

tiene , .
/afso("‘”=(—1)’°‘l/a (/a g+ c)o(t) dt .

para cada ¢ € C§°(a,b), por lo tanto, por la induccién, la funcién f es C*~2, y la derivada es
absolutamente continua y f(*=1) = fat g + c. Por lo cual la funcién f es C*~1, y la derivada

f&*=1) es absolutamente continua teniendose f(¥) = g.

Para este ¢ se cumple que
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Corolario 2. Sean V un espacio de Banach reflexivo, f,g € Ly((a,b), V) tales que para cada

v € C§°(a,b) se tiene
b b
/ fo'=- / 9%
entonces existe un elemento ¢ € V tal que se tiene la siguiente representacion integral de f :
t
ft)=c+ / g-

Demostracion: Sea [ € V*. Entonces

b b b b
/<Z,f><,o':<l,/ fgo'>=—<l,/ ggo>:—/ <l,g>¢

para cada ¢ € C§°(a,b), por lo tanto,
<lLf>=<lg>,
es decir, existe una constante c(l) tal que

<1, f(¢) >=c(l)+/0 <l,g>=c(l)+<l,/0 g>.

La funcion I — ¢(l) es un funcional lineal y continuo sobre V*, por lo tanto existe un elemento
c €V, tal que ¢(I) =< l,¢ > . Por lo cual

t
<Lf(t)>=<lc>+< l,/ g> (VleV™).
0
Como consecuencia de esta ultima igualdad se obtiene que

f(t):c—i—/atg.

Observemos que la afirmacion del Corolario 1 tambien se expresa de la manera siguiente :
existe un polinomio p(t) = E::Ol ¢;t* de grado no mayor que k-1, tal que

f(t):p(t)—i—/at/a,../ag c.s.
e de Ja

De esta manera podemos expresar una generalizacion de Corolario 2.
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Corolario 3. Sean V un espacio de Banach reflexivo, f,g € L,((a,b),V ),k € N, k > 1,
tales que para cada ¢ € C§°(a,b) se tiene

/abﬂp(k) = (—1)'°/abg<p,

entonces existen los elementos ¢; € V,1 =0,...k — 1 tales que
k—1 . t
f@) = c,~t'+/.../g.
=0 a a
N s’
k

La demostracion es la combinacion de la de los corolarios 1 y 2.

Sean n € N, C R™ una regién. Definiremos las derivadas 9; (¢ = 1,2,...n) o mas
generalmente las derivadas D* (a € Z%}), generalizando la formula (1).

Definicién 1. Sea f € L,({2). Se dice que existe la derivada 0;f de la funcion f, si
existe una funcién f; € L,(§2), tal que

| 1000 =- [ 5 (o ecr@.

En este caso la derivada 0; se define con la igualdad 0; := f;. Esto se justifica por la
unicidad de la derivada, la que sigue de la densidad de la inclusién C§°(Q) C L,y(Q).

Definicion 2. Sea f € L,(2). Se dice que existe la derivada D*f de la funcién f, si
existe una funcién f, € Ly(2), tal que

/ fDg = (~1) / fap (g€ CR(R).
Q Q

La derivada D f se define con la igualdad D f := f,.

Observacion. La derivacion 9; (¢ = 1,2,...n) o mas generalmente D* (a € Z}) es
lineal.

Definicién 3. El espacio W:(Q) es el espacio de las funciones f pertenecientes al espacio

L,(£2), tales que
aaf € LP(Q)a Ial .<_ k

Definamos la norma ||.||W:(Q) : ka(Q) — R de la siguiente manera:

Wllwe = (D 10°F15, 0y)” (5)

lee| <k

Es inmediato probar que ”.HW:(Q) es una norma, es decir, que ka(Q) €s un espacio
normado. Ahora vamos a probar el



Lema 1. El espacio WF(§2) dotado con la norma (5) es un espacio de Banach.

Demostracion. Por lo anterior basta con probar la completitud. Supongamos que
(fi): N — W:(Q) es una sucesién de Cauchy. Por lo tanto

o o 1/p
1o = Fmllwgcy = (D 10%fi = 0°Fmll? o))
|l <k
tiende a cero, si [, m — 0o. Por lo cual las sucesiones

(f): N = Lpy(Q),  (8%fi) : N = Ly(Q)

son de Cauchy. Por la completitud del espacio L,(f2) existen los limites fo, fo (o] < k) €

L,(Q), respectivamente.
Vamos a probar que fp tambien pertenece al espacio WP (2), sus derivadas de tipo «

satisfacen las igualdades

ad'[f = fCH Ial = k)

v (fa) converge a fo en WH(Q).
Sea a = (a1,...,aq), |a] <k, y ¢ € C§(a,b). Entonces para cada [ se tiene

/QaafW:(—l)k/szaasa-

Utilizando la desigualdad de Holder se puede probar que de las convergencias (8% f;) —
fo, (fi) = fo en Lp(f2) siguen las convergencias

[osie~ [ fue, [ £~ [ fio,

[ fap = -1 /Q e )

Por lo cual existen las derivadas

por lo tanto

0% fo = fa € Lp(92),

¥y, en consecuencia, fo pertenece a W}f (Q2).
Finalmente,

1 = follwzeay = (D 10°fi = 8%Foll3, ) — 0

lal<k

ya que (fo) — fo,(0%fi) = 0%fo = fa en Ly(Q).

Consideremos el caso especial p = 2. Denotaremos H*(Q) = W¥(Q). Definamos un
producto escalar en H*((2)

< f,9 >ur@)= Z < 0%f,0% >p1,q) -
Jo| <k
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Es inmediato que
< .. >prgy HY Q)< HY(Q) — R(C)

es un producto escalar, y ademas la igualdad
< f,f >ue@)= 1fllie ) = ”f”%v;(n)

se cumple. Por lo tanto, H*¥(2) es un espacio de Hilbert.
Ahora consideremos un caso especial, = R™. Calculemos la norma de una funcién
f € H¥(R"), utilizando la férmula de Plancherel:

I ey = Z ID*FlI%,(rmy = Z 1D fII%,(rm

o] <k loe| <k
o Ff n ko
[ ePif@p) e < [ 0+ o) 1fe) P i
B Jal<k R
Ahora vamos a probar el teorema

Teorema 2. En el espacio H*(R™) las normas ||.|| g (gny ¥

e = ([ @+ PHRoRds) " (7 € )

son equivalentes.

Demostracion. La desigualdad

> laPr (1 fe) (6)

la|<k
es inmediata. De la relacién
. (1+]s])*
hm ———"——2‘&' =
°° E|a|5k ||

se desprende la existencia de una bola B,.(0) C R™, tal que

(1412 <2( ) |2**) = ¢ B(0).

| <k
Por otra parte, de la continuidad de la funcién

(1+ =)

Tr— =—""-—

E|a|5k |z|2e

sobre la bola cerrada B,(0) existe una constante K > 0 tal que

1+ <K(Y [2*®), =z €B(0),
lo| <k
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por lo cual para el nimero M = max{2, K} se tiene

L+l <K() Jef (7)

lal<k
Multiplicando las desigualdades (6) y (7) por |]?(:zc)|2 e integrandolas se obtienen las desigual-

dades
20\ F( )12 do 212V F(2)? dx
[ (S aPoiferds < [ a+lel)tifa de<

" Jel<k

M [ (3 P f@)P da.

laj<k

Por lo cual el teorema esta probado.
Denotaremos el producto gscalar por

<foi= [ A+ R b

El teorema 2 justifica la definicién siguiente:

Deflnicion 4. El espacio H*(R") es el espacio de las funciones f € L,(f2), tales que la
funcién z — (1 + |z|?)¥/2 f(z) tambien pertenece al espacio Ly(2).

Esa definicion se extiende al orden s > 0 real, es decir, ahora podemos definir de una
manera andloga los espacios de Sobolev fraccionarios:

Definicion 5. Sean n € N,s € R;. El espacio H*(R") consiste de las funciones f €
L,(R™), tales que la funcién z — (1 + |a:|2)1/2f(:1:) tambien pertenece al espacio L2(f2). El
producto escalar y la norma inducida son

<oz [ F@iE)+ oy ds

1flls = (/Rn F@)2(1 + [m'2)sdm)l/2.



2. La Propiedad de Fubini.

En esta seccién, utilizando el teorema de Fubini, reformularemos las definiciones de los
espacios de Sobolev. Como un ejemplo introductorio consideremos el espacio L2(2) sobre
una region = Q3 x {2, C R", donde tambien Q; C R™ y Q2 C R"™™ son regiones.

Teorema 3. Los espacios Ly() y L2(§21, L2(€22)) son canonicamente isométricos.
Demostracién: Sea f € Ly(2). Por el teorema de Fubini la funcién
Tz — f(z,.) (z € )
estd definida siempre, y las funciones
y— flz,y) (v el)

casi siempre pertenecen al espacio L(£22).
La correspondencia biunivoca entre los espacios L2(€2) y L2(21, L2(£22)) es la aplicacién

fe(ze f(z,.)).
Del teorema de Fubini se desprende que la funcion ¢ — f(z,.) es medible (fuertemente
medible segin Bochner) y

L= | / RUESTEEE / 2, s

por lo cual tambien la isometria esté probada. Para los espacios de tipo L el isomorfismo
La(Q2) = La2(Qy, La(Q22))
es llamado la propiedad de Fubini.

Ahora consideremos el espacio H*(f2), donde Q = (a,b) x Q; y Q1 C R*! es una
region. Para establecer la propiedad de Fubini en este caso necesitamos la generalizacion de
las derivadas para funciones a valores en espacios de Hilbert.

Definicion 6. Sean n € N, C R" una regién, V un espacio de Banach. Sea f €
Ly(1,V). Se dice que existe la derivada D® f (o € Z}) de la funcion f, si existe una funcién
f € L,(Q,V) tal que

/fD“s0=(—1)""/fas0 (¢ € C§°(Q)).
Q Q

La derivada se define con la igualdad

D%f := f,.
Observacién. Si Q = (a,b) y para f,g € Ly((a,bd),V) se cumplefab fo' = —fab gy (vease
Corolario 2), entonces

fl=g cs.

donde f' es tambien la derivada antes definida ( la derivada distribucional). La afirmacién del
corolario 2 es que la derivada distribucional coincide con la derivada casi siempre. Andloga-

. k . . . .
mente para la derivada ;7 las dos derivadas coinciden para funciones a valores en un espacio
de Banach reflexivo V.
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Lema 2. Sean Hy C H; dos espacios de Hilbert. Supongamos que la inmersion es continua.
Entonces la inmersion Ly(Q2, Hy) C Ly(2, Hy) es tambien continua.

En efecto,

1712, 00 = /Q 112, < /Q K| fI%, = KA1, o,

Definicion 7. El espacio

Hk((a,b),Hk(Q]), e ,L2(Q]))

consiste de las funciones f € Ly((a, b),H{“(Ql)), tales que las derivadas f (i = 1,2,... k)
pertenecen a los espacios La((a,b), H*~*()1)) respectivamente. El producto escalar y la
norma inducida son

k b
<f’g >::Z/ <f(1)ag(l) > HE=i(Q1)s
i=0v¢

k b _ /
191:= (2 [ O esay)
i=0 V4

Teorema 4. Sean k,n € N,Q; C R*! una regién, (a,b) C R un intervalo. Entonces los
espacios H*((a,b), xQy )yH*((a, ), H*(Q1),...,L2(1)) son canonicamente isométricos.

Prueba. Sea f € H¥((a,b), xQ;). Las funciones i f pertenecen a Ly((a,b) x £), por
lo tanto las funciones

t 3L f(t,.) (t € (a,b))

estan definidas casi siempre, y las funciones
mr—)@{f(t,:r) z €

casi siempre pertenecen al espacio L,(§2,).
La correspondencia biunivoca se define por

f— (@~ f(t,.)

Probaremos que 8} f(t,.) = f{)(t), por esta correspondencia: Sean ¢; € C§°(a,b), 0y €

C5o()
b . . b (.) . -
/m/ FP =(—1)'/(/ fe1” e =(—1)’/ foiP oo =
Q a Q Ja [a,6]x2
. . . b .
0 [ o= [ difera= [ [ dife,
[a,b]x$2 [a,b]xQ Q a

b b
/f")s01=/ i fer

11
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por lo cual . .
) = 81 f(t,)

casi siempre.
Ahora calculemos la isometria

A% (apyx2y) = Z 1D flIZ 5 (apyx0) =

Jal<k
k .
Do D DG fIL (abyxay =
i=0 |a|<k—i
k « k b .
S5 [ pe@inr=y [(X [|peirwor) =
i=0 |o|<k—~i v (®:D) X0 =0 7% a|<k—i VD

k b
3 / OO oy &t = [ F W .15 Lo
i=qva

Utilizando la multiplicatividad de la funcién exponencial se tiene que:

fito)= [ few-tte)= [exp-t([  Fen) -
1@,

por lo tanto la propiedad de Fubini en H¥(R™) se expresa de la manera siguiente (solamente

con equivalencia de las normas)
Sea z = (y,2) € R™ x R* ™. Se puede probar que existen nimeros M, Mz > 0 tales

que
k
T+ <MY (D [P+ 1) < M@+ 2Pk
=0 |a|=I

Por lo cual

1A= [+ P de <

M, Izi [ k([ Rz dy

R™ \a|=1
k o~

=3 [ S W0 dy
1=0 la|=1

<M, /R (1+ 22 F(@)I? dz = | flle.
Por lo cual

H*R") = {f € H*R™, Ly(R™™),... fO € H'(R™, H*~/(R""™).}
En particular, de aqui se sigue el teorema 4.
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3. Prolongacién de Funciones en Espacios de Sobolev.

En la seccién anterior el espacio H*((a, ), H*(,...,L2(;)) estaba definido (def. 7).
En el Teorema 4 se habia probado que el es isomérfo al espacio H*((a, b),Q; ). Ahora definire-
mos un espacio de Sobolev mediante una definicién parecida pero mas simple. Estableceremos
propiedades importantes, construiremos un operador de extension, reduciendo asl nuestras
investigaciones al caso cuando el intervalo (a, b) coincide con R.

Definicién 8. El espacio

H*((a,b), H* (21, L2 (1))
es el espacio de las funciones
f € L2((aa b)a Hk(Q))7

tales que la derivada f(¥) pertenece al espacio Ly((a,b), L(§21)). El producto escalar y la
norma inducida son

b
< f)g >::/ (< f)g >H"(Ql) + < f(k)7g(k) >L2(Ql))7

b
1/2
1= () UflBrscay + 152 0 )

Se puede probar que el espacio H*((a,b), H*(£;), L2(4)) es un espacio de Hilbert.
Sean V C H espacios de Hilbert, tales que la inmersion es continua y densa. Eso ocurre
en el caso, cuando V := H¥(Q), H := L,(Q2). Analogamente se define el espacio

H*(a,),V,H) := {f € Ly((a,),V), ¥ € Ly((a,b), H)}.

Ahora definiremos otro espacio

Definicion 9. Sean (a,b) C R, V un espacio de Hilbert. El espacio C5°([a, 8], V) consiste
de las funciones infinitamente diferenciables en (a, b) tales que el soporte suppf C (a,b) C R
es compacto.

Es decir, si a o b son finitos, entonces las funciones deben ser extendibles por continuidad
sobre (a,b) y el soporte es compacto en la clausura (a,b) C R. Por ejemplo, si [a,d] es un
intervalo compacto, entonces en a, b las funciones no necesariamente deben anularse.

Teorema 5. Sean (a,b) C R, V,H espacios de Hilbert tales que V C H es una inmersidn
continua y densa. Entonces

C5°([a,8),V) C H*((a,b), H)
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es una inmersion densa.

Prueba. El plan a seguir para la prueba es el siguiente:

1. Probaremos el teorema para el caso en que (a.b) := R.

2. Del punto 1. se deducird el teorema para semirrectas del tipo (a, 00), (—o0, b).

3. Del punto 2. se deduce el teorema para los intervalos (a, b) acotados.

1. En el caso (a,b) := R utilizaremos las propiedades de la convolucién. La convolucién
de una funcién f € Ly(R,V)L (2(R, H) respectivamente) con una funcién ¢ € C§°(R) se
define por

U*@@%{Lf@—wwwﬁniéﬂwww—w@-

Necesitamos el siguiente

Lema 3. Sea ¢ € C§°(R) una funcién no negativa, [p, ¢ =1, suppp C [—1,1]. Definamos
las funciones ¢, para los € € (0,1):

pe(z) = (=) (8)
Entonces, para cada f € Ly(R,V) (L2(R, H))
frpe— f (€ —0)

por la norma de L.

Prueba del Lema. Si f : R — V(H) es una funcién uniformemente continua, entonces
f * ¢ converge uniformemente a f.

lu*%—fumv=mﬂfu—yw4w@—fumv

SAﬂﬂw—w—fwmv%W%=Awgﬂﬂw—w—fwmv%WMy

Si tomamos n > 0 cualquiera, existe un niimero ¢ > 0, tal que

If(z —y) = f(@)llv <n s [yl <,

por lo tanto

HU*%X@—f@WvSn/ pe(y)dy < 1.

Hyll<e
Sea f € Ly(R)
|U*%umvs/nﬂw—wm%wwys
R

([ 15 = uliveein) (| pdwa)'”
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= ([ 1@~ i) ",

por lo tanto

/R I(f * p)(@)|Pde < /R /R 15(z — 0P e(y)dyda

- /R /R 1f(@ — v)lZ dop(y)dy = /R T

N *eelr,rvy < N fllLacr,v)- (9)

por lo cual

Las funciones continuas de soporte compacto son densas en el espacio Ly(R, V), por lo
tanto para cualquier numero 1 > 0, existe una funcién ¢ continua de soporte compacto, tal
que

If = gllz.r,v) <,

por lo cual
|(f ~ ) * el rvy S I — 9llLarvy <7

Estimemos f — f * ¢, mediante la norma
W= f*vell,rv) <

f = gll,rv) + lg — 9 * 9l rvy + 19 — F*@ellr,rv) <
2n+ 19 — 9 * el Lo (r,V)

El soporte de g * 9. C B1(0) + suppg, por lo tanto de la convergencia uniforme de g * . a g
se tiene la convergencia ¢ * ¢, — ¢ por la norma de Ly(R, V), por lo tanto existe un nimero
€0, tal que ||g * ¢, — g||lv < 1 para cada 0 < € < €, por lo cual,

Nf = F*eelli,rv) < 3n.

Se puede probar analogamente que si f € Lo(R, H), entonces f * ¢, — f en Lo(R, H).
Sea f € H¥(R,V,H), ¢ € C(R), tal que satisface las condiciones del Lema 3. Es-
timemos la funcién f — f * ¢, por la norma de H¥(R,V, H) ( donde ¢, estd definida por

(8))-
|f— f* <Pe||§{k(R,v,H) =|lf-f= ‘Pe”%z(R,V) + “f(k) —(f = <Pe)(k)”2Lz(R,H)

=f = f el rv) + [ fE) — F) & @ell%z(R,H) — 0.

Las funciones

frope€ COO(R’V),

por lo tanto hemos probado que el espacio C*°(R, V) es denso en H*(R,V, H). Sea ¢ : R —
[0, 1] una funcién perteneciente a C§°( R) tal que |_y,1) = 1, ’(/Jl[_oo’__z] Ulz,00] = 0. Definamos

las funciones ¥; € C§°(R) de la manera siguiente
t
w®) =) (teRr)

15



y consideremos la sucesién (¢;) : N — C§°(R).
Sea f € C°(R). Definamos la sucesién (fy1) : N — C§°(R). Se puede probar que (fir)
converge a f en la norma de H*(R,V, H). En efecto,

I ft = s cryv,amy = 11 = FllLacrvy + 1E0™ = 7N, m
= [ f e [ S S
R\[-1,]] R\[-1,]]
k
[ (v
R\[-L,1] =7 \?
Denotemos el max{|1/)(i)(t)| :t€ R1=0,1,..., k} por M, por lo tanto

1560 S < [

k
—i k
[ [ e (*))
R\[-1,]) R\[-LI =4 :

k
k —~i
A 1O 3 ()11

i=1

1A%+
]

Las funciones

son integrables, la funcidn primitiva es absolutamente continua, por lo cual los tres términos

tienden a cero.
2. Sea (a,b) una semirrecta . Los casos (—00,b) y (a,+00) se reducen al caso (0, 00) por
transformaciones de dominio. Denotaremos el operador de traslacion

T, : H*((a,b),V,H) — H*((a — 1,b - 1),V, H)
definido por (T, f)(t) = f(t + 7). Es obvio que T, es una isometria entre los espacios
H*((a,b),V,H) y H*((a — 7,b—1),V, H).
El operador de reflexién
R: H*(a,b),V,H) — H*((=b,—a),V, H)

definido por (Rf)(t) = f(—t) tambien es una isometria entre los espacios correspondientes.
Por lo tanto el espacio H¥((—o0,b),V, H) se transforma en el espacio H¥((0,00), V, H) por la
composicion RTy. El espacio H*((a,4+0),V, H) se transforma al espacio H*((0,+o0),V, H)
por la transformacién T,. Por lo tanto basta probar la densidad de C§°([0,00), V') en el espacio
H*((0,00),V,H). Sea X un espacio de Hilbert. Es bien conocido que en L;((a,b),X) el
espacio C§°((a,b), X) es denso. Por lo cual se puede probar que el operador I'; : L2(R4+,X) —
Lz(R+ ’ X)
[T flr, =T:f
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es continua y para cada ¢ € C§°((a,b),X) converge I';p — ¢ en Ly(R4,X), cuando 7 — 0,
por lo tanto ' f converge a f en Ly(R4,X), paracada f € Ly(R4,X). De aqui’ se desprende
facilmente que si 'y : H*(Ry,V,H) — H¥(Ry,V,H) estd definido de la misma manera,
entonces ', f converge a f en H¥(R,,V, H) si 7 — 0. En efecto,

I+ f = fltery vy = 107 F = fll, Ry, vy + (T f)*) — f(k)||2L2(3+,H) =

IT+f = fl3,ca, vy + 1T £ = FON3 L my iy = O

Sea 7 : R — [0,1] una funcién C'*°, monétona tal que 7|(_oo,0) = 0,7][1,00) = 1. Definamos las
funciones n, : R — R (n € N), tal que n,(z) = n(£). Las funciones 7, f son extendibles a R
por

_ ne(z)f(z), siz € Ry;
f"(“’)_{o, SizeR.

Es evidente que
fﬂer(R,V,H), fnl[%,oo)':f
Sea € arbitrario. Como ', f — f en H*, existe un nimero ng, tal que IT + ~fllax(r,,v,m) <€
ng !

Tomando un tal ny por la densidad C$°(R,V) C H¥(R,V,H) existe una funcién ¢,, €
C§°(R,V), tal que || fny — nollH*(r,v,H) < €. Ahora estimemos || f — @n,|r,||. Sin > ng

||f - ‘Pno|R+||H~(R+,V,H) < ||f - F%f”H"(R_hV,H) + ”F%f - ‘Pno||Hk(R+,v,H)

<e+ ||F%fno - <Pno||Hk(R+,v,H) <
€+ ”F-'l;fno - F%‘Pﬂo”H“(R_hV,H) + ||F%‘Pno - ‘Pno”H"(R+,V,H)
<e+ ”fno - ‘Pno”H“(R,V,H) + € < 3e,

si n es suficientemente grande, debido a que I'1¢,, — @np,.
3. Finalmente consideremos el caso cuando (a,b) es acotado. Entonces existen una fun-
cion monétona ¢, perteneciente al espacio C§°(a, b) y un niimero n > 0, tales que ¢|(q,q44] =

0, #l(p—np) = 1.
Consideremos las funciones

_ 0€ V, sit € (_Ooaa];
fi(t) = {f(t)cp(t), sit € (a,b).

_JoeV, sit € [b,00);
fa(t) = {f(t)(l — (1), site(ab).

Las funciones f,, fo pertenecen a los espacios H¥((—o0,b),V,H) y H*((a,0),V, H), re-
spectivamente, por lo tanto para cada e existen funciones g3 € Cg§°((—00,b),V), g2 €
C§°((a,00),V), tales que

lfi — g1l H*((=00,b),v,H) < €

| fo — 92|l He((a,00), v, H) < €.
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Por lo cual la funcién (g1 + ¢2)||(a,5) € C*|a, b] cumple la desigualdad
If = (91 + 92)l(a,p) l % ((a,0), v, 1)

= |lfe+ f(1 —¢) = 91l(a,p) — 92)(a,0) || HE((a,00),V, H)
<A = g1illar((=o0,b),v, ) + |f2 = 92l E% ((a,00), v, 1) < 2€.
Utilizando la densidad de la inmersién

C5°(la, 8], V) C H*((a,b),V, H),

construiremos un operador de prolongacién P : Ly((a,b), H) — Lo(R, H), tal que el operador
es acotado, y la restriccion de P

Plurapy v H ((a,0),V,H) - H¥R,V, H). (10)

tambien es acotado.
Definicién 10. Sean (a1, b1) C (a2,b2) C R intervalos. Un operador

P . Lg((al,bl),H) — Lg((ag,bg),H)

(H*((ay,b,),V,H) —» H*((ay,b2),V, H)), etc.)

es un operador de prolongacion si

(Pf)l(a1,b1) = f.

Teorema 6. Sean (a,b) C R un intervalo, k € N, V,H espacios de Hilbert, tales que
la inmersién V. C H es densa y acotada. Entonces existe un operador de prolongacién
P:Ly((a,b),V)— Ly(R, H), lineal y acotado , tal que la restriccion (10) tambien es acotada.

Prueba: Los espacios C§°([a,b], V) y C§°(R, V) son densos en los espacios
Ly((a,b), H), H*((a,b),V,H), L2(R,H)y H*(R,V, H),
respectivamente. Por lo tanto basta construir un operador de prolongacion
P:C§((a,b),V)— C5°(R,V)

tal que P sea acotado por las normas de Ly y H¥, es decir que existan constantes K, L tales
que las desigualdades

NP fllLocrmy < K fllLs((a,b), 1)
WP fll ie v iy < LIl % ((a,p), v, H)-

Vamos a probar esto en dos etapas:
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1. Supongamos que el intervalo es (a,00) o (—o0,b). Utilizando el mismo razonamiento
que durante la prueba del teorema 5 se supone que el intervalo es (0,00). Definamos los
nimeros reales ay,qs,...,ar+; tales que se cumplan las ecuaciones

k+1

Z(—i)fa,-=1 (j=0,1,...,k) (11)

El determinante de la ecuacién es del tipo Vandermonde, por lo tanto la ecuacién tiene

solucién tunica (@i, ..., ak+1). Ahora definamos el operador P. Sea f € C§°([0,00), V).
[ f(®), if ¢t > 0;
(PAE) = { Zf:ll a;f(—it), ift<o.

La restriccién P fl(,,00) = f por la definicién de P. Tenemos que probar que las funciones P f
pertenecen al espacio C¥(R, V). Basta probar que las derivadas unilaterales en 0 coinciden
hasta el orden k : Multiplicando las ecuaciones (11) con f)(0) respectivamente se tiene que

k+1 k+1

F9(0) = Z(_i)fa,-f(f)(o) = (Z Otif(-it)))(j)|t=o’

1=0

por lo tanto Pf € C¥(R,V). Ahora probaremos que el operador P es acotado entre los
espacios correspondientes.

()

1P i = S af=it)l + [ <
L,(R,H) 1 H H >
o0 1=1 (4]

k+1

0
o2 [ ittt + I om0 =
i=1 —oo

k+1 o k+1 o o
20

ai o0
2— A% + ||fH2Lz((o,oo),H) =(1+ - )||f”2Lz((o,oo),H)
-1 LYo =1

por lo tanto el operador

P . Lz((0,00),H) - L2(R,H)

es acotado y se tiene la estimacién

k+1
2a? 2

IPl< (3 =)

(if)
0 k+1

1Pl vy = / 1S aif(—it)3+
0 =1
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k+1 k+1
/ 12 (-9 ais(- it)r + / (£l + 1F®E) <

Bl 2 oo k41 o
So2% [ + 3 alit | s
=1 t 0 0

k41

/0 (A1 + 1FPN%) < 1+Z26¥2 PRk (0,00, v, )

por lo tanto el operador

PIHk((o,oo),v,H) : Hk((O,oo),V,H) — H*(R,V, H).

es acotado y tiene la estimacién

k41
1Pk (o,0onvmn] < (1 + D 2a2i25-1)1/2, (12)

=1

Observemos que

L2((0700)7H) Yy L2(R7H)

pueden ser considerados como casos especiales del espacio H¥((0,00),V, H), cuando k = 0.
2. Ahora supongamos que el intervalo (a, b] es acotado. Entonces existen una funcién

monétona ¢ € C°(a,b) y un nimero n > 0, tales que ¢|(4,a44] = 0,¢|[3—y,5) = 1. Definamos
los operadores

é1 : Coo([a7b]vv) - Coo((_oo7b]7v)7
é2: C([a,b],V) = C*°([a,00),V)

de la manera siguiente

_ (t)f(t), sité€ (a,b);
(6:1£)(8) = {ge V.  site E—oo,b].

($21)t) = {(1) Zo0, st (o

Los operadores ¢;, ¢2 son acotados entre los espacios L, adecuados. En efecto,

b b
16112, ¢(—oorty. ) = / l6u I = / 16 f1% <

b b
/ 1713 = / 11 2atarsy,

b b
62 eaiaconm = [ Iéafle = [ 1= )l <
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b
/ 1F1% = 11 oy 1

Por lo tanto, por la densidad
C(Joo((aa b)’ V) C LZ((a7 b)a H)1
los operadores
é1 : La((a, b), H) — La((—00,b), H),
¢2 : L2((a’ b)a H) - L2((a’ +OO), H)

son acotados con las normas ||¢1||, ||¢2]|-
Antes de probar la continuidad de los operadores

¢1|H"((a,b),V,H) : Hk((a’ b)’ V’ H) - Hk((_ooa b)a v, H)a
$2l pe oy v ¢ HH((@:8), V. H) = H*((a,+00),V, H)
vamos a demostrar un lema.

Lema 4. Sea H un espacio de Hilbert, k € N k > 2. Entonces, si f € H*((a,b), H), para
cada1 =1,2,...,k — 1 existe una constante K; tal que

NF N Locary. iy < Kill Flles ((ap), H)-

Demostracién. Por el corolario 3, f € H¥((a,b),H) es una funcién C*~1 cuya
derivada f(¥~1) es absolutamente continua ( tiene representacién integral por la derivada
). Tomemos (e, ) C (a,b). Sea i = 0,1,...,k — 2. Entonces f(*) es continuamente difer-
enciable. consideremos los puntos ¢ € [a, %é),n € (g%é,ﬂ] y un elemento h € H con
norma ||h|| = 1. Del Teorema de Lagrange se tiene que existe un nimero ¢ € (£,7) tal que

| < b fO(m) > — <k, f(€) > | =| < b, fE() > (=€) 2

g —a
3

| < h, fEHD(C) > |

por lo cual

| < b, O (2) > | = | < b, FEHD(() > +/ < h fOHD 5| <
¢

3
B -«

3
B —«

B
|<mﬂ%m>—<mﬂ%0>|+/|<hJW”>|s

: : p ; 2 \1/2
Qe + 1P Ola + (/ IFE2N5) (8 — )2
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Esta desigualdad vale para todo h, ||h|| =1 por lo tanto

| ] . B ‘
IFE D@ < s8I + G- e [ 1] G

Para el espacio de Hilbert complejo la funcién z —< h, f((n) > se descompone en partes
reales y complejas. Estas son funciones reales sobre [a, 8] :< h, f()(z) >= ui(z) + iua(z).
Del Teorema de Lagrange se sigue que existen ntimeros ¢ € (£,7) (7 = 1,2) tales que

fej(m) — s (6)] = W) — )] = ()12

por lo cual

z B
@) = 56+ [l < 52 (sl + @) + [ 1w

3v2 1/2 _ o)l/? g u'|? 1/2
< = ()] + (€))7 + (8- ) (/a|j|> <
1 ) ) B 42\ 1/2
6((ﬂ—a)2 (uj(n) + u;(€) )+(ﬂ“a)/a U )

por lo tanto ‘
| < b, fO (@) > P = uj(2)® + uy(e)? <

. . B .
30[ = (1< SO > P41 <A FOO > 1)+ (B - [ < b /69 > P

_
(B—a)?
336[(ﬂ o) (Ilf()(n)IIH—|~||f()(6)||H)+(ﬂ—a)/ LFE+12, ]

Esta desigualdad vale para todo h € H, ||h|| = 1, por lo tanto
; 1 : : B
£ @) < 36 [ s (O + IFOOI) + (58— ) [ 1721),

lo que coincide con la desigualdad (13). De aqui la prueba vale en ambos casos.
Integrando la desigualdad (13) por € y n sobre [a, za;ﬁ) y (zﬂ;a,ﬂ], respectivamente,
se tiene

ﬂ_a)2s

LFEFD ()13 (

2(ﬂ 2 (1+2)
s =27 [ iy

1 : .
<oz [ 1O + (3 oy / D)
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Integrando esta dltima desigualdad por z y dividiendo ambos lados por (%)2, se obtiene
la desigualdad para Ko, = 9.24

s 1 s s
[ W < Koo [ U+ 6 -ap [0 e

Es importante que la constante Ky no dependa del intervalo («, §).
Ahora sea € € (0,1] arbitrario. Existe un nimero n € N tal que las desigualdades

161/2 S

5 <€/? (15)

S|+

se cumplen. Dividiendo el intervalo con los puntos a; = a+ (b —a)j/n (7 =0,1,...,n) de

(19) se estima
b "o .
[ =3 [ s, <
a j=1 aj;_—1

a

Koi:((bfaf/aj

J=1

5N+ G2 [ 1)
1 aj.1

1 [ e
<K [ OB+ [ 1)
donde K estd definido utilizando las desigualdades (14):
K, = K, max{(b - a)2 —4—}
b= ap

Observemos que Ky no depende de (a,bd) y e.
Ahora vamos a probar por una induccién doble que para cada k> 2, 7 =1,2,...,k—1
existe una constante Ky ;, tal que la desigualdad

b 2; b b
/ IFON2, < Kju(e i / 1713 + € / 1FO1) (16)

se cumple para los € € (0,1). Para k = 2,j = 1 esta probado. Probaremos la desigualdad (16)
para el par (k,k + 1) suponiendo que (16) se cumple para el par (k — 1, k). Lo que sabemos
ya es que (16) se tiene para (1,2).

b b b
J 15O < Kaalr® [1r4 01+ [ 15401) <
b b . b
Kol Keesn(6700 [V 1515 +6 [T1r®) + o2 [ 150015

b b
=K1,2I\'k—1,k77"25—2(k_1)/ ||f||§1+K1,2Kk—1,k77_25_2/ 153+
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b
Ki2n* / | FEFD3,.

, se obtiene

b
/ 17O

b b
< (K12I{k—1,k)k2k—l7}'—2k/ A1 +2K12772/ || FEHDY 2+

‘s 2 . 1 2
Escojiendo 6“ := sRaKiis

b b
Kpprs (12 / £ + 72 / 1F4DIR,)
a a

donde la constante Ki x+1 estad definida por

Kipr1 = QK12 Ky )"
Observemos que de la definicién recursiva se sigue que 2K;2K}_; x > 1 para todo £, por lo
tanto I{k,k+1 >1ly I{k,k-}-l > 2Ki,.

Ahora, suponiendo que se cumple para el par (k — 1, k), vamos a probar por induccién
para los pares (7,k) (1 <j < k) las desigualdades

b b b
S <L [+ [ ) an)
a a a
donde Lig—; := Kk_1 k. Se ve que las desigualdades (16) y (17) coinciden para j := k — 1.

Supongamos que (17) se cumple para 2 < j < k — 1. Probaremos que (17) se tiene tambien
para j — 1.

b b b
/ 19D < Koy (20D / IFIE + 72 / 1F91%)
a a a
_ b b b
< Kj1,j(n~207Y / £ + 2L (% / 1A + 2= / 179 )
) b ) b
= ,-_1,,-(1+L,~)n‘2("1)/ Ilfllir+Kj—1,ijn2(k_’””/ | £

b b
< Ljoy (=200 / 17113 + 25D [ 7RI,

donde L;_; estd definida por la recursién
Lj—1 = Kj-1,;(1 + Ly).

Sustituyendo 5 := %7 en (17).

b . b b
. _ 2
/ 1O < Ly (e / £ + & / 1F912)
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por lo cual con Kjr = L;j se tiene (15). Tomando en cuenta la continuidad de la inmersién
V C H ( se supone que la norma de la inmersién es 1) y escojiendo € = 1, de (15) se obtiene

b ] b
J U < B[ 5+ [ 1®0)

= I(]'k”f”?{"((a,b),V,H)

con lo cual queda probado el Lema 4.4
Del Lema 4 podemos obtener la estimacién de la norma del operador ¢, y asi obtener la
demostraciéon del Teorema 6:

b

16 F10s ooty vty = / 16 A + )P

b
= [ Qlerl + N n® 1)
b K k )
< [+ 3 (5ot
a =0

k
< AZ,(apyy + M Z 1FN3 ey, 1y

i=0
donde M = {maxi—o,1, & (’f)ltp(k—i)(t)l, t € [a,b]}. Ahora, utilizando las estimaciones del
Lema 4, se obtiene
16115k ((—o0.8),v.1)

k—1
<AL, apy vy + MZI‘f?(lf“%{k((a,b),H, )

=1

+M“f||2Lz((a,b),V) + M”f(k)||2Lz((a,b),H)
k-1
<[1+M1+ Z KON A%k ((a0),v, 1)

=1

Por lo cual ¢, es acotado. La continuidad de
¢2: H*((a,),V, H) = H'((a, +00),V, H)
se demuestra analogamente.

La existencia de los operadores de prolongacion ya estd probada en el punto 1, es decir,
existen los operadores de prolongacion

P,y : Ly((a,00),H) — Lo(R,H),
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Qb— : L2((_Oo7b)7H) — L2(R7 H)>

tales que P,4+ y Qp— son acotados, y las restricciones
Patl (a0, v,1y - H*((a,00),V, H) = HY(R,V, H)

Qb—|H’°((—oo,b),V,H) : Hk((_oo7b)a V’H) — Hk(R7 VaH)

tambien son acotados. Definamos ahora el operador
P: Lz((a, b), H) — LQ(R, H),

Pf=Qu-(¢1f) + Pat(¢2f)

P es la suma de productos de operadores acotados entre los espacios adecuados, por lo tanto
P: L:((a,b),H) — La(R, H)

P|Hk((a,b),V,H) : Hk((a’ b)’VaH) — Hk(R, V,H)

son acotados. Hay que probar que P es un operador de prolongacién:
Pflia,p)y = Qo—(01)(ap) + Patb2f|(a,p)

= ¢1fl(ap) + B2 (a,p)
=erf+(1—p))f =F.
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4., Teoremas de Inmersiones

Los teoremas de inmersiones juegan un papel muy importante en la teoria de los es-
pacios de Sobolev, y son sumamente importantes para las aplicaciones. Esencialmente los
teoremas de las derivadas intermedias y los de la traza tambien se consideran teoremas de
inmersiones. Tenemos que cumplir la vieja promesa de probar el isomorfismo de los espacios

H*((a,b), H¥(R"Y),...,Lo(R*1) y H*((a,b), H*(R™~1), Lo(R"!)). Empezaremos con la
prueba de este

Teorema 7. Sean k,n € N, (a,b) € R, una region. Entonces
H*((a,b), HF(R*Y),...,Lo(R*™) y H¥((a,b), H¥(R"™!), Ly(R™™Y))

son isomorfos.

Prueba.Basta probar que, para cada f € Hk((a,b),HK(R"_l,Lg(R"_l)) existe la
derivada f(¥ 4 = 1,2,...,k — 1 y pertenece al espacio Lq((a,b), H*~*(R"!)) y ademas
el operador

%f : H*((a,b), H*(R"™), La(R™ 7)) = La((a,b), H¥/(R*™1))

es acotado. Por la densidad de la inmersion
C5°([a,b), H*(R™)) C H*((a,b), H*(R"™1), Ly(R™1))
basta probar que el operador diferencial

di

Tl ta s, Hr(re-1yy + € ([0, 8], HE(R™)) o Lo((a,0), H*H(R*))

es acotado por la norma de H*((a,b), H*(R"~1), Lo(R™1)).
En efecto, de la existencia de una constante K, tal que para cada

f € C§°([a,b), HF(R™™1))
se cumple la desigualdad
1FDN Lagcapy, mre-icrr=1y) < Kl Fll s (a0, HERP 1), La(RP-1)) (18)

se prueba la misma formula (18) para cada f perteneciente a H*((a, b), H¥(R"™1), Lo(R™™1)).
Por la densidad existe una sucesion (fi) : N — C§°([a,b], H*(R"™1)), tal que (fi) — f en
H*((a,b), HF(R™™1), Ly(R™™)), es decir f; es una sucesion de Cauchy en el mismo espacio,
por lo tanto

£ = £ N na oty o= s(rr-1y) < KL ft = fey v ((art), b (RR 1), La(RP-1)
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por lo cual la sucesion (f,(i)) : N — Ly((a,b), H*"*(R™"!)) es una sucesion de Cauchy. Por

la completitud del espacio L2((a, b), H*~*(R™~1)) el limite de la sucesion (f,(i)) existe en el
espacio Lo((a,b), H*~*(R"~1)). Utilizando la unicidad de la derivada,

lim(f{”) = f©.
Pasando al limite en la desigualdad (25) aplicada a la sucesion (f;) se obtiene (25) para la
funcion f € H*((a,8), H* (R™1), Ly(R"™))

Ahora probaremos la desigualdad (18). Tomando en cuenta la existencia del operador de
prolongacion basta probar (18) para cada (a,b) € R. En efecto,

1F O Lo (a,py,mr-icrn-1)) = NPHD| (4 yyLat(a), E-i(RA-1)) <

”(Pf)(i)”Lz(RyH""'(R"-l)) < K[| Pfllae(r,HY(RP-1),Lo(RP-1)) S
K”P”||f”Hk((a,b),Hk(R"-1),L2(Rn—1)).
Estimemos la norma de f() en Ly(R, H*~*(R"™1)).

1FONT R, rn-s(re-1y) = UFOUT Ry prems(re-1y) =
N1 2 )
/R/R . lf(') (t)(z) |(1+ |$|2)(k 1 g dt

=/ |F(t, )24 (1 + |z|?)* " dedt
Rn

~ T, i & k—: o
< [ IRDPEEE + S+ fal e dod

< / |F )P (825 + (1 + [2]*)F)dzdt = || fll e r, oE(RR-1), Lo (R7-1))-

Por lo cual queda probado que el operador j’% es acotado. A
Definicién 11. Sean X un espacio topoldgico, B un espacio de Banach. El espacio
C(X, B), que consiste de las funciones continuas f : X +— B, cuyas normas

I fllex,B) = sup If(2)ls

es acotado.
Ahora estableceremos teoremas de inmersiones en los espacios de tipo C(X, B).

Teorema 8. Sean k,n € N,(a,b) C R. Entonces el operador diferencial

o+ HM((a8), HE (), Ly(R™) o C((a8), A H(R))
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es acotado.

Prueba. Por la densidad de la inmersion
C5°(la, b], H*(R™*™1)) C H*((a,b), H*(R*™1), Ly(R"1))

basta probar que el operador diferencial

d’ . e —j—l,n—
at_j|Cg°([a,b],H’°(R"'1)) : Co ([a,b],Hk(R 1))'—’ C((a,b),Hk I 2(R 1))

es acotado por la norma de H*((a,b), H¥(R*1), Ly(R"™1)).
En efecto, de la existencia de una constante K, tal que cada f € C§°([a,b], H¥(R"™1))
se cumple la desigualdad

”f(j) ”C((a,b),Hk_j—%(R"_l)) < K| fll % ((a,), H*(R7=1),Lo(R7-1)) (19)

se prueba la misma formula (19) para f perteneciente a H*((a,b), HF(R"!), Ly(R*!)). Por

la densidad existe una sucesién (fi) : N = C&([a, d], H*(R"™1)), tal que (f) A f, por lo
tanto

() ) -
1 = 56N oy 534 anmvyy S KM = Fellascay srscrn-ny garnvy
por lo cual la sucesion (fI(J)) C C((a,b), H*=3=2(R"1)) converge uniformemente a (),
es decir la funcién f&@ e C((a,b), H¥=i=3(R™1)). Tomando en cuenta la existencia del
operador de prolongacién, basta probar (19) para (a,b) = R. En efecto,
||f(J)”C((a,b),H""''%(R"-l)) - ll(Pf)m|(“”’)”c((a,b),H"‘J'‘%(R"—l))
< ||(Pf)(j)||C(R’Hk-j—§(Rn_1)) < K[|Pfllae(r,mr(rr-1),L0(RP-1))

< K||PINfll e ((a by, HE(RR=1), Lo(RP-1))-

Sea to € R. Estimemos la norma de f()(¢) en H*~3~2 por la formula de inversién de Fourier:

(9) 2 = ; 73) 2
LN s gy = I [ explita)r POy

L("—l)

< [ (1 o)D) i, ayir]) e
R(n-1) JR

~ 2 .1
/ exp itgr(it)Jf(T)dTl (14 |z|)F 7~ 2de
R

[ (] iy
 Jre-n VR (L [22)F + 726)1/2

TR + e + 722 ) de <
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[ (LSS ) [ oo s

Ahora probaremos que la primera integral no depende de z

[T [ GO R R R ),
r (14 |z]2)F + 72k R (1 + [z|2)k + (6(1 + |z|?)1/2)2*
62
AL

por lo tanto

. 6%
£ o)l Fya-s =12 < (/R -lmde)||f||§1k(R,Hk(Rn—1),L2(Rn—1))’

por lo cual

(49) 6% 1/2
ILf ||C(R,H'=-f—1/2)5</Rde9) £l 2% (R, * (R =), Lo (R7-1))-

Corolario. Sean k,n € N,(a,b) C R,ty € [a,b]. Entonces
f(j)(to)er_j—l/2(Rn_l) (.7 :0,1""’k_1)

para cada f € H¥((a,b), H*(R*™1), Lo(R™™!)). El operador

F IS (F(to), F/(to)- -, FED (k)

k-1
Tr: H*((a,0), H*(R"™"), Ly(R™ 1)) = [T HY7712(R7T)

Jj=0
es lineal y acotado.

El corolario del teorema es llamado el teorema de la traza. Ahora vamos a probar que
el operador de la traza Tr es sobre. De manera mas precisa, probaremos la existencia de un
operador lineal acotado

k—1
Q: [[H#*7~V*(R*") — H*((a,b), H*(R""), L2(R"1))
j=0
tal que
TTOQ:IdH',‘:lH"—f—l/z(R"—l)' (20)

Teorema 9. Sean k,n € N,(a,b) C R,ty € [a,b]. Entonces existe un operador Q, tal que
(20) se cumple, es decir,

(Q(ao’al’ Tt ’ak—l))(j)(to) = aj (] = 0’ 1)' ' "k - 1)
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Demostracién. Para comenzar probaremos que existe un operador lineal
Qj - H IR 1) o H¥((a,b), HY(R™1), Ly(R ™))

acotado, tal que @;(a)¥) (o) = a. Se supone que (a,b) = (0,00) y que ¢y = 0. Definamos el
operador (); de la manera siguiente:

(Qa)(t)(z) := t exp(—t(1 + |2[2)/2)a(2).

Probaremos que Qja € H*((0,00), H*(R"!), L,(R""")). Estimemos, con este proposito,
Q;a en la norma de Lz((0,00), H¥(R*1) y (Q;a)™® en la norma de Ly((0,00), H" 1) :

(o o]
”Qja”%-‘,((o,oo),H"(R"'1)) = /(; Ln—l

/Ooo /I;"_l $27 exp(—2t(1 + |$|2)1/2)|a($)]2(1 n |fl?|2)kd:1:dt _
/R /0°° (@) (=) ﬁfﬁl&(ﬂl"’(l + [2f?)rde =
(/0 727 exp(—27')d7') (/R"_l Ia($)|2(1 + IxIZ)k—j_l/zd:E _

[0 o]
(/ 7'2] exp(—27')d7')||a||2;{k_,~_1,2(R,,_1),
0

Qﬁt)(w)jz(l + |z|?)*dedt =

* (i 2
“(Qja)(k)HZLZ((o,oo),Lz(R"—l)) =/(; /R”_ll(Qja)(k)(t)(a:ﬂ dzdt =

i/ ok o,
(j - z)tle"P(‘t(l )1+ o)/ a(a)| dadt <
0

Y>>

(i( ) Z/RH/ exp(~2H(1+ |22 2)((1 + Jo2))* I fa(e) Pt <

=0

! ° 21 d ‘
¢ S — oy 4T bl 2
i ,Z/R/ ((1+1x|2>1/2) exp(=2r) gy ey 4+ el T a(e) e =

J oo
ok Z(/O 72! exp(——27')d7') /"_1 Ia($)|2(1 + |$|2)k—1—1/2d$ =
=0
J oo
2k (Z 7'21exp(—27')dt)l|a|| k-
o Hk=i-1/2(Rn-1),
1=0
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por lo tanto el operador @); es acotado. En efecto,

1Q5ll%r2 (0,00, 12(Rn=1), (R =13) = 1Rl L2((0,009, HE=i(Rn-1))F

o0
“(Qj(a)(k)II%Q((O,OO,H"—‘(R"-l)) 5/0 exp(—27)dr|lal|fx—s-1/2(gn-1y+

i poo
2(3° /0 2 exp(—27)dr) ||al|%x—i-1/2gr-1) =
=0

(/ exp(—27)dr + 2F Z/ 7'2'exp(—2T)dT)||a||§1k_,-_1,2(R,,_1) =
0 =0 JO

I(f“a'Hk—j—l/2(Rn—1).
Calculemos ahora la derivada de (Q;a) :
@) =3 (1)) exp(—t(1 + o) =1+ o)) a(o),
=0

por lo tanto

(Q0)(0) = a.

Definamos los coeficientes aji, a5z, -, ajx (7 =0,1,---,k — 1) con las ecuaciones lineales

lmaj1=(5jm (m,j:O,l,--',k—l).

.~
I|Ma~
n

Entonces

k-1 k
Q(ao, a1, -+, ak-1)(t) : Z Za]l(Qja] (12).
j=0 =1
El operador @) es acotado del espacio
k—1
H ch—j—l/2(Rn—1)
3=0

al espacio H¥((0,00), H*(R"~1), L,(R"™1)). En efecto

“Q(ao,al, cee 7ak—l)”H"((0,oo),H"(R"'1),L2(R"—1)) =

k-1 k

1Y) i(Qia) U rx (0,00), HE(RR-1), La(Rr-1))

j=0 I=1
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Eod

Y lealll(Q5a ) e (0,000, HE(RR=1), La(RR-1y) <

-1 k
0l=1

x> o,
Il

-1

k
o1
Z|aﬂ|l 7 ||Qja;ll *((0,00), H*(Rn=1),Ly(R7-1)) <
0 I=1

<.
Il

k

S5 b5 K sy <

Jj=0 I=1

k

k—1 k-1
S 1anll T K™ 23 asldcscryzgnony) 2 =

Jj=0 =1 Jj=0

K”(GO,ala e aak—l)”H""l Hk-i-1/2(Rn-1)"
i=0

Calculemos las derivadas Q(ao, a1, -+, ar—1){™ enel 0 :

k-1 k

Qag, ar, -, ar—)™ (1) = 3 3 au(Qja) ™ ()™,

j=01=1

por lo tanto
k=1 k

Qao, a1, -+, ak-1)™(0) = Y > " aul™(Q;a;)™(0) =

j=01=1

k

|
—

k k-1
> (3 ") Qi)™ (0) = Zajm(czjaj%m)(()) =

0 =1

<.
1l

(Qmam)™(0) = am.A
Ahora probaremos un teorema de inmersién tipo Sobolev.

Teorema 10. Seann € N,s € R. Supongamos que s > N/2. Entonces la inmersion
H’(R™) c C(R™)

es continua.

Demostraciéon. Por la densidad de la inmersién C°(R™) C H°(R"), basta probar que
la inmersién C°(R") C C(R") es acotada por la norma de H¥(R™), es decir, existe una
constante K, tal que para cada ¢ € C°(R"™) se cumple la desigualdad

Idllcrry < K|\ bl oo rm)- 21

En efecto , si f € H°(R™), entonces existe una sucesién (¢;) : N — C(R™), tal que ¢; — f
por la norma de H*(R"), por lo tanto ¢; es una sucesién de Cauchy en H*(R"). Utilizando
la desigualdad (21)

61 — dillccrny < Klld1 — Bill e (rmy
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se obtiene que (¢;) es una sucesién de Cauchy en C(R™), por lo tanto el limite F de la sucesién
(¢1) tambien pertenece a C (R™). Pasando al limite en la desigualdad

éllcrmy < Klldillmermy

se obtiene la desigualdad (21) para f.
Sea f € C°(R™),z € R™. Entonces por la férmula de inversién de Fourier para la

transformada de Fourier se tiene

F@I =1 [ fw)exp <oy > dyl <

[ @I+ PP )y <
2 2vs 7.\1/2 2\—s 3 \1/2
([ 1@Pa+ ) ([ a+wia) =

||f||H§(R")(An(1 + |y|2)—3)1/2-

La constante ([, (1 + [y[?)™*)!/2 es finita si s > n/1, por lo tanto

Ifllerm = sup [f(@) < ( / (1 + i)~ dy) 2 fll e ey
€C(R™) R™

z

El préximo teorema no es un teorema de inmersion, pero vale la pena probarlo ahora porque
el método de prueba es muy parecido al del teorema anterior.

Teorema 11. Sean n € N,s € R. Supongamos que s > n/2. Entonces para cada f,g €
H*(R"), el producto fg tambien pertenece a H°*(R"). Es decir, H*(R") es un &dlgebra de

Banach.

Prueba. Tenemos que probar que la funcién
z = fg()(1 + |a[*)*/?
pertenece al espacio Ly(R") :

|Fa(a)(1 + [e?)2* = [(F9)@)(1 + [=12)*?] =

[ Fa— v+ oy | -

o — r — yl12)*/25, 2\s/2 1+ '$l2)3/2
| Fla =)+l =y 9000+ WP e e

N2 z — I 1a()12 2ys 1+ [z
< ([ 1Fe-nPa+le - P P+ b < ([ e e )
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= (07 =) + (6P C+ 1)) > [ e e

Las funciones f, g pertenecen al espacio H*(R"), es decir las funciones

zo [f@)P(+ 2P, 2= @@ +]e’) (z€R)

pertencen a Li(R™), por lo tanto la convolucién
(IFP@ + 12*)7) = (19171 + |2[*)*)
tambien pertenece al espacio Li(R™), por lo cual la funcién
2 |fo(@)(1 + [2")/** (z € R")

pertenece a L1(R™), es decir, la funcién fg pertenece a H*(R"), si la funcién

(1+ |2
z— dy 22
AMHM—WMHMW’

pertenece a Lo (R™). Definamos dos semiespacios

2
n T
Rz+ = {y < I,y >2 J%L

2
R;_={y:<z,y>< @}

Entonces

(14 |2]?)’ B (14 Jop)"
ﬁwumwmwuﬂwr@“ﬂ AT lz—wPra eyt

n
o+

(1+J=[*)° 1+ =)
/. uﬂmwmm+mw@gﬂhuHWﬂﬂuw~mw@+

n
r—

(1+ J=?) s o 2v—s 2y
/R,.(1+|x|2/2)—sdy52(/"(”If" yl*) dy+/R,,(1+| 2)~*dy) =

2’“/ (1+ y)*)~*dy,

por lo tanto la funcién (22 es acotada, puesto que s > 2.A

En la teoria de las ecuaciones diferenciales tiene gran importancia el teorema de Rellich-
Kondrachov que trata sobre la compacidad de ciertas inmersiones. A continuacion damos el
enunciado y demostracion de este teorema.

Definicién. Sean © € R™ una regién, ¥ € N. Se dice que § tiene la propiedad de
prolongacién de orden k si existe un operador de prolongacién acotado

P: L2(Q) — LQ(RH),
cuya restriccion
k k n
P|Hk(9) : H*(Q) — H*(R™)

tambien es acotado.
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Teorema de Rellich-Kondrachov. Sean k,n € N,{) C R" una region con la propiedad de
prolongacion de orden k. Entonces, si §) es acotada, la inmersién H*(2) ¢ H'(Q)(0 <1< k)

es compacta.

Demostracién. Sea B,(0) una bola de radio r, tal que @ C B,(0). Entonces existe un
operador de prolongacién

P Ly(Q) v Ly(R™),

acotado, cuyas restricciones

Pl : H(Q)— H(R") (0<I1<k)
tambien son acotadas y el soporte de Pf (f € Ly(f2)) es subconjunto de de B,(0)

Sea f : N — H*(Q) una sucesién debilmente convergente a 0. Hay que probar que
f: N +— H'Q) es fuertemente convergente a 0. El operador de prolongacién P es acotado,
por lo tanto la sucesién Pf : N — H*(R™) tambien converge a 0 en la topologi’a debil.
Basta probar que la sucesién Pf : N +— H' () es fuertemente convergente a cero, porque la
restriccién (Pf)|lo = f : N — H!(Q) tambien convergerd a cero en la norma de H'(Q), por
la continuidad de la restriccién. Estimemos Pf en la norma de H'(R"). Sea ahora M > 0
arbitrario.

—— /\2
1P Fomllst ey = / BFul?(1 + |2]?) = / BFn (14 |22+
Rr Hzli<M

P fn T 1
me21+9521§/ me21+:c2l+—-—-—/ me21+x2k.
/”z||>M| D) ||z||5M| Fa+lel) (14 |M|2)k-t R,,l (L + 12

la sucesién Pf converge debilmente, por lo tanto, es acotada en H*(R™) es decir, existe una
constante K, tal que ||P fu||gr(gny < K. Sea € > 0 un ndimero arbitrario. Escojamos M tal

que la desigualdad
K% <1+ |MH)r,

—————
se cumpla. Probaremos ahora que la sucesién (P fn,| BM(O)) converge casi siempre a 0 y que
es uniformemente acotada. En efecto,

Fln(z) = /R Phn)exp(~i <2,y >)dy = [ Piuipe =0,

n

La convergencia se sigue de la convergencia débil de la sucesién Pf : N +— Lo(R™). Si las
aplicamos a las funciones ¢, (z € By(0)) tenemos

PR(@l =1 [ Phn)esp(=i <o,y >)is] <

/ P il < ( / P f?) 2 A(B,(0))/? =
B, (0) B.(0)

1P frnll Lo(rm) A(BA(0))'/2.
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Pero de la convergencia débil de la sucesiéon Pf : N +— Ly(R"™) se desprende que la Pf es

acotada. Por lo tanto las funciones ﬁﬁn y las funciones
2~ |Pfa(z)zll' (= € Bu(0)

son uniformemente acotadas. Aplicando el teorema de Lebesgue se tiene que la sucesion
([ PTa@P+lef)de) s N oo R
lzll<M

converge a 0, por lo tanto existe un numero m,, tal que para cada m > my, se tiene las
desigualdades

/ P fn(@)|(1 + [2?)dz < 6
llzll<M

por lo cual
1P fmllf1e ey < 2¢

si m > mg. Entonces
”fm”i]l(g) = ”me|9||§_11(9) < ||me||§-1'(R") < 26,

por lo cual f+— 0en H!(Q).A

El Teorema de la Traza para regiones { C R".

Primero consideremos la regién Q = {z; > 0} C R". El espacio H¥(Q2), por la propiedad
de Fubini y el Teorema 7 se identifica con H*((0,00), H¥(R"*!), Ly(R™"')). Tomando en

cuenta que existe un operador de prolongacion
P : H*((0,00), H*(R*™"), Ly(R*™)) = H*(R, H*(R"™"), Lo(R™71))

acotado, el Teorema de la Traza nos da que

k—1
Tr(Pf) =Tr f = (£(0), £ (0),---, f*(0)) € [[ H*~*'/*(r*)

1=0

identificando la frontera 9 = {0} x R®*~! = R™"1. Por lo tanto, la derivada direccional
%é‘.flan € H¥—-1/2(Rr—1) = F*~=1/2(9Q) donde ¢; = (1,0,---,1) € R™.

Se dice que una region Q@ C R" tiene frontera reqular, si 32 C R™ es una variedad
C*>®—inmersa en R", no tiene puntos z € 0N tales que el interior de Q esta localmente en
ambas lados de la frontera en z. Es decir que no estd permitida la existencia de puntos como
los que aparecen en la grafica.
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La frontera 02 es una variedad diferenciable C'*°-inmersa en R", por lo tanto existe un
atlas C* de coordenadas locales ; : U; — R, tales que:

1.U; Ui D 09Q, y {U;} es localmente finita.

2. LpiIBQﬂU; = {0} x R*~' = R*1,,(U;) = R"

3. Sien el punto z € 32U, n € R" es un vector normal a la frontera, entonces ¢'(z)n
es un vector normal a R" !, es decir, o!(z)n es paralelo a ;.

Sea s € Ry, k € N, s < k. Existe un operador de prolongacion acotado

P : Ly((0,00) x R*™') = Ly((0,00) x R*™1)
tal que la restriccion
Plgr(0,00)xR-1y : HF((0,00) x R*™1) — H*(R™)
tambien es acotada. Por lo cual se define
H*((0,00)) x R"™1) = {f € L2((0,00) x R"™")|Pf € H'(R")}
dotado con el producto escalar
< f,9>s=<Pf,Pg >Hepn) .

Consideremos una particién C* de la unidad {¢;} subscrita {U;} y una funcién ¢ C*, tal
que

’MQ\(U‘ Ui) — 1a1/’|Rn\Q = 0.
Entonces, si f(z) = f(z)y(z) paraz € Qy f(z) =0 para z ¢ Q

H*(Q) = {f € Ly(Q), f € H(R"), fow; |r,xrn-1 € H(Ry x R*™)}

1113 = 171 rmy + D IS 0 07 e (rurnm1) < 00

Si 952 es compacto, podemos escojer un atlas C* finito, por lo cual la estructura de Hilbert
se define univocamente, salvo isomorfismos.
Se define de manera similar H*(92) :

Ho(0Q) = {f € Ly(89Q) : fop; gnr € HY (R 1)},

I floa %+ a0y = E I1f 005 e (rn-1y < 00

Ahora podemos enunciar el teorema de la traza:
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Teorema de la Traza. Supongamos que la region ! € R™ es de frontera regular y OS2 es
compacta. Entonces el operador de traza

df dk—lf
feTrf= (fIaQ,;l;lan,"wW:flan)

como operador
k—1

Tr: HYQ)— [] B*~1/%(090)

i=0
es lineal, acotado y sobre.

Por n denotamos el vector unitario normal exterior a la frontera 92.
La demostracion es inmediata a partir de las definiciones.
Probaremos un teorema de existencia del operador de prolongacion.

Teorema. Supongamos que la region @ € R" es de frontera regular y 00 es compacta.
Entonces para cada k € N existe un operador de prolongacion acotado

P: Ly(Q) — Ly(R™)

tal que la restriccion

Plyrg) : H¥(Q) — H¥(R™)
tambien es acotado.

Demostracion. Consideremos un atlas C°°
{(Ui,p;): 1=1,2,---,1}

y un refinamiento V; C U;, 1 = 1,2,---,1, tal que 9 C |JV;. Consideremos una particién
C*° de la unidad subscrita a los conjuntos

{R"\QU(UiUVi),Q\UVi,Ul,Uz,---,U,}.

En lo que sigue los denotaremos por ¥y, ¥q, @y, P, -+, Py, respectivamente. Sea
P+ : L2(R+ X Rn_l) — LQ(R")
un operador de prolongacién de orden k. Entonces

f(‘r)a X € Q\UUz

Pf(z) = { L1(@)f(2) + ailz).pi(2), z e QNUU;
(1 - ¥3(2))f(z) + ai(z).pi(z), =€ (R"\QONUU;,
0 z € R\ (QUU; Uy))

donde a(z) = 3y, ®i(z)Py[f o (vilryxr~-1)"'(z)]. De la construccién se sigue que P
satisface las afirmaciones del teorema.
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Observacién. Si Q; C R™ es una regién,Q C £, € es una regién de frontera regular,
entonces existe para cada k un operador de prolongacién Pq, : Ly(€2) — L2(R") de orden &,
tal que el soporte de Pf es subconjunto de ;. Ya que existe una funcién ¢ € C°(R"), pq =
1, ¢|r\@, =0, basta definir Pg, f = ¢.Pf.

El espacio H¥(). Sea 2 C R™ una regién de frontera regular. Entonces se puede
definir el operador de traza

k—1
Tr: HY Q) J] H*71/2(09)

=0

y el operador Tr es lineal y acotado. Por lo tanto, el niicleo del operador Tr es un subespacio
de Banach del espacio H*(Q2). Este espacio se denotara por H¥(Q2). Es decir

di
{Ianz()i:(),l,---,k—l}

HEQ) = {f € BHXQ): T

Se puede probar que HX(2) es tambien la clausura de C2°(f) en la topologia de H*(Q);
H3(Q) = C2(Q) C HY ().

En una dimensién,se sabe que H¥(a,) consiste de las funciones C*~1(a,b) con F*=1) abso-
lutamente continua y f(¥) € Ly(a,b). En este caso

Hcl)c(aab) = {fe Hk(aab)l f(z)(a) :f(z)(b) :0’ i=0,1,"',k—1}

Los Espacios de Sobolev y los Operadores Eli'pticos.

En esta seccion daremos una caracterizacion de los espacios de Sobolev por medio de
operadores elipticos. Consideremos primero los espacios de tipo H 1(Q) con Q de frontera
regular. Definamos el conjunto D de las funciones g € H!(Q2) tales que el funcional definido
por el producto escalar en H'(Q) de tipo

fro<fia>ma= [ fo+ [ afog
i=1

es acotado en la topologia de L2(f), es decir que

f,_,/n(fg_ifa,?g)qL/(;ﬂfg%=/Qf(g—Ag)+/an§—Z
i=1

es acotada en L,(2). Esto ocurresi y solosi g — Ag € L,(Q) y %%Iag. Por lo cual tenemos la
representacion de Riesz

< f,g>m@=<f,9—A08g >, -
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D entonces se identifica con
dg
_ 2 _
D={f & H¥(®), Ploa =0},

El operador g +— g — Ag definido sobre D es simétrico ( tambien es autoadjunto), positiva-
mente definido.
En efecto ,

< fif>r@<<fif>mwm=< f-Af >0 -

Entonces existe la raiz cuadrada del operador f f — Af. Este se puede calcular facilmente
de la descomposicién espectral. Si el dominio 2 es acotado y es de frontera regular, entonces,
por el Teorema de Rellich-Kondrachov se puede probar que el operador tiene espectro puntual,
A1 € Az < -+« convergente a 00, el rango de cada autovalor es finito, es decir existe solamente
una sucesién finita con igualdad, y las autofunciones ¢ correspondientes se pueden elegir de
manera tal que {¢1, @2, - -, } forman una base ortonormal en Ly(2). En esta base el operador

fr—=f—Afes
A

Az
A3

su raiz cuadratica es

El dominio Ds de la raiz cuadratica es el conjunto de las funciones f € L,(Q) tales que
Af € Ly(Q).

La norma de Af se calcula facilmente por los coeficientes de Fourier:

SORFR? = YW F )P = S M f (k) < oo.
k=1 k=1

k=1

De otra manera
IAflIZ ) =< AfAS >Ly@)=< L, A*f > 1,0

=< f, = Af >r,0)=< £, F >mvey= 1 fl3n@)

por lo tanto,
1320y = D Aefk)? < o0,
k=1
siysolosi f € HY(Q)y f € Dy respectivamente, por lo cual
Dy = HY(Q).
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Si Q = (a,b) C R, entonces el operador eliptico es

”»

y—y
y el problema de autovalores es
y—y =Xy
y'(a) =y'(b) = 0.

Analogamente, se puede calcular el caso Hj(f2). Consideremos todas las funciones g € H (Q2)

tales que las funcionales
fe<fg>ar@)=<f9 >H1(0)

son continuas en Lz(2). El producto escalar < f,g >pg1(q) se expresa de la misma manera

k
< F,0 > m)= /Q (fo+ 3 0iforg) = /Q f(g— Ag),
=1

por lo tanto el problema de autovalores es
9—Ag=2Xg, gloa=0.

Si Q2 es acotado y es de frontera regular, entonces el espectro es puntual, A; < Ay < ---
con A\r +— 0o, el rango de cada autovalor es finito, y existe una base ortonormal ¢, ¢g, - -
correspondiente al espectro. De la misma manera que antes, se puede calcular que el dominio

~

Dy de la raiz cuadratica del operador eliptico es HA(Q), y 1A ) = ke Aef(R)2
El espacio de interpolacién [Hg(€2), L2(Q)]e, [H (), L2(2)]s del pardmetro 6 € [0,1] se
puede definir por el dominio Dj1-s

Dpi-o = [H'(Q), Lo(D))o, [H' (), L2(D)]s,

respectivamente, o en términos de los coeficientes de Fourier

[HY (), Lo(Q)]s = {f € H3(Q) : Y F(k)*2}™° < oo},
k=1

[HY(Q), L2()s = {f € H' () : Y f(k)* A% < oo}

I

En términos de los espacios de interpolacion, los espacios de Sobolev de orden fraccionario se
pueden definir por

H°(Q) = [H'(Q), Lo ()1 —s,
HJ(Q) = [Hy (), Lo(2))1—s.
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4. Espacios de Interpolacién.

En el estudio de los espacios de Sobolev de orden fraccionario los espacios de interpolacién
y la propiedad de interpolacién juegan un papel muy importante. En este capitulo conside-
raremos las construcciones fundamentales de los espacios de interpolacién y estableceremosa
la propiedad de interpolacién de espacios de Sobolev y del tipo L,.

El método K. Consideremos dos espacios de Banach Ag, A;. supongamos que existe un
espacio vectorial topolégico de Hausdorff A, tal que las inmersiones

AcCA, A CA

son continuas. El par (Ag, A1) de espacios con esa propiedad es llamado el par de interpo-
lacidn.
Definamos los espacios de Banach

(4o ﬂAh” ) ”AoﬂA1)7 (Ao + Ay, || - | 40+4:)
de la manera siguiente: |

Ao[YAr={a€ Ao A1+ llall 4, (4, = max{llall s, llalla}},

Ao+ 4, = {a €A: 3 a; € Aj (] =0, 1),& = a9 tai, ”a”AO'f-fh = irgﬁ_al {“a”AO +”a”A1}}

a; EA;

Teorema. Sea (Ag, A1) un par de interpolacion. Entonces los espacios Ag [ A1 y Ao + A;
son espacios de Banach.

Prueba. 1. (4o 41,] - ”Aoﬂfh) es un espacio de Banach. Por la definicién de la
funcién || - ]| 4, () A: €S una norma. La completitud se sigue inmediatamente de la completitud

de los espacios Ay, 4;.
2. Es inmediato que la funcién || - || 0l A4 cumple con las propiedades de la norma.

Veamos, sin embargo, que si ||af| 4, Uar = 0, entonces a = 0. En efecto: supongamos que se

tiene |laf| 4, Ua = 0. Entonces existen sucesiones aj : N — A; (7 =0,1) tales que

Qon + Q1o = a, Qon € A07a1n € Al

limao =0 (en Ao) lima1 =0 (en Al)

De la continuuidad de las inmersiones A9 C A A4;, C A se sigue que
a = apn + a1p — a,
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por lo tanto, por la propiedad de Hausdorff del espacio A, a = 0.
Ahora probaremos la completitud del espacio (Ao + A1, || - || 40+4,)- Sea a: N — Ag+ A;
una sucesién de Cauchy. Entonces existe una subsucesion (an, ) : N — Ag + A; de a, tal que

1
”ank+1 _ank”A0+A1 < éT (k = 1727"')5
por lo tanto existen elementos bor € Ao, bix € Ay, tales que
1
Qnypq — Qny = Dok + b1k, |[bok|lao + llb1£]l4, < o

por lo cual
N-1
Gny — Qn, = Z(b"k + b1k)
k=1

converge a un elemento ag — an,; es decir, la subsucesién (an, ) de la sucesién fundamental a
converge a ag, por lo tanto la sucesion a tambien converge a ay
Ejemplo. Sean n € N, 1 < p,q < oo. Consideremos los espacios de Banach

Ly(R™), Lo(R™).
Entonces el espacio vectorial topolégico A se define de la manera siguiente:
A={f:R"— C: fes medible y casi siempre finita}

con topologia definida por la distancia

|1~ 2l
o= [ BB
En este caso el espacio mas pequeno posible es
(Li(B™) + Loo(B™), | 124 (R7) 4 Lea (R))-
Definicién. Sean (Ag, A1) un par de interpolaciéon y p € {1, 00). Definamos la funcién K,
Kp : (0,00) X (Ao +A1) — R
de la manera siguiente:

Kp(ta) = _int(loolfs, +2*llanll%,)"”

Es claro que para cada t € (0,00) y p € [1,00) la funcién
ar— Ky(t,a)

define normas equivalentes en el espacio Ay + a;.
Definicién. Sea (Ag, A1) un par de interpolacién, p € [1,00), 0 < § < 1. Entonces se
define como espacio de interpolacidn de pardmetros (0, p) al espacio

< dt\1
[Ao,Al]e,p = {a € 4o + 44, ||‘1||[A0,A1]a,,, = (/ t 0pr(t,a)pT) P < OO}-
0
En lo que sigue denotaremos a |a||[44,4,],, Por ||alls,p-
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Teorema. Sea (Ag, A1) un par de interpolacion, p € [1,00), 0 < 6 < 1. Entonces el espacio
([Ao,A1]e,ps Il - 40,4106 ,) €5 de Banach.

Prueba. Las propiedades de la norma son evidentes. Vamos a probar la completitud
del espacio: Sea a : N + [Ag, A1, una sucesién de Cauchy. de la monotonia de la funcién
t— Kp(t,a) (t € (0,00)) se sigue que

- ® . ds. 1
t™K,(t,a) = CKp(t,a)(/ s 0”—”3 )? <cllalliag,asls,»  (23)
t

por lo tanto la sucesién a converge en 4y + A4; (recordemos que a — t 9K ,(t,a) es una norma
equivalente en Ag + A;). Sea el limite de a en Ag + A; el elemento ag € Ay + Ap, es decir en
AO + Al, llma = qaq.

Sea € > 0 un numero arbitrario,. Entonces existe un ntimero ng € N, tal que para cada
n > ng
”a’n - ano“[Ao,Allo,p <€

Por la continuidad absoluta de la integral

t
d
/ T_epKP(T7 Qng )p _T'
0

existe un numero § > 0, tal que se tiene la desigualdad

t d
—6p 1 T
/ T pAP(T7 a’no)p? < ¢,
0

para cada t < 6. Luego, para cadan > ng, t > 6

t 8 dT
/ T PKp(1,an)P— <
0 T

t
/0 T_epr(T, an — an,) + Kp(T, a"O))pEiTl =

p—1 * —6py- pdT i —0p pdT
<2771 T PK,(T,0n — Gn,) — + [ 77PKp(1,an,) — <
0 0

< 2p_1(e +€) = 2P¢.
Se prueba analogamente que existe un numero T € R, tal que se tiene la desigualdad

o d
—8p 1~ T
/ T P Kp(T, a0 )P — < €
0 T

paracadat > T,y paracadan > ng, t > T
*© dr
/ TP K, (T, an)pT < 2Pe,
t
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Las funciones ¢ — t =~ K,(t,a,)? (¢t € [6,T]) son uniformemente acotadas por la desigual-
dad (23).

Apliquemos el lema de Fatou a las sucesiones
(t = t717PKp(t,an)?)  (n 2 no)

sobre [0,6), [6,T], (T, o0) respectivamente, por lo cual se tiene que

)
laolZ, = / £710 K (1, ap )+

T oo
+/ t7170P K (¢, a0)Pdt + / t=1=0P K (¢, a0) <
6 T
< 2Pe+ Plim lanl[fy, 4, , (log T — log §) + 2,

por lo tanto ag € [Ag, A1]g,p. Ahora probaremos que agp = lima, en [Ag, A;]g . Aplicando el
teorema de Lebesgue sobre [, T| con la funcién mayorante

cp Sup “an - aO“f’Ao,Allom

se tiene que existe un nimero N € N (N > ny) tal que
T
/ t717P K (t,an — ao)Pdt < €
6

para n > N. Por lo tanto

)
lan — aollfay, 41y, = /0 t 1P K (¢, an — ag)Pdt+

T oo
+/ tT1 7P Ko(t, an — ao)Pdt +/ t1 7P K p(t, an — ag)Pdt <
s T

'
+2r~1 / t™170P (K (t,a0)P + Kp(t,a0)P)dt + e+
0

‘ 5
Lop1 / t7 P (K, (t, an)? + Kp(t,a0)P)dt <
0

2P71(2.2Pe 4 2.2P¢) + € = (2°PF! 4+ 1)e,

por lo cual la convergencia deseada queda probada.
Observacién. La desigualdad

t-oKp(t, a) < c||a||[A_0,A

1]o,p

tiene que ser mencionada como un hecho interesenta en si mismo.
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Las propiedades mas importantes del espacio de interpolaci’on [Ag, A1 ]g,» serdn probadas
en el teorema siguiente.

Teorema. Sean (Ag, A1), (Bo, B1) pares de interpolacidn, p,p € [1,00),0 < 8 < 6<1.
(Denotaremos los espacios vectoriales topoldgicos de Hausdorff existentes por la definicién de
par de interpolacién por A y B respectivamente). Entonces:

1. SiT: A~ B es un operador lineal con tinuo, tal que las restricciones

To :=T |a,: Ao — By,
Ty =T |a,: 41— By
son operadores continuos, la restriccion
T |9p:= T |[Ao,A1)s, [A0, A1]e,p — [Bo, Bile,p
es un operador continuo y la desigualdad
ITle,p < TG °NTNT
se cumple; es decir el espacio [Ag, A1]s,p €s un espacio de interpolacién del tipo 6.

2. [AO,AI]O,pa = [AlaAO]l—(),p-
3. Existe un nimero ¢ que depende de 8 y p tal que, para cada a € [Ag, A1]ep y t € (0,00)

K,(t,a) < Ct0||a||[A0,A1],,,,,-
4. Si se supone que p < p, entonces
[Ao, A1]e,p C [Ao, A1]s,5.
5. Si se supone que Ay C A;, entonces
[Ao,Al]o,p C [Ao,Al]g;,l;-

6. S1 Ag = A, entonces
Ag = [Ag, A1]s,p = Ar.

7. Existe un numero cg p tal que para cada a € Ay (] A1 se tiene
lalltao, aude,, < copllalll;’llall%, -

Prueba. La desigualdad 3 es simplemente la repeticién de (30). Si a € Ao[) A4,
entonces

— : ¥4 P \1/
Ky(t,a)= _inf {(llal}y, + ¢ llaally, )P} <
< min{|lalla,, tllalla,} < min{llall 1, (.4, thall, (.4, } =

min{lyt}“a“Ao nAl,
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por lo tanto, tomando en cuenta tambien la desigualdad 3,

o0
Op—
lallZs, a1y, :/0 191K (1 a)P <

1 (s
p—0p—1 p —f0p—1 p _
/0 ¢ ||a||AonAldt +/1 t ||al|AonAldt -

1 1y
- (p(l _0) + ﬁ)”allenAlv

. . p=1 1/
lallastar = _inf  {laollap + llaulla} < ,_in€ 2% (laolls, + llas]3, ) /7=

a=ao+a,

-1 -1
2% K(1,a) <27 c|lallao, Ais., »

por lo cual, si a € Ag () Ay, tambien a € [Ag, A1]g,p, y si a € [Ag, A1]g,p, tambien a € Ay + 4y,
es decir,

Ao () A1 C [Ao, A1lep C Ao + As.

Ahora probamos la propiedad 1: Sean
T |a,: Ao — Bo, T |a,: A1 C By
operadores lineales acotados con la norma
IT 4 II:=1IToll, T la, Il := ITxll-

Supongamos que ||T||o # 0.

. 1
Ky(t,Ta,Bo, B1) < __inf (I Taoll}, + [|Tai|,7)""” <

a1

ajEAj
ITa[?
S To K t”,a,Ao,Al .
” ” P(“TOHP )
Si ||To]| = 0, entonces en la ultima estimacién se sustituye ||To]| por € > 0, para cualquier e,
es decir
ITalP
Ky(t,Ta,By,B;) < eKP(e—pt ,a, Ao, Ar).

Estimemos ahora las normas:

ITallf, z,),, = / t71 =9 K, (t, Ta, Bo, By)"dt <

< / t_l_ep-[{p(”TO”taaa A07Al)pdt”T0”P
0 Tl
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T —1— T
:/ (” 0“ ) ' opI(P(Tv a, AOaAl)p ” OHdT”TOHP =
0 1Tl

,
1Tl

_ * —-1-6p p p “TIH fp _
T I{P(T7 a, AO’AI) dT”TOH ( ) -
0 | ol

= llall?y, ap, ITolPC=2UT7,

por lo tanto
-6 6
ITallizo,B130,, < I Toll* °NT2l% Nalliao, 41,

por lo cual la propiedad 1 y la desigualdad queda asi probada.
La propiedad 2 se sigue de la siguiente igualdad:

. 1/
Kp(t,a, Ao, A1) = _inf (llaoll}y, + tllaallf,) ™ =

al

A
=t inf (a0l + ]l ) =
e 0lla, 1114, =
aj€4;

= th(t—l y Al s Ao)

En efecto,

o0
||a||f,AOyA1]0-p =A t_l_epKP(tvaaAO?Al)dt =
o0
/ t=170PP K (171 a, Ay, Ao )Pdt =
0
0 1 _16p 1p . - P dr
= [ TP K e A o) (- 5) =
o0
e 9
:/0 T—l—P(l- )I{p(T,a,Al,Ao)pdT = “a”f’Ao,A1]1—9,p.

La propiedad 4 es inmediata. En efecto,

> . __—
”a”[Ao,Al]o,ﬁ = (/ t_l_epKP(t’aaA%Al)pdt)p =
0

(/ t‘l’o”I{p(t,a,Ao,Al)”(t_er(t,a,Ao,Al))’;_”dt)% <
0

e o]
S (/ t—l_opI{P(ta a, AO) Al )pdt' Sup(t—oKp(t’ a, AO’AI))ﬁ_p)% S
0

S 1 _r
< (lallZy, an, - (ellallianan,, )7 = & Fllalliag 4 ,-

Ademads, la inmersién [Ag, A1]g,, C [Ao, A1]e,; es acotada.
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Ahora probamos la propiedad 5. La desigualdad
Kp(t,a) <tl|alla, (a€ A1)
se sigue de la definicién de K. De la afirmacién 4 se tiene que
[4o, A1e,p C [Ao, 41]6,p1)

[AO,Al]é,l C [AO,Al]é,-

P1

para cada p; > p, p. Por lo tanto basta probar que
[Ao, A1ls,p, C [AO,Al]é,l-

Sea a € [Ag, A1]s,p,. Entonces

lall;, = / 10K (1 0, Ao, Ay )dt =
0

1 - o -
/ t_l_BI\’](t,a,Ao,Al)dt +/ t—l_gKl(t,a, Ao,Al)dt S
0 1

1 e o] -1 =
g/ t0||a||A1dt+/ 173 0K, (¢, a, Ao, A))2 71 10 e dt <
0 1

1- a oo
2pp1 lc””[f(’% n (/ t-l—gpl-[{pl(t,a,Ao,Al)pldt)l/pl.
- 1

Lo - Y
95 (/ t0_0_1+%)ﬁﬁdt)l o< K”a”[Ao,Al]a,m ’
1

donde

K =250 5+ (/oote_é_uﬁ)”fi‘dt)l—l/p)-
1

Por esto se tiene

[AO’ Al]B,p1 C [Al ’ Al]é,l,

y la inmersion es acotada. Por lo tanto la inmersion
[Ao, A1]sp C [Al,Allé,l;

tambien es acotada.
La afirmacién 6 se sigue inmediatamente de la anterior.
La propiedad 7 se obtiene aplicando las propiedades 1 y 6 al operador definido por
a€ Ag[)A;r:
Tj:Cr— Aj, Tja=Xa (A€C).

Obviamente C = [C, Cly,,, por lo tanto

—8 8
lalliao, 4100, = I T6ll < copllallyz’llall%,
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donde Ty es el operador intermedio
Tp: Cr— [Ao,Al]e,p
de indice 8.
Sea (D, S) un espacio medible, con la medida p—finita A. Consideremos una funcién g,

medible. Supongamos que g : D — R es una funcion medible y estrictamente positiva, es
decir, existe un ntimero m > 0, tal que la desigualdad

p(d) 2m (%)

se cumple casi siempre. El espacio de las funciones f : D +— R(C') medibles con la norma

12 = / F2ud),
D

finita, lo denotaremos por La(D,u). De la propiedad de ser positiva estrictamente de la
medida g, se deduce que el espacio Ly(D) estd inmerso en Ly ,(D) y la inmersién es acotada.
En efecto, sea f € Ly ,(D). Entonces

1 1
11, = [ 1Pax < - [ 15Pudr = 11,

Teorema. Sea (D,S) un espacio medible, con la medida A p—finita. Supongamos que existe
una funcién p : D — R medible, y estrictamente positiva. Sea 6 € (0,1). Entonces

[L2,4(D), L2(D)]s,2 = Lz p1-¢(D)

Prueba: Calculemos la funcion K :

Kq(t,f) = ;i Wfulz,, +E0F = AlE)Y?

inf
€L2,p
El infimo de las funcionales

fre (AN, , +EI1f = flE )2,

A= (AN, +E2IF - AL,

se alcanza en el mismo lugar, por lo tanto, hagamos minima la segunda. Por la convexidad
del funcional el minimo pertenece a la funcién f; s1 y solo si, la derivada es

— 2 — —
h /D2f1phd/\+/D2t (fi — fhdA

= [ 20+ (5~ har =0,

o1



por lo tanto

ph+t(fLi—f)=0.

Por lo cual

tf
= PETY
Entonces f

-, 1/2
Ka(t, ) = (Pl =gl + 215 = 5180 =

4f2 2 1/2
=(»/;)(/1+t2)2pd/\+/ t- f2)2 V7=
_ [ B e e 201/

Ahora calculemos la norma || f||4,2.

1F12, = / 2071 (8, )2t =

o) t2
_ —26-1 /1 2 _
_ —26-1 t/‘ 2
_/(/ t P ya ——dt) ffd)\ =

___/ / (p/27)28~ 1(/51‘/%)2)_;‘#(1 )f2d/\ _

2
—20-1_T 1-6 02 3y _
/D(/0 )W T =

> r1-2¢ 2 1-6 2
(| 2379 AN = KI5 -
0

ooT1—20
(g = d
Koy /0 a1

existe para 8 € (0,1), es decir, la integral es convergente.
Consideremos dos casos especiales:
1. D=N, u:N— Ry, talque0 <py < .-+, limpu = oco. Entonces

[RL, Lo)oz = hyrns

tomando en cuenta que los espacios H}(2), H'(Q?), donde § es acotado son isomorfos a un
espacio de tipo H ;lu y la definicién de los espacios de orden fraccionarios por medio de los
coeficientes de Fourier, se tiene que

donde la constante

[HI(Q)a L2(Q)]1—8,2 = H"(Q),
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[Go(2), La(Q))1-a2 = H*(Q)

respectivamente.
2. D:=R", u:R"+w R" p(z) = (1+]|z|?). En este caso, tomando en cuenta el

isomorfismo

Ly (R") = H*(R"),

se tiene que

[H'(R"), Lo(R™)1-s,2 = H'(R™).

Naturalmente estos ejemplos pueden ser generalizados para los s € (k,k+ 1) (k € N).

Observaciones
1. Hemos probado que existe el operador de prolongacion de orden k

P: L) — Ly(R"),
para cada k si {1 es de frontera regular y acotado, por lo tanto P y su restriccién
P ey HY(Q) — H*(R™)

es un operador de prolongacién acotado para cada s € [0, k].

2. Observemos que la demostracién del teorema de Rellich-Kondrashov permanece vélida
para los espacios H*(2) C HP?(f2) si p < s son fraccionarios, ya que nosotros utilizamos la
existencia de un operador de prolongacion de orden k. Segun la observacion 1 el operador de
prolongacidén existe para ordenes fraccionarios.

3. Consideremos el espacio H*((a,b), H*(Q1), L2(£1)). Se puede probar que el espacio de
interpolacién

[H*((a,), H* (1), L2 (1)), La((a, b), Lo ()]s =
H*=0((a,0), H (@), Lo(D));
Consideremos para un elemento f € H*((a,b), H* (1), L2(£1)) el operador

Ts : R Ly((a,b), L2(Q4)),

definido por Tst = tf. El operador T y su restricciéon Ty |g+ son acotados, por lo tanto el
operador
Ty e ((ab), H*0=(@1), La(@1))

es acotado y
T 1re((a,b), HEG=0)01), Lagar)) | <

SNTHIPNTs |re((a,p), HEC=0@1), Locar)) |
Por lo cual, si s = f,
() .
”f llL;((a,b),Hk(l-i-)(Ql)) S
= “f”H"((a,b),H"“‘f"ml),Lz(m)) =

53



; i
AN sy paany + (U= DI Ny, B @), o020 <

SN e ((a,b), HE(Q1),La(21))

Por lo tanto, si f € H¥((a,b), H*(Q)), L2(£1)) entonces f) € Ly((a,b), H*A=%) ().
4. El teorema de Riesz-Thorin es el primero que menciona una clase de espacios que son
espacios de interpolacién. Sioco > p,g > 1y 8 € {0,1], entonces [L,,L,] = L., donde
r=(1-0);+6z.

Sin demostracion mencionamos que si p;, p2, p son tales que ;7 =(1-k+ 1)1—,11— +(k— 1)1%,
entonces

s __ k k—1
Wp - [Wp17 sz 3—k7

(vease el libro de Berg-Lofstrom) por lo tanto los operadores de inmersién acotados

1 k1
k - 2 <z
WhR) C L) (- 2<2)
WEL(Q) c L(Q) (i—k‘1<l)
P2 ! P2 n p
se pueden interpolar, por lo cual W7 (Q) C Ly(Q), si
1 s 1 1 S
———=(s—-k+1)—+(k—85)— —— =
> n ( )p1 ( )p2 -
1k k 1 k-1 kE~1
—(s— - _F _k+1E — &) (— — _ _s
O O L L e R L
1 k k 1 k k—s s
—k+1)= ~k—+—-+k—-8)~+(k-8)——— -~ =
R O PR (RO
1
q

Por lo cual el teorema de inmersién de Sobolev

W(Q) C Ly(Q) si

1
< -,
q

-
Sil®»

se extiende para Ordenes fraccionarios mediante interpolacién.
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