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CANCION POR LA UNIDAD
LATINOAMERICANA

El nacimiento de un mundo se aplazé por un momento,
un breve lapso del tiempo, del Universo un segundo.
sin embargo parecia que todo se iba a acabar,

una distancia mortal que separé nuestras vidas

Realizaron la labor de desunir nuestras manos
y a pesar de ser hermanos nos miramos con temor.
Cuando pasaron los afios se acumularon rencores,
se olvidaron los amores, parecfamos extrafios

Que distancia tan sufrida, que mundo tan separado,
jamaés se hubiera encontrado sin aportar nuevas vidas.
Esclavo por una parte, servil criado por la otra,

es lo primero que nota el dltimo en desatarse

Explotando esa misién de verlo todo tan claro

un dié se vié liberado por esta Revolucién,

Esto no fue un buen ejemplo para otros por liberar

la nueva labor fue aislar bloqueando toda experiencia

Lo que brilla con luz propia nadie lo puede apagar
su brillo puede alcanzar la oscuridad de otras costas.
Que pagaré este pesar del tiempo que se perdi6,

de las vidas que costo, de las que puede costar

Lo pagaré la unidad de los pueblos en cuestién
y al que niege esa razén la Historia condenar4.
La Historia lleva su carro y a muchos los montar4,
por encima pasaré de aquel que quiera negarlo

Bolivar lanzé una estrella que junto a Mart{ brill6,
Fidel la dignificé para andar por estas tierras.
Bolivar lanzé una estrella que junto a Marti brill6,
Fidel la dignificé para andar por estas tierras.....

Pablo Milanés
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§0.Notacién

- C denotari siempre una constante, pero no necesariamente la misma en cada
ocurencia. ,
‘Porx = ( S X d) denotaremos un punto en el espacio Euclideo d-dimensional

d 1/2

R4y | x | denotar4 su norma euclideana, i.e. | x | = Y x i2
i=1

- También usaremos y, z para denotar elementos de RY.
- Por x, denotaremos la coordenada i-ésima de xe RY¢ y por x' denotaremos el punto del
espacio Euclideano (d-1)-dimensional R%1 definido como
i_
x'=( SR AP SRTRIS ).
- Analogamente xe R4 esta definido como

X3 = (XppeesX, X 5Xq) 8ij>1i

IR R P
y asi sucesivamente.
* X denotar4 la funcién caracteristica del conjunto E, subconjunto de RY.

'Y denotaré la medida Gaussiana no estandar en R4 definida como

1/2
2 d
Yy(dx) =€ Max —exp| - [ 2{ xf] dx

. Lp(yd), 1 < p < oo, denotard el conjunto de funciones f : RY - Rtal que

l If(x)Pe Mdx <o
R
1/p

y definimos su norma como || f “LP(Yd) = ‘([ f(x)|Pe" %245
R

- m, denotard la medida de Lebesgue en RY.
- LP(m,) 1 < p < e denotari el conjunto de funciones f : R% 5 R tal que

[ 1ECoP dx <eo
Rd
1/p

y definimos su norma como || f IILP( mp) J If(x)|P dx
d
R



§1.Introduccioén

Consideremos el semigrupo de contracciones positivas en Lp(yd) { T; t>0},

definido como

St 2
(T,£)(y) = 1 J- exp [ ﬁ—eijz—t'—) f(z) dz..
n2 (1-¢ )92 (1-e°7)
Rd
Este semigrupo se denomina el semigrupo de Ornstein - Uhlenbeck.
El generador infinitesimal de este semigrupo se llama el operador de Ornstein -
Uhlenbeck , el cual se denota como L y tiene como representacién explicita
L=A-2I4"V.
Dicho operador tiene como autofunciones los polinomios de Hermite en R¢.
El operador L juega, con respecto a la medida Gausiana ¥, , un papel similar al que

el Laplaciano A juega con respecto a la medida de Lebesgue m,, como vamos a tratar de

explicar ahora.

Usando el principio de subordinacién de Bochner podemos definir el semigrupo
subordinado { Q,: t>0 } como

f =(T.f _t -1 2s -3/2d
(QH)¥) Oj(s ) e 15 g

-172
)

es fécil de ver que este semigrupo tiene como generador infinitesimal (- L que es un

" potencial de Riesz " para L.

Ahora bien, si J;f(x) e dx = 0, se puede probar que
R

Ly 21 - [ (D) at
0

y de estas dos tiltimas expresiones se puede obtener, usando el cambio de variable r = ¢,

la siguiente expresién para (-L yl2

lz-1y [
(-L)‘mf(y)=cf J‘l 1 CXP(_ 1-12 ] dr f(z) dz
Mk n(d+1)/2r (-log r)1/2 (1- r2)d/2
En el caso clésico del Laplaciano, la transformada de Riesz R, se puede definir en R¢
como R, =-D, (- A2 =1, ,d . Asi pues, el andlogo operador singular para L
estd definido como D, (- L)‘“2 ,1=1,........ ,d y se denomina la_Transformada de Riesz

2



asociada al operador de Ornstein-Uhlenbeck . De la férmula anterior se deduce entonces

que

2
1 zi-1y exp('lj-l;yzlj
i~TYi - drf(z)d
D(L) f() CIJ‘[ logr]l r2 ((l_rz)l/Zj (1-12)%2 z

dO

El resultado principal de este trabajo es probar, usando métodos analiticos y la
representacién explicita anterior, que estas operaciones singulares son continuas en
LP(y,).
Teorema 6

Sea f e LP(y,) 1< p < o, entonces D(- Ly 2fe LP( YPhi= Lo d y mis
ain

I oo el sc Nell,
L(Ya) P-d L(Yd)

Este resultado bésico puede ser generalizado para derivadas de orden superior y con
ellas se puede generar una clase de operadores singulares con respecto a la medida de
Gauss v, . Sin embargo, en este trabajo limitaremos nuestro estudio a la prueba del
Teorema 7 que es en todo caso el resultado esencial.

El Teorema 7 fue probado para el caso d = 1 por B. Muckenhoupt [ Mu - 2 ] aunque
con una motivacién diferente. Las técnicas que vamos a usar nosotros son un desarrollo
de sus ideas. Por otra parte este resultado ha sido probado usando herramientas
probabilisticas por P. A. Meyer y posteriormente por R. Gundy. Una de las mayores
ventajas de sus métodos es que sus estimaciones son independientes de la dimensién ,
cosa que nosotros no obtenemos en nuestra prueba. Esto es importante ya que la
independencia de la dimensién, permite una generalizacién inmediata a espacios infinito-
dimensionales que es el contexto natural del Célculo de Malliavin y donde el operador de
Orstein-Uhlenbeck juega un papel central. Para detalles véase [ Wa-1], [ Wa-2]y
[Str].

Recientemente, cuando estabamos por terminar este trabajo, nos enteramos que G.
Pissier [ Pi] habia obtenido otra prueba analitica de la continuidad de la Transformada de
Riesz para L, que tiene la ventaja de dar independencia de la dimensién, con el uso del
método de transferencia de A. P. Calderén . Sin embargo, nuestro método, a pesar de no
dar independencia de la dimensién, se puede generalizar a una clase més amplia de
operadores singulares en RY.



§2 Resultados Preliminares
§2-1.Funciones Maximales.

Para la prueba de nuestro resultado principal, vamos a necesitar dos funciones

maximales muy especificas. Por ello vamos a estudiarlas brevemente.
Definicion 1
Seafe LP( Y1) 1< p <oy consideremos la funci6n M[,,1 ¥ definida como:

z
J|f(u) le'“zdu
y

YA
Je'“zdu

y

esta funci6én se denomina la funcién maximal unilateral, unidimensional de Hardy-
Littlewood para la medida Gaussiana y;def .

Para esta operacién tenemos el siguiente resultado

[1]
(M, f)(y)=sup
y#Z

Lema 1
Sife L1( Y1), entonces M[Pf es finita casi siempre y mas atin
[1] C
Yl({yl o, D >ap)sglelly
ademas si fe LP( Y1) 1 < p < = entonces M fe LP( Y)Y

(1]

el

sc e,
) L(y)

Demostracion

La prueba de este resultado sigue el esquema clésico. Para detalles véase [ Ste ] 6
[Ca].

También encontramos la funcién imal -Littl 1 i
Gaussiana v, de f, d > 1 definida por



[ 1f 1" au
Q(y)

dl
( N{y £)@) = sup

a2
e " du

Qly)
para fe LP( Yy)» 1S p See, y donde Q,(y) es un cubo con centro en y de lado 2r. > para

esta funcién, un resultado similar al del Lemma 1 es vilido pero dado que vamos a usarlo
muy poco, no daremos los detalles ( véase [ Ca ] ).

La segunda funcién Maximal que vamos a necesitar es la siguiente :

Definicion 2
Dado fe LP( Y1) 1< p <o, consideremos la funcién M[11~]f definida como

y+t

[1 | £(2)| dz

1
(Mp @) =swp o
O<t<IA— y-t
lyl
Esta funcién se llama la funcién Maximal unidimensional.truncada de Hardy - Littlewood
def

El hecho interesante de esta funcién maximal es que aiin cuando estd definida con
respecto a la medida de Lebesgue, la truncacién la hace LP ( Y1) - continua como el préximo

lema establece.
Lema 2
Dado fe LP (y;) 1< p < oo, entonces M%-H fe LP(ypy

[1]
M_f <C f
|| M ”L*’m el oo

Demostracion
La prueba es esencialmente simple, la idea es que en el conjunto | z -y | < 1A 1/]y|
todos los valores de ¢- 1
Vamos a considerar sélo la integral sobre [0,20); en el otro intervalo el argumento es

son equivalentes.

completamente andlogo. Comenzamos por dividir la integral como la suma de integrales
sobre [0,1) y [1,00).
Para la primera integral tenemos que 0<y <1 O<t <lasique |y-t|<1ly



-l<y-t<z<y+t<2 locualimplica que e(y't)ze'zzsc, entonces
P

1 1 / (y-t)z y+t , ,
(1] P -y e . -y
II(MT )y e’ dy <C 6,- ()S<'~t1£>1 T ‘[If(z)le dz) e’ dy
0 hd

y# 2
e ( {JIf(z)le'zdz]P .
SCJ- suptt e’ dy

y+

up
K0<t51[ J,_,sz ]
(] Z
yt
y+t

como _[ e?? dz <C e 092 (2t) para una constante C suficientemente grande. Entonces
y-t .
la dltima integral es acotada por

1 oo
2
cfiomy o e ay < e[ 1t e gy
0 -00

donde ME] f es la funcién Maximal de Hardy-Littlewood para la medida Gaussiana v,

def.
Para la segunda integral el argumento es andlogo, basta notar que

2 2 2 2
-t) - 4yt 1) -
O -2° Ayt o O -z

(y-t)2- 2Z(y-t)z-(y+t)2=-4ytas1’que1Se: dado que

Ily2t yy21.

y+t
Mi4s aln, dado que y - t > 0, entonces _[ ez?dz <Cel 42 (2t) y ahora repetimos el

argumento anterior. ¢

También tenemos una funci

que esté definida como
[d] f(z)|dz
(My £y -sup L, |) 17
O<t51/\‘;—‘ 2t% | |y-z)<t
Usando el método de Rotaciones de A. P. Calderény la LP( ¥)-continuidad (1 < p < o)

de M[,z ], se puede probar la LP ( Y4)- continuidad de M[f?, pero debido a que nosotros no

vamos a usar este resultado, no entraremos en los detalles de esta prueba.



§2-2. El Lema de Natanson

Siguiendo a Muckenhoupt [ Mu - 1 ] vamos a a usar un resultado muy interesante de L.
P. Natanson para el caso particular de la medida Gausiana v;.

Teorema 1 }
Sif,ge L1 (Y1) y g es no negativa, monétona creciente hasta y , monétona

decreciente despues de y , entonces

Py 2
J'f(z) g2)e tdz

(1
<
lell s, (M, DO

Demostracion .
Consideremos primero el caso de que g es una funcién simple, entonces, excepto
quizés por un nimero finito de puntos, ella puede ser escrita como

izaix[y.71]+]2,bjx[xj,y]

donde a,y bj son positivas; en este caso tenemos

< Yoz (MO0 by DM, H)
1 ]

J. f(z) g(z) e'zzdz

dado que para cualquier intervalo I con extremo en y se tiene que

2 (1]
[rare dzls (D) (M, £)¥)
I

y €l lado derecho de la desigualdad previaes || g || Ll oD (M[,;1 ]f )(¥).

Para el caso general tomemos una sucesién creciente de funciones simples no
negativas g mondtona crecientes para z <y, monétona decrecientes para z 2y y que

convergen a g puntualmente.
Usando el resultado anterior y el Teorema de convergencia dominada dos veces tenemos

_[f(z) g(z) € 2 4z < J If(z)! lg@)! ez = ,}i_rpmj'l f2) | go@) € dz

1] [1
<li M, £)) = M, f)y).
<fim [le,ll, MADOO) = el 1 M0

Este resultado implica el siguiente Corolario que serd la forma en que en verdad lo
usaremos.



Corolario 1-1
Sea L(y,z) una funcién no negativa, monétona creciente en z para z <y , monétona

oo

decreciente en z paraz2y, IL(y,z) ez?dz < B, donde B es independiente de y,

-00

entonces

oo 2
J' Ly,2) f(z)e ™ dz| < ( Miuf)(y)

para cualquier fe L1 (y;) y mas ain

pot 2
L(y,2) f(z)e ™ d <BC,||f
Hl (v.2) f@)e ™ dz ”L"m o] ||Lp(m

para cualquier feLP (7)) 1< p<eo

Adem4s, 1o mismo es cierto para cualquir niicleo K tal que | K(y,z) | < L(y, z ) donde
L satisface las propiedades anteriores.
Demostracion

Inmediata. ¢

Vamos a dar un nombre especial a las funciones L que satisfacen el Corolario 1.1

Definicion 3
Si L(y,z) es una funcién no negativa, monétona creciente en z para z <y , mon6tona

[ -]

. decrecienteenzparaz2y, |L(y,z) e'z?dz < B, donde B es independiente de Y,
P

-00

entonces L se denomina un niicleo de Natanson ( con respecto a Yy ).

Ahora bien, dado que nosotros vamos a usar frecuentemente el Corolario 1.1 para
especificos subintervalos de 1a recta real , vamos a describirlos en detalle
Corolario 1.2

Los siguientes nicleos estdn acotados en valor absoluto por niicleos de Natanson y por

tanto las conclusiones del Corolario 1.1 son véilidas para ellos:
. [ 1 .
) = siy>1,z<0
1) Kl ()’,Z)= { y
[ 0  deotro modo

e y
ii) K,(5,2)= 2 51y>1,0<z<§
0

de otro modo



' 2 . 1

e siy>l,y+=<z<?2
i) K, (y,2)={ 7 > yty y
0 de otro modo

\

. ( v )
iv) K4(y,z)=1 € siy>0,[2yv(y+])]<z

0 de otro modo

siy>5 ,% <z<y-%

(5]
VK= ¥ (y-z )

0 de otro modo

1 si0<y<l,|z-y|>1

vi) K(y,2) =
0 de otro modo

2
ye'[1-log(ylz-y|)]siy>0, |z-y|<1A§
vii)K7(y,z)=

0 de otro modo

172
y

viii)K (v, 2)= [ 2=y

y? 1
€ siy>0,|z-y|<1A—y—

0 de otro modo

Demostracién
i) y vi) son inmediatos ya que cualquier constante es trivialmente un nicleo de
Natanson.

ii) Consideremos

72

£
L(y,Z)= y
0 de otro modo.
Es fécil de ver que L es un niicleo de Natanson que acota a K,

siy>1, O<z<y



iii) Consideremos

y2

€ siy>l,y<z
L(y,z)=4 e si0<y<1
0 de otro modo.
Es f4cil de ver que L es un niicleo de Natanson que acota K 4

v) Consideremos

e
ezzl: %Jr 1/2 1 s1y>vl_ ——<z<y-%
(y-2)""
L(y,z)=
Y )< ezz[l+yj| Siy-l <z<y ~
y y °
L 0 de otro modo .

* Es f4cil de ver que L es un niicleo de Natanson que acota K,
vii) K, es un nicleo de Natanson ya que en el conjunto |z -y | < 1A 1/ly| todos los

2 .
valores de " " son equivalentes .
viii) K8 es también un niicleo de Natanson, como es fécil de probar . ¢

§2-3 La integral de Poisson - Hermite y sus Generalizaciones.

Definicién 4
Dado fe L! ( Y4 ), estonces su _integral de Poisson - Hermite esta definida, para

0<r<1como:

L2 2 2 ] 2
(B f)(y)— z)mf ( L IRy Z)f(z)e""dz

y la operacién maximal asociada PEd] como
(d] [d]
(P, £)(y)= supP; f)y)
0<r<1

Observemos que { PEd] : 0 <r < 1} corresponde al semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck

con pardmetro - log r . Por otra parte es ficil de ver que PEd] se puede escribir como

10



2

[d) _ 1 _lz-1y|
G DO EmG fe“{ o
Rd

Estas operaciones son LP (y,) - continuas :

Teorema 2
Las siguientes desigualdades son vélidas:

D lIB%¢ll <llfll, paraispse, Osr<ly
Lp(Yd) L (vy)

.. [d]
o 17960, scllell, pum1<pze
L (¥g) L (vo)

Demostracion
Consideremos primero €l caso d=1; sea

2 2
r2(ly]| +IZI)+2rY'2]

R(Y.2) = 5 exp[ ——

Observe que R(r,y,z) es no negativa, monétona creciente en z para z < y/r y monétona

decreciente en z paraz 2 y/r, I R(r,y,z) ez22dz =1 y

- -]

PN fy)= [RGy2f(2) e2? dz

Para probar i), usando la desigualdad de Holder, con %+ é: 1, obtenemos
P/q

P g oo
e o | 5[ JRevae zzdz] [ [reyait@1% e ]

P
=[ j R(ry,2) | fz) | > szz]
y por tanto

by P
[IceM o) [ ¥ey <

o0

-0

| [ [reyoit1 zzdz] e dy - 11 1224,

11



Para probar ii) definamos
R@,y,yr) ySz<yhr

L(r,y,z)=
R(r,y,z) de otro modo

. claramente L(r,y,z) es mondtona creciente para z <y y monétona decreciente para z 2y
ademds

oo o0 y/r
J L(r,y,z) € 2?4z < J‘R(r,y,z) e? dz + R(r,y,y/r)J e?dz
-0 —o0 y
2 y/’r
y .
<1+ € = J-e'zzdz .
(m(1-1r2))" §
es fécil probar que
yz y/r
€ 7 ”e’zzdz I <2
(m(l-1r2)) "7y

( para més detalles véase [ Mu-11]).

Asi pues L(r,y,z) es un niicleo de Natanson y | R(r,y,z) | < L(r,y,z). ii) es una
consecuencia inmediata del Corolario 1.1 y del Lema 1.

Para el caso d > 1, i) es una consecuencia inmediata de la desigualdad integral de

d
Minkowski por el hecho que (PI¥ f)(y) = H(PEH (&) -

i=1
Para probar ii) se puede obtener la siguiente desigualdad ( para mas detalles véase el Lema
1.15de[Ca])

(d] d d]
1P, )1 <3¢ (M) £)¢9)
donde ( Mde] f) es la funcién maximal de Hardy-Littlewood para la medida Guasiana y, de
y de alli se obtiene el resultado. *
Esta operacién admite ciertas generalizaciones, de todas ellas vamos a considerar el

caso mds simple y dado que las otras generalizaciones no serdn necesarias para la prueba de
nuestro resultado, no las vamos a considerar.

Teorema 3
Sife L1(,)y definimos la operacién
had 2 2 2
1 - -1yl " +z])+2ry-z 12
(Q[r] f)(}’)= ll/ZJ- |Z rYI exp( 1_1.2 f(Z)C IddZ
T e (1-r?)

o0

12



y la operacién maximal asociada con este operador
[1] (1]
(Q, )y =sup (Q, £)(¥)I.
O<r<1
Entonces estas operaciones son continuas LP ( Y,), es decir

RETINEY
plle, £l | <c llfll, vparaosr<iy
L’(n) L’tn)
[
i £, < £
ol ell, <c el

Lp(Yl)

Demostracién
Primero que todo observemos que Qrm f puede ser escrita como

= lz-1y|°
(1] 1 lz-ry| exp| ———— | f(z) dz.
(Qr f)( )= I p( _p2 J
Yy ﬂ:1/2 (1-1‘2) 1-r

- 00

Ahora bien, para probar i) tomemos %+ -(1-1-= 1 y entonces usando la desigualdad de Holder

obtenemos
1/q

. 1z-1y| - (__lzﬂ}dz
Qs Hiin|sc J (1-r2)32 120 ’ L-r?
—c0 -T

1/p

oo

2
1 |z-1y| p
X I 172 CXP(' 2 ]|f(Z)| dz
(1_r2)/ l-r

-0

1/q

o0

q _y? (1] 1/p
=2C I“ e’ du i [(p If1D@)]
0

m . lp
=C[(P; [f] )]
~y entonces, tomando la norma LP ( Y,) y usando el Teorema 2, obtenemos :
l/p 1/p

- 2 m
U QY Him1”e? dy] sc,,“ (B 1£1M) €7’ dy]

scp[jlflp(y) e-yzdy}

1/p

13



Para probar ii) tomemos 1 < p,<py q, tal que 51- + alg = 1, entonces con el mismo
0

argumento dado en i) obtenemos
1/p,

@ | <c, [(2MePw)]
por tanto '
1/pg

)(Y) ]

Po

@Y =c, | e i)

Asi pues, tomando 1a norma LP( yl) tenemos
1/p L/p

s hiyd P/Po
“{(Qﬂ”f)(y)]"e‘y’dy] scp‘;[j[<Pf”|f|p°)<y)]e‘Y’dy] ‘

usando el Teorema 2 ii). ¢
§2-4.Generalizacion de unos Lemas de Muckenhoupt.

Para la prueba del resultado general vamos a usar extensivamente las siguientes

generalizaciones de los Lemas 2 y 4 de [ Mu-2 ] . Lema 2 serd generalizado en dos
direcciones diferentes, la primera para niicleos L1 (m,), que es una especie de desigualdad

de Young para la mediad Gaussiana Y, ( véase Teorema 4 ) ; la segunda generalizacion sera

para las transformadas de Riesz ( véase Teorema 5 ). El Lema 4 sera generalizado para
incluir el caso m =0 ( en verdad con un poco mds de trabajo se puede generalizar para
- cualquier potencia m ) usando un argumento con valor absoluto puramente (véase Teorema
6).

Teorema 4
Sife LP(y,) 1<p <eykeLl(m,), entonces

o 1/p
[ f I‘,.k(y-z)f(z)dzlpe-yz dy] <Glixll
KA L'(m

Z- <lA—
2=yl Iyl

)H fll,

1 L'(y)

Demostracion
Sea{l:L=[x, Xns1) ] }una particién de R definida de la siguiente manera :
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Consideremos el intrvalo [0,2], los intervalos de longitud 2%*lentre 2%y 2o+l

ne N y la reflexién de éstos intervalos para los niimeros negativos.
Por construcién, esta particién tiene las siguiente propiedades:

i) Cualquier subconjunto compacto de R intersecta un nimero finito de
subintervalos I_

ii) La longitud de cualquier intervalo de la particién no es mdés del doble del de los

intervalos adjacentes. M4s ain, si y € I entonces 1A %no es mis grande que la mitad de

la logitud del intervalo
)
sup € y
iii) El Cociente I“__z__ es menor o igual que e!? para cualquiern. *
infe’

In
Ahora bien haciendo uso de la particién tenemos que

1 Ijk(y D) dz Ipc'yéy <C Ze“‘“’z jljk(y-z) o) dz] dy |

1
- —_ L, Iz- <l A—
|z Y|<1Alyi n 1Z2-¥1 vl

y por la propiedades de 1 .
P
{ljk@ -9t dz | ay

1

z- 1A—

lz-yl<la Iyl

serfa igual si f fuera O en el complemento de J =1  ,UT UL , .Entonces por la

desigualdad de Young y por la propiedad iii) de la particién tenemos que el lado derecho de
la desigualdad anterior es acotado por

2

Qe
n

y por tanto obtenemos la siguiente cota superior

p °° .2
c Il (Jrafe ),
l - 0O

el ([ rof &) sc Ikl ([ iaofe?
Ll(m1)<!; @) dz) = ~ Ll(ml) .[lf(z) e dz) ,

y con ésto el resultado estd probado

Corolario 4.1
Sea fe LP( Y;) 1<Pp <o, entonces para cualquier m 2 0
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llp

¢ Ly _|Z-}’|2] P y2 o172
]IS (e o220 )t dy} Iell,

|z - y|<1A|1|

donde o > O es una constante.

Demostracion:

m
|z] 2
Consideremos k(z) = [ 12| exp| - 2] entonces

o o
= |z| B z |2 - 2
il =2 ] () eo{- 125 ) 6 ~2002)| Jamervan |-c o
L (m,) o o H
0
Teorema §
Consideremos el operador
T ( Zi - yi )
(R 6)) = [t a2
AlZ-Y |
donde fe LP(7y) l<p<ee,i=12,... ,dy
A_{z—(z ..... zd):lz.-yi|<1/\I |1—1, ,d}
1
Entonces
T
IR, < lell,
L’ (Yd) Lty
Demostracién:
Usando en cada vanable la misma partici6én usada en el Teorema anterior
{ I = [ 1n, l,(n+1)] } 1 = 1,2, ......... ,d

podemos escribir

j|(K ) P e ay Z f J'<Z %) t@dz [e 7 gy

I;II‘?H d lz-y|
seD, ey ) [ | ) twal e
=, “t d+l

i A lz-y
[],

16



Caso#l z<[0A(y-1)]
m =0 : en este caso escribimos la integral en r como la suma de integrales sobre
[0,172) y [1/2,1].
La primera integral esta acotada trivialmente.
Para l1a segunda integral consideremos dos casos :
Siy> l[Z , la integral esta acotada en valor absoluto por

2
Y C _C
CI 7 €XP | B(1- r)}dr._ J——l-/-z—du—ysc.
172
Si0d<y< 1[2, la 1ntegra1 esta acotada en valor absoluto por
2 -]
C_[ exp['g-r-r—]drsﬁ gz = £ =<c
i (1- or)) 76 g ¢2)

dado que -z= 1/2.

Asi pues
1 2 2
1 -2y lT+lzl)+2ry -2 g
(1) ——> 373 P .12
h (1-r°) T
estd acotada en valor absoluto por un nicleo de Natanson, por el Corolario 1.2 1) y vi).
m=1: aqui también consideramos dos casos:
Si y > 1/2, en este caso la integral estd acotada en valor absoluto, por la suma
1 2,2
-z Iyz r
CJ @ exp(l_r)dr+ CJ‘*——% exp(’z(l_yr)Jdr.
0 (1-r ) 8 (1-1)
Ambas integrales pueden ser estimadas ficilmente y estdn acotadas por C/y < C.

Por lo tanto, usando el Corolario 1.2 i), concluimos que ésto esta acotado por un nicleo de
Natanson.
Si0<y<1/2,entonces z < - 1/2 'y por tanto la integral en r estd acotada en valor

absoluto por
1-22(2-1’) [ r2z?
a2 el dith)e

y esta integral puede ser estimada ficilmente, es acotada por C/(-z) < C y ahora usamos el
Corolario vi).

Case#2 0<z<[(y-1y)A(y/2)]

En este caso y > 1 y vamos a trabajar ambos casos simultdneamente. Para ello usemos
la segunda representacién del operador; remplazando 1+r por 1 6 2 como convenga y
ahora dividimos 1la integral como la suma de integrales sobre [0,1 - (y - 2)/2y] y

18



y la dltima integral valdria igual si f fuera cero fuera de
d

i i i i i
[ dondegu=1, ;0,01 .
i=1
Y ahora usando la continuidad -L4 (m 4) de la Transformada de Riesz, tenemos que la

tiltima expresién estd acotada por

c, e"P('i Xig, ) f )1 dy
anf o ﬁ]oik

y por las propiedades de las particiones {I; }, ésto esta acotado por

CdeJ- 1)l € Ayl dy < Jlf(y) 91 gy

T .

Observemos que este resultado es también vélido para cualquier nicleo de Calderén -
Zygmund con la misma truncacién.
Finalmente veamos la genezalizacién del Lema 4 de [ Mu-2 ].

Teorema §
Sife LP( yl) 1< p < o y definimos el operator

21y |® 2y P +lzlH+2ry -z
(Lpf)(y) J-J-(P(r) 4 (m+3)/2 €xp 1.2 drf(z) € “dz

lz- )’|>1/\L
Iyl

donde ¢ es una funcién acotada en [0,1] y m = 0,1, entonces

leafll, sc ltl
Lty) Lty

Demostracion:
Observemos que el operador se puede escribir de 1a siguiente forma

1
(me)@)=J'j¢(r) l2-1y | exp[ E 1_?" ]drf( )dz .
O .

(1-12 )(m+3)/2

IZ'Y|>1A—1—

tyl
Ahora bien, por la forma del nicleo podemos asumir, sin pérdida de la generalidad,
que y >0 y para simplificar atin més la prueba, vamos a considerar la mayorfa de las veces
solo laintegral enr.
La prueba se dividird en cinco casos dependiendo de donde esti z con respecto a y.
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[1-(y-2z)2y,1]. Enla primera de estas integrales, dado que z < y/2, tenemos que r < 3/4
y por tanto 1/4 < 1 - r < 1. Ahora, usando ésto para sustituir 1 - r y usando el cambio de
variables u = z - ry, es ficil de ver que esta integral estd acotada en valor absoluto por

c_1 {Jlulme'“zmdu}
y-z |

OO0

y por lanto la parte del operador correspondiente a este caso est4 acotada por

) [(y-1y)ay/2]
Cm yb" f(Z) dz

que esti acotada por (M[,}]f )(y) usando el Corolario 1.2 ii).

Para la segunda integral, usando el hechoque z -ry =(z-y) + (1 - r) obtenemos que
(y-z)2<|z-ry|<2(y-z)y usando el cambio de variables u = | z- y |2/8(1-r),
obtenemos como cota superior

-]

- 2
Cn w02 e v® gy
Y 118

y ahora repetimos el argumento dado para la previa integral .
Caso#3 y+1lly<z<y

En este caso, de nuevo y > 1 y volveremos a trabajar ambos casos simultdneamente.
Escribamos 1a correspondiente parte del operador como

Mg m ly-rz|? 2

e | o _(2-1Y) exp| - ————|drf(z)e "dz.
2 (m+3)2 1

y+1/y 0 (1-r%)

Ahora dividamos la integral en r como la suma de integrales sobre [0,1- 2( z - y )/z],
[1-2(z-y)z1-(z-y)2z] y [1- (z-y )2z1].
Para la primera de estas integrales tenemos que |z-ry [<3y (1-r)Yy, tambien

ly - rz | 2 z( 1 -r )/2, haciendo estas sustituciones obtenemos que esta integral esta acotada

en valor absoluto por
1-2(z-y)/z

(m-3y/
y*(1-1)

2 2
exp(-z“(1-r)/8)dr ,
0
haciendo ahora el cambio de variables u = zz( 1 - r )/8 obtenemos la cota

m
Cn (%) z j u™ 2 e gy

1/4
asi pues, la primera integral en r estd acotada por C_ y, ya que z es equivalente a y.
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Esto implica entonces que

2y , o L2UAzY)2 m
J‘ e’ (1) (Z—-r?:;)m exp[ |8y( lr Z)I Jdr f(z)e szz <C J- eyzy € 22f(z)dz
y+l1y 0 (1-r) y+1ry
y ala dltima integral le podemos aplicar el Corolario 1.2 iii).

Ala segundé integral usando el hechoque |z -ry|<3 (z-y ) vale en este casoy que

trivialmente | y - rz | 2 0, como cota superior
1-(z-y)/2z
m
@z (ZTy) dr
1-2(z-yVz (1-r)

y ésto da inmediatamente, que dicha integral es menor que .
(m+1)12 (m-1)/2
Cn z .

(z-y)
Ahora bien, dado que z es equivalente a y, podemos usar inmediatamente el Corolario 1.2
iif).
Finalmente para la tercera integral tenemos que

lz-1y|£2(z-y)yly-rz|2(z-y)/2.

y entonces la respectiva integral est4 acotada en valor absoluto por
1 m 2
ij ——-———(Z_Y) exp{-———-———(z-y)}dr

(l_r)(m+3)/2 8(1-r)

y ahora con el cambio de variables u = (z -y )2/8( 1 - r ) obtenemos
-1)72
Cn J' u™ P2 gy :] 1.
(z-y)
1/4

De nuevo usamos el Corolario 1.2 iii) .
Caso#4 z2{2yv(y+1)]

De nuevo vamos trabajar los dos casos m = 0y m = 1 simutdneamente. Al igual que en

1- (z-y)2z

el caso anterior, escribimos la parte del operador correspondiente como

- 2 2
J I(p(r) (Z ry) exp -L-r%)drf(z)e’zdz,
(m+3)/2 1-r
2yV(y+l)]

Ahora dividamos la integral en r como la suma de integrales sobre [0,1- (z -y )/2z] y

[[1-(z-y)2z1].
En la primera de estas integrales con respecto a r, dado que z > 2y, r < 3/4 y entonces

1/4<1-r<1; ademds | z - ry | < z. Por tanto, remplazando 1 - r por la cota adecuada,

(1+r)porl 62y usando el cambio de variable u =y - rz, obtenemos que esta intergral
estd acotada por C_ 2D, y ahora aplicamos el Corolario 1.2 iv) (yaquez > 1).
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Caso#5 y/2<z<y-lly

En este caso tenemos que y 2 V2 y de nuevo vamos a trabajar los cassos m =0y
m = 1 simult4dneamente. Usaremos la siguiente representacion de la parte correspondiente
del operador

y-17y 1 n 1z-1y]2
j o) _@- 1) exp| L ]drf(z) dz
(1-r2)@3)2 1

y/2 0

Dividamos la integral en r como la suma de integrales sobre [0,1- 3(y - z )/2y],
[1-3(y -z )2y,1-(y - z)/2y] and [1- (y - z )/2y, 1]. .

En la primera de estas integrales usamosque y(1l-r)/3<|z-ry|<2(1-r)y Yy
reemplazando (1 +r) por 1 6 2 acotamos esta integral por

1-3(y-z)/2y (@32 )
Cmymj (1-1) exp-%(l-r)]dr.

tomando ahora el cambio de variable s = y2 (1 - r) dicha integral se transforma en

yZ
C..y J’ Jm2-5V2 518 4
3(y-2)y
y usando la desigualdad x@+2/2 e x < C,parax >0, m20 obtenemos la siguiente cota
superior
o 1

12 3
y“(y-z)
y ahora podemos usar el Corolario 1.2 iv).
Para la tercera integral usamos argumentos similares. En este caso tenemos que

(y-z)2<|z-1y|<2(y-z)y usando esto para sustituir | z - ry | , reemplazando (1 + 1) -

por 1 6 2 como convenga, obtenemos la siguiente cota superior para la integral en r

2
m Z-
|z-y| exp Azoyl dr
(m+3)/2 8(1-r)

1- (y-z)/2y (1 -T)
usando el cambio de variableu=|z-y 1 8(1-r)y ladesigualdad X042 ¢
x >0, m 2 0 obtenemos la cota C_ / ym(y -z)¥? y por tanto podemos aplicar de nuevo el

*<C_ para

Colorario 1.2 v).
Finalmente, la segunda integral es un poco mds delicada. En este caso necesitaremos
trabajar con toda la expresién correspondiente a este caso, es decir
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y - Uty , 1- (y-z)/2y m | |
- -1y ]
J' 5 o) ___(_Z_%lzwex A }dr fz)e Z dz .

y/2 1 - 3(y-z)/2y (1-1)
Lo que queremos hacer es estimar la norma LP ( Y1) de esta expresién y para ello tomemos

geLI( Y1) con ” g “Lq(y y< 1 donde = Il’ + %: 1, y consideremos

- 1/y 1- (y-z)/2y m
|J‘g(>’)J' j @(r) ———g—ZLexp[ [z 0] )drf(Z)e'Z dz € dy|

3)/2
y72 L3y (1-1)) 1-r?

Tomando el valor absoluto dentro de la integral y usando el Teorema de Fubini, es f4cil de
ver que la expresién previa estd acotada por

oo , 2z 1- (y-z)/2y ] Im | y | i .
Z Z-1y Z- -z
CJ-e J lg(¥)| —— w3 ex o2 )dre dy|f(z)|e dz .

o0 z+1/2z2 1-3(3-22 (1-r1)

ycomo(y-z)/2y<1-r<3(y-z)/2y, reemplazando 1 - r por la cota apropiada, y

12
)

usando el cambio de variables u = ( z - ry ) Vy /N3 (y - z )V2, tenemos que 1a integral en r

se puede estimar por arriba con

(- Z)1/2 12 /6 ;
m
C luje¥ du £Cz sincey2<z<y-1lly.
y -z 172 1/2
- (y-2) 16
_ ) ze®” siz+l/2z<y < 2z
Ahora bien, el nicleo K(z,y) = estd acotado por un niicleo
0 de otro modo

de Natanson usando el mismo argumento dado para K, en el Corolario 1.2 iii) ( con los

papeles de y, z intercambiados ). Por lo tanto la expresién total estd acotada por

¢ 1] )
CJ (M, 9@ @) |7 dz
y por tanto, por la desigualdad de Holder y la continuidad LP ( Yp) de M[ ] , nos da como

cota superior C_ ” f ”Lp(“n) .

- Es fécil de ver que los cinco casos considerardos incluyen todos los valores de z para
loscuales |z-y |2 1A lly.
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§3. Prueba del Resultado Principal

Vamos a probar ahora el Teorema 7, que es continuidad LP ( Y,) de la Transformada de

Riesz Di( -LYy 12 as0ciada al operador de Ornstein-Uhlenbeck L, que es el resultado

principal de nuestro trabajo .

Demostracion del Teorema 7
Recordemos que la Transformada de Riesz asociada a el operador de Omnstein -
Uhlembeck L se puede representa.r como :

L2 172
1 Zi-1y; )
D(-L) f(y) CIJ logr]I ) [(1 )1/2)

2 2
-r2(|yl"+1z|)+2ry-z

(1-r2ya2

X

donde fe LP(y,).

Observemos que esta expresién puede ser reescrita como

1,2 p[L_ryl_J
4-1Yi 1-r2
D(L) f()’) CJ‘J logl' 1—r2 ((1 1/2] — dr f(z)dz

-1?) (1-1)

Primero que todo observemos que si definimos, para cadai =1, 2,............. d,

entonces
(t f )(7‘1’ gaeseens ,zd) = f( Zypeenene 32y 1 ZpZy, oo Zg) 5
entonces es fécil de probar que
T(D(-LY " f)=(-1)°[D(-L) (g, )]
donde o depende de i y por tanto, sin pérdida de generalidad, es suficiente con trabajar
Y = (Y pYoseeereenns Yq) wherey, 2 0,y,2 0,.......... Y42 0.
En segundo lugar, es ficil de probar que la funcién

N
1-r
o = ( - log r}

Jdrf(z) &'y,
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1

(r) - (1) |
I -r dr < e

es una funcién acotada y creciente en [0,1] y tal que f K
0

Ahora, dado y = (y,,¥,,......¥4) fijo, podemos descomponer Rlen regiones

disjuntas que que se reducen a tres casos distintos para la prueba de la continuidad LP ( Yy
de nuestro operador.:

1
' -y, |2 1A
Q&S&#_lel yll Alyil

La parte del operador correspondiente a esta regidn esta acotada, en valor absoluto por

1 172 2
J J‘(l-rZ] (z-r1y,) exp(-r(yi+zi)+2ryizi) .
 JUlBT) 1-r2

| zi-yi|>1/\y—i 0

2,0, i i, i . )
-T +z2)+2ry-z S I 2
X j 1 @12 exP[ = 1_)rz . ]|f(zi,zl)le 21T g dre dz,
1-r2)

Rd-l
pero ésto estd acotado por

1 1/2 2

1-r2 (z-1y.) -r(y.+z)+2ry.z [d-1] .

J j[-__logr] (T_z‘)z“p( ST ar (P Iz, 9 D dz,
-r

| Zi-yi|>lA-}T

[d-1] :
pero esto es simplemente [L,(P, " |f(-y')1)1(,), donde

5 172
1-
o) = [ “og r]

y por lo que el resultado en este caso se sigue por los Teoremas 2, 6 y la desigualdad
integral de Minkowski.

1 e
- 2 1IATT al #*
Caso #2 |zj Y |2 1A ij‘ para algin j#i

En este caso la parte correspondiente al operador estd acotada en valor absoluto por

1 1/2 2
1-12 1 -r¥(y,+z)+2ry.z
I JE — 1 exp i i
| Z-y. > 1At 0 (1-17)
17 yj
J‘ |z 1y, | exp -r2(yi+zi)+2ryizi
“ (1-12) 1-r?
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2l i i s
1 -r°(y’+z°)+2ry’-z iy 1A
XJ’ 2,07 e"p[ 1-r2 If(z,z;, 2% )le ™ dz
R (1-r2)
z? 2.2
X dre lei € 1dzj

pero ésto no es otra cosa que [ L ( QlUpld-2] £ ( ',',yij))(yi))](yj), donde

5 172
1-
o) = [ “Tog r]

y el resultado en este caso se sigue por los Teoremas 2, 3, 6 y la desigualdad integral de
Minkowski. .

Caso#3 |z -y, < 1A _b%—l paratodoi=1,...d
i

En este caso vamos a trabajar la parte del operador sobre el conjunto A donde

Vamos a hacer una serie de reducciones usando técnicas clésicas, principalmente el
Teorema de Valor Medio, hasta que obtengamos una parte singular.

Comencemos dividiendo la integral en r como la suma de integrales sobre la
intersecci6n de [0,1] con los intervalos (- e2,1 - |z, -y, 12y ]y (1 - |z, - y; /2y, ,1] y por
tanto descomponemos €l operador como la suma de los dos términos correspondientes.

El primer término puede ser acotado en valor absoluto por

I g, x| |z 1y, 1 [6-1] -
C j — i exp| - |dr (P, |f(z,) | )(y)dz,
I (1-1)° 2(1-1) : ‘
2-y.l<Ia— O
171 yi
pero, dado que como x e*® < C if x > 0 ésto esta acotado por
1-1z-y, b2y,
1 [d-1] i
C 12 dr (P If(z, )G dz .

1
lzl-y1|<1A-)T

Ahora integramos en r y usando el Corolario 1.2 viii) y la definicién de la funcién Maximal

truncada de Hardy-Littlewood, obtenemos la cota superior

i -1]
e (B, y Il g+ CIM| (P IRCyIDT )

Ahora tenemos que trabajar con la segunda integral que corresponde a la integracién en
r sobre el intervalo (1 - | zZ, -1y, |/2y1 ,1]. En este caso no podemos usar un simple

argumento de valor absoluto como en el caso previo sino que tenemos que hacer una serie



de reducciones. Primero que todo vamos a eliminar la funcién ¢. Para ello escribamos

nuestra expresién como:
(zqry) lz-ty[” ry [
C(p(l)J.J‘ e exp( —5 |dr f(z) dz
1-z, y|/2y (1-r )
z -1y,
+cj' [t - o(1y] — 2 exp( 2- ]drf( )dz.
5 (4+3)2 1-r2
A 1-z-y 2y, (1-17)

Y ahora, por las propiedades de la funcién ¢, podemos acotar superiormente la segunda
~ integral por

.

11, pld-1 i
QMR £, v 1)
pero ésto esta acotadoen LP (v ) usando los Teoremas 2y 3 y la desigualdad integral de
Minkowski.
La primera integral se puede escribir como

1 2)ex
Y (z.- y.) ( Izi-yil} 1-r7 J
C ._l_l_exp - dr f(z) dz
j (1- r) 2(1-r) (1-1 )(dl)/2

—,

A l-z-ylr2y,

ol (z,-1y.) |z, -1y, [ (z,-y.) lz, - §
CJ‘ L exp| -——— |- & Yi TEH YL
(1-12) (112 ) Q1-ep 201y

A T-lz-y 2y,
x{ 2y I2]
[+3.4 5. - —
X 1-r dr f(z) dz

d-1y2
(1-r2)( )

Usando el Teorema del Valor Medio, el integrando del segundo término est4 acotado en

valor absoluto por

2 3
Y, 2|z -sy. |y, lz-sy,l 21z - sy, |
i, i iJi, i i,
(I-r) (1) (-1 (1-1)

paraalginstalquer<s<1.
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Ahora bien, usando la desigualdad Ke*ing C ,Xx>0,k20,n=1,2y el hecho de que en
el conjunto A tenemos

2 2

|z, - sy.| |z, -y, |

1 i< o1 1
exp[ 21-1) <Cexp 311)

. lasegunda mtegral estd acotada por la suma

1 |z, -y [d-1] . ;
CJ- YiJ‘ (—i—_—r—)'ex{'mjdf(h | f(z,, ) 1)) dz,

1 -lz.- .
]Zi—yi|<1/\y—i 1 lZi yi|/2y1

1

+C yi 2dr(P* |f(Zi,')|)(Y)dZi.
1 1 2 (1-1)
lZyi<iag- |z-y,/2y,
Con respecto a la primera de estas integrales, observemos que
1 2
1 |z~ y;l
Y Tr &P Hi-n & Ol -leslyi-zly)l -

1- Jzy-y;i2y;
Corollario 1.2 vii) implica entonces que la primera integral esté acotada por
1 _ .
[MUYCPE £ ¢ yhDicy).

Para 1a segunda integral integrando en r y usando el Corolario 1.2 viii) y la Definicién 2,

obtenemos como cota superior

e (P yortep e (P, yol 1.

Ahora tenemos que trabajar con la integral

1 exp[_lzi-ryif)
_y. P 1-r?
jj (z- Y)ex{_lzi YHJ - "L ar f(z) dz.
1-

(1-r)

A 1-z-yl2y,
Esta integral puede ser escrita como la diferencia de dos integrales, la primera con la

integral en r sobre [0,1] y la segunda integral con integral en r sobre
[0,1 -z -y, i2y,] y esta Gltima integral puede ser acotada en valor absoluto por



1-|z;-y,1/2y; | | I |2
Z. -V. Z. - . d-1 1
c j R/, _LJ ar (P, 166z, ) D5z,

2 “2(1-r
|Zi-yi|<1/\yLi 0 ( 1- r) ( )
Usando ahora la desigualdad x e®<Csix>0,la previa expresion esta acotada por
1-lz-y;li2y;
| 1 [d-1] .
Ny DY) dr (P, | f(zi’ )Ny )dZi ,
|Zl--yi|<1/\yLi 0 ( 1- l‘)

y asi integrando en r y usando, de nuevo, el Corolario 1.2 viii) y la Definicién 2 obtenemos

como cota superior

] (1] -1]
civ? e yoniep et (B LylTey.

La primer término, que tiene la integral en r sobre [0,1], puede ser escrito ( asumiendo
quei# 1)como:

(1-1 )2 2(1-r)
Z-y 2y

2 . .2
. exp(_lzl-l'yﬂ ]exp(_lzll_ryhlj
2 .2 .12
CJ'J' _(__Z_x_lx_)_exp('_z_llx_'_] s L-r dr f(z) dz
A 14

y para esta integral repetimos el argumento dado para la variable z, pero ahora para la
variable z,€s decir, dividimos la integral en r en la suma de integrales sobre la
interseccion de [0,1] con los intervalos (- oo,1 - | z,-y, |/2y1] y(d-lz -y,l2y;,1]y por
tanto descomponemos el operador como la suma de los dos términos correspondientes. En
este caso, sin embargo el argumento serd un poco diferente, ya que en él vamos a usar
frecuentemente el Corolario 4.1.

El primer término esta acotado en valor absoluto por
1-12,-y,12y,

2 2
(%) |z - vl |z, -1y, |
N - |dr
CI j I 5[ (107 A2 ]ex"[ 2(1-1) J

z;-y;l< 1 AyLi Izl—y1|<1/\-y—1-

[d-2] 1i
X ( P* f( Zi’zl’ ' ) )(y ) le dZi

'y ahora tomando la norma LP('yd_l) €N Y s Y e Y4 ¥ usando el Teorema 2 y el

i+l
Corolario 4.1 obtenemos la cota superior
1/p

P -1y P
[ 1teeyhPe™ Taytl
2 1 Zy

1-12,-y,112y,
c [ e
0 (1-r1) R

1
lz4-yy I< IASI-I—
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Integrando en r, usando el Corolario 1.2 viii) y la Definicién 2, obtenemos como cota
superior

l/p

llp
P 1 syl P
e Il [y e ™ ay )](y1)+C[M£r ( L ey ey, -
R

rRY

Ahora, para el segundo término , que corresponde a la integracién en r sobre
(-Tz;-y,112y;,1]
no podemos usar un argumento de valor absoluto simplemente, sino que, como en el caso
anterior tenemos que hacer una serie de reducciones usando basicamente el Teorema del
Valor Medio.; para ello escribimos el segundo término como :

CJ‘ J f _(Zi;yi)_exp[_lzi'yi[z }exl{-lzl-yllz]
| zygpay, (1-1)72 2(1-r1) 2(1-1)

A Izl-y1|<lAg,-1-
I Zli _ yli |2
X expj - m dr f(z) dz

1 2
(Zi-yi) |Zi-yi|
1Hz-y,12y, (1-r) 2(1-r)

r |<l/\1—
A Zl yl yl

|Zl'ry1|2 [ 2, -y, [ |2l - ryli P
€Xp T 3o exp 1 717 expl ————
1-r 2(1- -r2
X ( ) i (1-r1) 1-r dr f(z) dz

(1_r2)1/2 ﬂ(l-r)m (l_rz)(d-z)/z

usando ahora el Teorema del Valor Medio, el integrando del segundo término esta acotado

en valor absoluto por

2 2

|z -y, lz,- ¥ [ 2 |z, - sy, |

C i Ji T i - - 1- ] A S
———— exp ———2(1-1') |z, -sy,ly, +1z, -sy,[ +(1-1) | ex 211)

(1-1)
P( |Z1i_ry1il2j
expl "7
| f(z) |

d-2
(1-r2)( )
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para alginstalquer<s<1.
Usando de nuevo la desigualdad xke*2/n < C,x>0,k20,n= 1,2y el hecho de que en
el conjunto A tenemos

|z, - sy,[° 2, -y, [
I Bt L P Sl
XP| -5ty ) <€ i

acotamos la norma Lp('yd_l), en las variables YgsYgoeeresYppeeeesY g de la anterior integral ,

con la ayuda del Teorema 2 y el Corolario 4.1, por la suma

1/p
1 2 p - 1 2
C y _dr exp| -1yl j|f<z1,y‘)| e lay! | az,
! (1-1) 4(1-1) R .
Zry, I« lA—)-l,-l— 1-121-y,V2y,
1/p
1 2
P -|y! 1
e S iy NECRPTER AL I
1. )1/2 ),
eyl Lng 1z, g2y, (1T R
1

Para la primera de estas integrales , estimamos la integral en r y usando el Corolariol.2

vii) obtenemos 1a cota
1/p

1 2
1 f . 1 P - Iy ' 1
cIM, ¢ [ 1reyhreley NG, -
d-1
R
Palra la segunda integral , integrando en r y usando el Corolario 1.2 viii) y la

Definicién 2 obtenemos como cota superior
1/p lp

Col P a1 1) Ly e W1
C[Nf,”( Jllf(,y ) e " dy N (y1)+C[M{[ ( J‘Jf(’y e ™ dy N ()
rR” R"

Finalmente tenemos que considerar la integral

CIJ‘ f (z-y;) exp(_lzi’}'Hz }exp{_lll-yllz}
1 l-lzl-y1|/2y1(1-r)5/2 2(1-1) 2(1-r)

A lyyl<dage
l Zli _ yli I2
X exp -m dr f(z)dz .

Esta integral puede ser escrita como la diferencia de dos integrales, la primera con integral
enr sobre [0,1] menos una con integral en r sobre [0,1 - | z, -y, l/2y1]. Esta ultima

integral puede ser acotada en valor absoluto por
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1-lz4-y 112y, 2 2
I lzi"yil ex |Zi'yil ex Izl'yll

C 512 ) - ) -
J. J- .0 (1-1) 2(1-r1) 2(1-r)

1 - -
lryi<iags Pvil<lag;

[d-2] i
x dr (P, |f(z,2,) ") dz, dz;.
Entonces usando el Teorema 2 y el Corolario 4.1, la norma -Lp(yd_l) en las variables

Z) £V S de esta integral esta acotada por

cf I

0 ( 1-r )3/2 Rd—l

1/p

1-|zl—y1|/2y1 P - 1 2
1Tz, y) e Tay!

dzl.
LA
|Zl'yl l< 1A 7
Integrando en r, usando el Corolario 1.2 viii) y la Definicién 2, obtenemos como cota
superior

lip

2 7P
oy P 1 feyly e

Rd- 1 R

Resta por trabajar con el primer término que tiene la integral en r sobre [0,1].Pero estd
claro ahora como continua el argumento; iteramos el argumento dado para z, para las

variables ZosZgseueweisZy 5Ly 15eeeee Zg hasta que obtenemos al final de proceso la

1 2
(% -y |z-y|
CHWCX?['WT))‘“@“
18 (1-1)

Para esta integral utilizando el cambio de variables u = | z-y |/ V2 ( 1 - r )% obtenemos

siguiente integral

-]

@1 -2

Z.-Y.

C ————(“Z;Bl) j wee Tt du ) dz
|z-y| |z-yli{d2

y esta dltima integral puede ser escrita como la diferencia de la misma expresién pero con
integral en u sobre [0,o0) menos la misma integral con integral en u sobre [0,z -y |/ \/2].

La dltima integral puede ser acotada estimando la integral en u por C | [f(z)| dz, y esto
A

esta acotada inmediatamente por
C MPIME...MET £ ) )ren (7)) ) -
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La primera expresién es simplemente la Tranformada de Riesz truncada en A y por
tanto, por el Teorema 3, esto es acotado en LP ( Yy ¥ con ello terminamos la prueba del

Teorema 7 .

Agosto 1988
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