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UW CARACTERIZACION DE SEMIGRUPOS FUERTEMENTE CON- 

TIMUOS EN ( O , + 4 ,  CON VALORES EN U N  ESPACIO DUAL 

CON LA PROPIEDAD DE RADON-MIKODYM 

DZOMEDES Bi ARCENAS Y H U G [  0 LEZVA 

RESUMEN. Se  c o n s i d e r a  un e s p a c i o  d e  Banach s e p a r a b l e  X cu-  

yo d u a l  X* t i e n e  l a  p r o p i e d a d  d e  Radon-Nikodym y un s e m i  - 

grupo  d e  o p e r a d o r e s  Tt E L(X*,X*) ,  t - > 0;  y  se p r u e b a  q u e  

Tt' t - > 0  es f u e r t e m e n t e  c o n t i n u o  e n  (O,+a)  s i  y  s o l o  s i  es 

Gel-£and i n t e g r a b l e  y a c o t a d o  s o b r e  compactos .  Como c o n s e -  

c u e n c i a  se o b t i e n e  q u e  un semig rupo  Tt  E L(X*,X*) ,  t - > 0  

es f u e r t e m e n t e  c o n t i n u o  e n  (0  , + a )  s i  es w*-cont inuo  en ( O r + ) .  

F i n a l m e n t e ,  b a j o  las  m i s m a s  h i p 6 t e s i s  s o b r e  X y  X* ,  se o b  - 

t i e n e  q u e  e l  d u a l  d e  un semig rupo  T t  E L(X,X) ,  t - > 0  f u e r -  

t e m e n t e  c o n t i n u o ,  es f  u e r t e m e n t e  c o n t i n u o  e n  ( 0  , + a )  . 



1) PMLIMINARES. Sea X un e s p a c i o  d e  Banach con d u a l  X* 

y (S ,  C ,  p )  un e s p a c i o  d e  medida p o s i t i v a .  Una func i6n  

f :  S + X* es w*-medible s i  f ( s ) x  es medible  p a r a  cada  

x E X .  Una f u n c i d n  w*-medible es G e l l f a n d  i n t e g r a b l e  

s i  f ( s ) x  es i n t e g r a b l e  p a r a  cada  x E X .  S i  f es G e l 1  

£and i n t e g r a b l e ,  por  e l  Teorema d e l  g r d f i c o  c e r r a d o ,  p a  

r a  cada  E E C e x i s t e  x* c X* t a l  que 
E 

E l  f u n c i o n a l  x; es conocido como l a  i n t e g r a l  d e  

G e l 1  £and d e  f sobre e l  c o n j u n t o  E y se deno ta  por  

X * = G  f d p .  
E J E 

La i n t e g r a l  d e  G e l ' f a n d  es w*-numerablemente a d i t i  - 

v a ,  p e r 0  en  g e n e r a l  no es numerablemente a d i t i v a  ( v e r  

Hashimoto-Oharu 1151 ) 

Un e s p a c i o  d e  Banach X t i e n e  l a  p rop iedad  d e  Radon 

Nikodym con r e s p e c t o  a p s i  t o d a  medida X-valuada, nu - 

merablemente a d i t i v a  , de v a r i a c i 6 n  a c o t a d a  y p-cont inua  

u: C + X I  admi te  una e x p r e s i 6 n  de  l a  forma 

donde f es una f u n c i 6 n  Bochner i n t e g r a b l e .  Un e s p a c i o  



de Banach tiene la propiedad de Radon-Nikodym, si tiene 

la propiedad de Radon-Nikodym con respecto a cualquier 

medida positiva. 

2 ) CARACTERIZACION DE SEMIGRUPOS FUERTEMENTE CONTINUOS EN 

(0 ,+=). Sea X un espacio de Banach y L (X,X) el con - 
junto de 10s operadores lineales y continuos de X en X. 

Un subcsnjunto  IT^; t - > 01 C L (X,X) es un semigrupo si 

satisface las condiciones 

Un semigrupo es fuertemente continuo si y solo si 

Un semigrupo {T~} es dgbilmente continuo si 

w - l i m  T x = T  t 
d t  .o; 

0 - d x  E x. 
t -t to toX 

Si {T 1 es un semigrupo en X*; {Tt} es w*-continuo si 
t 

para cada t > 0 y cada x* E X* se satisface la ecua 
0 - - 

ci6n 

w* lim T~ X* = T x*, #x* E x*. 
t -t to to 



Con r e s p e c t o  a  semigrupos fuer temente  con t inuos  en 

(O,+m), son conocidas  l a s  s i g u i e n t e s  c a r a c t e r i z a c i o n e s .  

TEOREMA 1. Un semigrupo T es fuer temente  con t inuo  en  t 

(0  ,+w) s i  y s o l o  s i  p a r a  cada x  E X ,  l a  func i6n  

f x :  (0 ,+m) + X de f  i n i d a  po r  f x  ( t) = Ttx es Bochner i n t e  - 

g r a b l e ,  s o b r e  cada i n t e r v a l 0  ra - f3] C (0 , +a) , con r e s p e c  - 

to a l a  medida d e  Lebesgue. 

DEMOSTRACION. V e r  Dunford -Schwartz 1-41, Lema V I I I  .l. 3 .  - 

TEOREMA 2.  Un semigrupo {T 1 es fuer temente  con t inuo  en t 

(0 ,  +a) si y solo si es deb i lmente  con t inuo  en  (0 ,  +w) . 

DEMOSTRACION . V e r  Cu r t a in -P r i  t c h a r d  rl] - , Teorema 2 . 1 9 .  

Como en e s p a c i o s  r e f l e x i v o s  l a  t o p o l o g l a  d e b i l  co in  - 

tide con l a  t o p o l o g l a  w*,  en e s t o s  e s p a c i o s  e l  teorema 2 

puede e x p r e s a r s e  en  l a  s i g u i e n t e  forma: 

TEOREMA 2 ' .  En un e s p a c i o  d u a l  r e f l e x i v o  un semigrupo 

es fuer temente  con t inuo  en  (0  , + w )  s i  y s o l o  s i  es w*-con - 

t i n u o  en (O,+w). 

En e l  c a s o  en que X* es un e s p a c i o  d u a l  con l a  pro-  

p iedad  d e  Radon-Nikodym es v s l i d o  e l  s i g u i e n t e  r e s u l t a d o .  

TEOREMA 3 .  Sea  X* un e s p a c i o  d u a l  con la  propiedad de 

Radon-Nikodym y X un e s p a c i o  d e  Banach s e p a r a b l e .  En - 

t o n c e s  un semigrupo {T 1 C L(X*,X*) es fuer temente  con- t 



t i n u o  e n  ( O , + a )  s i  y s o l o  si es G e l ' f a n d  i n t e g r a b l e  y a c o t a  - 

do con r e s p e c t o  a l a  medida de Lebesgue e n  cada  i n t e r v a l 0  

& 6J C (Or+-) .  

DEMOSTRACION. S i  T t  es f u e r t e m e n t e  c o n t i n u o  en  ( O , + a )  en- 

t o n c e s  es a c o t a d o  s o b r e  compactos y por  e l  Teorema 1 es ~ o c h -  - -. 

n e r  i n t e g r a b l e  s o b r e  cada  compact0 b,f3] C (Or+,) y e n  con- 

s e c u e n c i a ,  por  e l  Teorema II.( .6 de  Dies te l -Uhl  3 - , C T ~ }  

es G e l ' f a n d  i n t e g r a b l e  en  r a , ~ ]  - 

Inversamente ,  supongamos que   IT^} es Gel ' f and  i n t e g r a -  

b l e  y a c o t a d o  e n  &,B], 0 < a < 6 < a;  como X* t i e n e  l a  

p r o p i e d a d  de  Raddn-Nikodym, por  l a  p r o p o s i c i d n  4 de  Musia l  

[6], X* no c o n t i e n e  c o p i a  i somBrf ica  d e  1,. As;, por  e l  Co - 

r o l a r i o  I. 2 d e  D i e s t e l - F a i r e s  r2], - 

- - 
es numerablemente a d i t i v a  s o b r e  10s h o r e l i a n o s  d e  I-arf3J. 

Invocando nuevamente e l  hecho d e  que X* t i e n e  l a  p rop iedad  

d e  Radon-Nikodym, vemos que  e x i s t e  una func idn  g Bochner 

i n t e g r a b l e  t a l  que 

p a r a  cada  b o r e l i a n o  E d e  &,6]. S i  X es s e p a r a b l e ,  un 

argument0 s i m i l a r  a1 usado e n  l a  demos t rac i6n  d e l  Teorema 

2 de  Mus ia l  r6] - mues t ra  que  T t  1 : = g (t) p-casi s i empre ,  



en b,@] y en  consecuencia  C T  es Bochner i n t e g r a b l e  en  
t 

b, B] y por l o  t a n t o ,  por e l  Teorema 1, { T ~ }  es fuer temen - 

t e  con t inuo  en ( O , + W )  . 

COROLARIO 1. Sea  X un e s p a c i o  d e  Banach s e p a r a b l e  t a l  que 

s u  d u a l  X* t i e n e  l a  prop iedad  d e  Radon-Nikodym. S i  { T ~ }  

es un semigrupo en  X*, en tonces  las  a f i rmac iones  s i g u i e n  - 

t e s  son e q u i v a l e n t e s  : 

( a )  { T ~ }  es fuer temente  con t inuo  en  (0 ,+a) . 
(b )  {T 1 es w*-continuo en  (0  ,+a) . t 

DEMOSTRACION . 

( a  => b)  . T r i v i a l .  

( b  => a ) .  S i  {Tt} es w*-continuo en ( O , + w )  en tonces  es 

w*- aco tado  en rol, - B] ; 0 < a < B < a y por t a n t o  es G e l '  

fand i n t e g r a b l e  en r a , ~ ]  - y por  e l  Teorema 3;  Tt es Bochner 

i n t e g r a b l e  en  1, - B] ; l a  imp l i cac i6n  es consecuencia  d e l  

Teorena 1. 

COROLARIO 2.  S i  X es un e s p a c i o  de  Banach s e p a r a b l e ,  

y X* t i e n e  l a  propiedad de  Radon-Nikodym y { T ~ }  es un se- 

migrupo fuer temente  con t inuo  e n  {Tt} C L(X,X) , en tonces  

e l  semigrupo d u a l  IT;} C L (X* ,X*) es fue r t emen te  con t inuo  

en  (O,+QJ). 

DEMOSTRACION. Por e l  Teorema 2.18 de  M, - e l  semigrupo 



- 6 -  

IT*)  e s  w*-continuo, y e l  r e s u l t a d o  e s  consecuencia d e l  
t 

Coro la r io  1. 
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