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RESUMEN. Se considera un espacio de Banach separable X cu-
yo dual X* tiene la propiedad de Radon-Nikodym y un semi -
grupo de operadores Tt e L(X*,X*), t > 0; y se prueba que

T, t > 0 es fuertemente continuo en (0,+®) si y solo sies
Gel-fand integrable y acotado sobre compactos. Como conse -

cuencia se obtiene gue un semigrupo Tt e L(X*,X*), t >0

es fuertemente continuo en (0,+®) si es w*-continuo en (0,+).
Finalmente, bajo las mismas hipStesis sobre X y X*, se ob -

tiene que el dual de un semigrupo T, € L(X,X), t >0 fuer-

temente continuo, es fuertemente continuo en (0,+x).
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PRELIMINARES. Sea X un espacio de Banach con dual X*
y (S, Z,u) un espacio de medida positiva. Una funcidbn
f: S » X* es w*-medible si f(s)x es medible para cada
x € X. Una funcidn w*-medible es Gel'fand integrable
si f(s)x es integrable para cada x € X. Si f es Gel'
fand integrable, por el Teorema del grafico cerrado, pa

ra cada E e I existe xﬁ € X* tal que

x*(x) = ( £(s)x du x ¢ X.
JE
El funcional XE es conocido como la integral de

Gel' fand de f sobre el conjunto E y se denota por

La integral de Gel'fand es w*-numerablemente aditi
va, pero en general no es numerablemente aditiva (ver

Hashimoto-Oharu [5])

Un espacio de Banach X tiene la propiedad de Radon
Nikodym con respecto a 1 si toda medida X-valuada, nu
merablemente aditiva, de variacién acotada y u-continua

v: £ > X, admite una expresidén de la forma

U(E) = [ fdu ’
E

donde f es una funcidn Bochner integrable. Un espacio
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de Banach tiene la propiedad de Radon-Nikodym, si tiene
la propiedad de Radon-Nikodym con respecto a cualquier

medida positiva.

CARACTERIZACION DE SEMIGRUPOS FUERTEMENTE CONTINUOS EN
(0,+») . Sea X wun espacio de Banach y L(X,X) el con -
junto de los operadores lineales y continuos de X en X.
Un subconjunto {Tt; t >0} C L (X,X) es un semigrupo si

satisface las condiciones

1) T, T_=T ¥ s,t >0

Un semigrupo es fuertemente continuo si y solo si

lim T, x =T Vt 20;’\£X€X.

Un semigrupo {Tt} es débilmente continuo si

w-lim T_x =T ¥t > 0; Mx e x.

Si {Tt} es un semigrupo en X*; {Tt} es w¥~continuo si

para cada tj > 0 y cada x* ¢ X* se satisface la ecua

cidn
w*¥ lim T, x* = T, Xx¥*, t‘x* g X*,

t t
t—+to (o]
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Con respecto a semigrupos fuertemente continuos en

(0,+») , son conocidas las siguientes caracterizaciones.

TEOREMA 1. Un semigrupo Tt es fuertemente continuo en
(0,+») si y solo si para cada x ¢ X, la funcién

fX:(0,+w) + X definida por fx(t) = T, x es Bochner inte

t
grable, sobre cada intervalo [a B] € (0,+»), con respec

to a la medida de Lebesgue.
DEMOSTRACION. Ver Dunford -Schwartz [4], Lema VIII.1.3.

TEOREMA 2. Un semigrupo {Tt} es fuertemente continuo en

(0,+*) si y solo si es debilmente continuo en (0,+x).
DEMOSTRACION. Ver Curtain-Pritchard [1], Teorema 2.19.

Como en espacios reflexivos la topologia dé&bil coin
cide con la topologia w*, en estos espacios el teorema 2

puede expresarse en la siguiente forma:

TEOREMA 2'. En un espacio dual reflexivo un semigrupo
es fuertemente continuo en (0,+») si y solo si es w*-con

tinuo en (0,+x).

En el caso en que X* es un espacio dual con la pro-

piedad de Radon-Nikodym es valido el siguiente resultado.

TEOREMA 3. Sea X* un espacio dual con la propiedad de

Radon-Nikodym y X un espacio de Banach separable. En -

tonces un semigrupo {Tt} C L(X*,X*) es fuertemente con-
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tinuo en (0,+») si y solo si es Gel'fand integrable y acota
do con respecto a la medida de Lebesgue en cada intervalo
[« B] € (0,+=).

DEMOSTRACION. Si Tt es fuertemente continuo en (0,+«) en-
tonces es acotado sobre compactos y por el Teorema 1 es Boch-
ner integrable sobre cada compacto [o,B] < (0,+*) y en con-
secuencia, por el Teorema II.( .6 de Diestel-Uhl Eﬂ, {T,}

t
es Gel'fand integrable en [o,8]

Inversamente, supongamos que {Tt} es Gel'fand integra-
ble y acotado en [a,B8], 0 < o < B < »; como X* tiene la
propiedad. de Raddn-Nikodym, por la proposicidn 4 de Musial
(6], X* no contiene copia isomdrfica de 1_,. Asi, por el Co

rolario 1.2 de Diestel-Faires [2],

V(E) = G J T, x*du
E t

es numerablemente aditiva sobre los borelianos de Lg,B

Invocando nuevamente el hecho de que X* tiene la propiedad
de Radon-Nikodym, vemos que existe una funcidn g Bochner

integrable tal que

V(E) = [ g(t)du
E

para cada boreliano E de [a,f]. Si X es separable, un
argumento similar al usado en la demostracidn del Teorema

2 de Musial Bﬂ muestra que Tt3 = g(t) u-casi siempre,
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en [@,B] Yy en consecuencia {Tt} es Bochner integrable en
[¢,8] y por lo tanto, por el Teorema 1, {T,} es fuertemen

te continuo en (0,+w).

COROLARIO 1. Sea X un espacio de Banach separable tal que
su dual X* tiene la propiedad de Radon-Nikodym. Si {Tt}
es un semigrupo en X*, entonces las afirmaciones siguien -

tes son equivalentes:

(a) {Tt} es fuertemente continuo en (0,+x).

(b) {Tt} es w*-continuo en (0,+x).

DEMOSTRACION.

(a => b). Trivial.

(b => a). si {Tt} es w*-continuo en (0,+») entonces es
w*-acotado en [a,B] ; 0 < o < B < @ y por tanto es Gel!'

fand integrable en [@,Bj y por el Teorema 3; Tt es Bochner
integrable en [a,B] ; la implicacidén es consecuencia del

Teorema 1.

COROLARIO 2. Si X es un espacio de Banach separable,
y X* tiene la propiedad de Radon-Nikodym y {Tt} es un se-
migrupo fuertemente continuo en {Tt} C L(X,X), entonces
el gemigrupo dual {T;} C L(X*,X*) es fuertemente continuo

en (0,+=).

DEMOSTRACION. Por el Teorema 2.18 de [1], el semigrupo
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{T;} es w*-continuo, y el resultado es consecuencia del

Corolario 1.
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