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RESUMEN

En el presente trabajo se define el producto de dos medidas vec
toriales para rectidngulos medibles, mediante una aplicacidén bilineal
y continua y se demuestra que este producto tiene una (nica extensidn
finitamente aditiva al algebra generado por los conjuntos medibles.
Se demuestra ademads que si Ui Y M, son numerablemente aditivas * y
una de ellas es de variacidn acotada entonces el pruducto tiene una
extensidn numerablemente aditiva al o-3lgebra generado por los rec-
tangulos medibles y si ambas tienen variacidon acotada, entonces la

extensidn es Gnica.



PRODUCTO BILINEAL DE MEDIDAS

DIOMEDES BARCENAS

1. PRELIMINARES

Si A es un 3lgebra de sub-conjunto de un conjunto no vacie T,X
un espacio de Banach y u: A * X una medida vectorial, la variacion
total de 1 es la funcidn de conjuntos ]ul: A 9-[3% +-«ﬂ tal que

n
,ﬂl(A) = sup Z ” U(Ai)ll donde el supremo es tomado sobre todas

i=1
las particiones finitas de A mediante = conjuntos medibles . Si

[u[(T) < », decimos que 1 es una medida vectorial de variacidn aco
tada; si Yy es finitamente aditiva, entonces lu[ es finitamente a-
ditiva y en Ij] pg. 3% se prueba que una medida vectorial p de va-
riacion acotada es numerablemente aditiva si y solo si su varia -
cidén total también lo es. La medida vectorial U se Ilama acotada
si y solo si sup{||u(A)]| : A € A} < ». El teorema de Caratheodory
Hahn-Kluvaneck muestra que si u: A > X es acotada y debilmente nu-
merablemente aditiva; y existe una medida positiva, finita y nume-
rablemente aditiva v tal que U << v, entonces U admite wuna dnica

extensién H: L + X; donde I es el dlgebra generado por A.

1.1. Como consecuencia de este teorema se obtiene que toda medida
vectorial numerablemente aditiva y de variacidn acotada, admite una
dnica extensidn numerablemente aditiva y de variacién acotada al

o-31gebra generado por A.

DEFINICION 1.2. Sea Y un espacio de Banach. Una funcién f: T > Y
es llamada una funcidn simple si y solo si admite wa expresién de

la forma
n

f(t) = Y. (t)
i£1 ' xAi



donde

Y; € Y, Ai e A V/i=l,2,...,n.

(o]
La funcién f se 1lama u-medible si existe una sucesién {fn} de
n=1
funciones simples convergente a flul-casi siempre; este hecho se

denota por fn -~ f uy.c.s. Es facil ver que las funciones u-medi-
bles forman un espacio vectorial y que si {fn} es un a sucesidn de
funciones y-medibles convergente casi siempre, entonces el 17mite

es una funcidén U ~medible.

DEFINICION 1.3. Si X,Y,Z son espacios de Banach, b: X x Y > Z una
aplicacion bilineal y continua, y u: A > X una medida vectorial de
variacion acotada; la integral de una funcidn simple f: T > Y so -

bre un conjunto E € A se define mediante la férmula

n
J fdu = Z] b < W(EME.),y, >
E i=

donde

n
f(t) = § y; X (t).
i=1 i

PROPOSICION 1.4. Si f es una funcidon de la forma

n
) = 1 v x (©
i=1 i

entonces
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DEMOSTRACION.
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DEFINICION 1.5. Si {fn}n es una sucesion de funciones simples
n=1
que converge |u|-casi simple a f vy

l1im f | f, - med lu] =0
T

m,n—)oo

decimos que f es u-integrable; y la integral de f con respecto a

U sobre un conjunto E € A se define mediante la férmula

deu=lim Jf du.
E oo Jg D

De la definicidén 1.5 se sigue que la integral de f no depende de
la sucesidn de funciones simples convergente a f. /Ademas, las
funciones u-integrables forman un espacio vectorial; y si fy g

son funciones integrables y a y B nimeros complejos; entonces

J(af+Bg)du=ochdu+B[gdu EecA
E E E

TEOREMA 1.6. Si f es integrable con respecto a u, entonces

] e aell < lioll [ el a
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DEMOSTRACION. Sea {fn} una sucesidn de funciones simples conver
gente a f. Luego || fn” > || f|| y por el teorema 2 pg. 99 de [2],

la sucesién {fn} puede ser escogida de manera que

e @< fOll ¥new, ter.
luego,
1] f ol =in [ s @l
=t | [ 5, @l
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NOTA 1.7. En el casoenque f: T> X, u:A~>Yy b: XxY~>Z;

la integral de f con respecto a i se define mediante la relacién
n
[fdp=2b<xi,u(EnEi) >
E i=1
para el caso en que f sea una funcidn simple de la forma

n
f(t) = .Z X, XE.(t);

Yy si {fn} es una sucesidn de funciones simples que converge u-ca-

si siempre a f y ademas

lim [Tn fo-flldlul =0,

m’n—)oo

la integral de f con respecto a U sobre un conjunto medible E se

define por
J fdu=1im J fn du .
E E
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2. PRODUCTO BILINEAL DE MEDIDAS

DEFINICION 2.1. Sean S y T conjuntos no vacfos, A] y AZ algebras
de conjuntos de S y T respectivamente; X,Y,Z espacios de Banach ;
b: X x Y > Z una aplicacidon bilineal y continua vy Wy A].—> X,
Uyt AZ -+ Y medidas vectoriales finitamente aditivas. La medida
producto de un rectangulo medible A x B se define mediante la re-

-

lacién:

Hy X uZ(A x B) = b <y, (A), u,(B) >,

LEMA 2.2. Si PE A1 > X, Uyt Az + Y son medidas vectoriales y

A x B es un rectangulo medible tal que

AxB-= (AixBi)

S e

i=1

donde {Ai X Bi} es una coleccidn finita de rectdngulos medibles y

disjuntos dos a dos, entonces
n
X uZ(A x B) =i£1u1 X uZ(Ai X Bi)'

DEMOSTRACION. Sea x € A para caday € B, (x,y) € A x By por tan

to existe un Gnico i €{1,2,...,n} tal que (x,y) € A; x B..  Si
I = 1i: X € A.} » entonces
x i
B= U B.; B.OYB, =& + i#j; i,jel_.
iel ! oo X
x

Como x € A; uz(B) = uz(B) XA(x); y asi existe un dnico i €1, tal

que y €B, y por tanto (x,y) € A; x B.. As?
T ouy(8) x, () = ] wy(8).1
i€l i icl
X x



= 1, (B) = 1, (B) x,(x).
Si i e{1,2,...,n} \ l» entonces
x € Ai = UZ(BE) XAi(X) = 0,
asfT,

n
lzl uz(Bi)xAi(x) = 1, (B) x,(x);

por tanto,
Hy x U,(A x B) =b < u](A), u,(8) >

[uz(B) Xp (x) duy

]
Nm—y
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My X uz(Ai x Bi) .

Il t~13

i=1

PROPOSICION 2.3. Con las hipStesis del lema anterior; si A es el &l
gebra generado por los conjuntos medibles, entonces My X Hy tiene

una extensidn finitamente aditiva hasta A. Ademi3s esta extensidn es

dnica.
DEMOSTRACION. Sea

n
Q={AecA: A U (A xB), (A x Bi)(\(Aj X Bj)=<I> ¥i#j}
i=1

n
si ABeQ; A= U (Ai X Bi)’ B =

I Cs

E. x F.),
(J J)



entonces

AlB

(]
N Co

m
(A; x By)| U

(E. x F.)
| Pl B

m
i=1 jg] iAi\ Ej)x Bi U (Air)Bj)X(Bi\ Fj)] €N

]
[}

n m
ANB =( U (A x B} (U (E; x F)))
i=1 ' j=1 4
n m
- il=11 jgl (Ai X Bi)n(_EJ. X FJ.)

n m
il=11 J.l=J](AinEJ.) x B;(F) eq.

Como AU B = (AVB)UJ (A B), resulta que 2 es un 3lgebra que con-
tiene los rectangulos medibles; y como Q< A y A es el dlgebra ge-

nerado por los rectdngulos medibles resulta que  =A.

n
Si AcA yA=1U (Ai X Bi) donde (A; x Bi) son rectangulos
i=1
medibles y disjuntos dos a dos definimos

n
My X uz(A) = EZ] Hy X uz(Ai x Bi)'

Por el lema anterior, u; x u, estd bien definido y si {Ak} es una
n

coleccidén finita de elementos de A tal que A = kgl Ak’ existeni rec

tangulos medibles y disjuntos {B1,,,., Bm} tal que A =iDl Bi; Y

para cada k €{1,2,...,n} , existen rectidngulos medibles y disjuntos

{B] yeons Bm } tales que
k k ™

A =U B, ,
ka1 %



asf’, n m
B, = U (U (anBi))
k=1 £=1 k
Y m
B,= U (8,N8;)
Lo o= KT
luego
mk U
A = U ( (B,N B.));
kK et =1 &

y como para cada i fijo, {BK(]BE} es una coleccidn finita de rec-
tangulos medibles y disjuntos dos a dos, el lema 2.2 muestra que
n mk
Hy X uz(Bi) =y X u?_(kl:}l (1’,21 (szﬂ Bi)))
n K
kZ] Hy XU, (1{51 (szn B.))

mk n

]

u, x u, (B,NB.)
221 kel 1 2

por lo tanto,

m
Hy x Uy (A) = ] uy xu,(8))



n mk

}oo) uy x u,(B, )
k=1 p=1 V24

i

n
) ouy x w,(A).
P e A

La unicidad es consecuencia de la aditividad y del hecho que todo
elemento de A es unién disjunta de una coleccién finita de rectan-

gulos medibles.

En f}ﬂ se prueba que el producto de dos medidas numerablemente
aditivas no necesariamente tiene una extensidn numerablemente adi-

tiva.

Estudiaremos a continuacidén el producto de medidas numerable -
mente aditivas definidas sobre o-algebras. Sean Z] y 22 o-alge-
bras de sub-conjuntos de S y T respectivamente, 2])<22 el o-3lge-
bra generado por los rectadngulos medibles y P € Zl X 22. Es sabi-
do Eﬂ que si

{teT: (s,t) € P},

-
il

-
il

{ses: (s,t) € P}
entonces

t
Pel, v P eI

Si para cada P ¢ Z] X 22 definimos las funciones

fP: S~>Y

S ~ “2(Ps)’
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g: T~>X
t > u]('Pt)

obtenemos el siguiente resultado:

PROPOSICION 2.4. Las funciones fP % g:F> son u]-medible y uz-medi-
ble respectivamente.

DEMOSTRACION. Probaremos solamente el caso de fP ya que el de gP
se obtiene en forma similar. Sea 2 = {p ¢ L; x Iyt fooes mediblel.
Si P es un rectangulo medible de la forma A x B, entonces fb(s) =

= 1, (8) xA(s) => f, es u -medible. Si P~ P, entonces Pns > P
y por teorema 2.4 [3], uz(Pns) - uz(Ps) => fp es u;-medible =
=> P e . Es decir, & es una clase mondtona contenida en 21 X 22

que contiene a los rectangulos medibles. De esto se deduce que
2 = Z] X Zz.
TEOREMA 2.5. Si My X

tivas y una de ellas es de variacidon acotada, entonces By X M,

e X, Hg: Zz > Y son numerablemente adi
tiene una extensidn numerablemente aditiva a Z1 X 22.

DEMOSTRACION. Supongamos que Uy es de variacién acotada. Defina-

mos

T: Zl X ZZ +Z

P > [ f du
s P

para cada P & I, x L,, fE es u]-medible y por teorema 2.6 de Eﬂ

f_. es acotada. Como [u1](s) <o, f_ es integrable y por tanto T

p P
(o]
estd bien definida. Si {Pi}i=1<: Ly X Iy

PP =0 vYi#jy p=y p,



entonces
o0

P=U P 'y P NP =20
= S s

por lo tanto,

Ahora bien,

k
uz(PSIL_J P ) >0 — He>o0,
n=1 s

k
Il uz(Ps\nli] PoMl<e  ¥k>k

S

k
=>|lu, (P) - u, (U P )] <e
n=

1 S

k
—> || u, (P,) —nz-l uz(Pns) Il < e

por lo tanto,

( k
I ey f by (P ) d

Js i=1’s s

k -
- HfS By (r 00U P 0] il =

#k >k

¥m # n.

3 k0 € N:

¥k >k

[e]

I =
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k
1 v\ U 2

i=1 s

A

LS
[ Wy, NU el a
S i=1 s

I A

z-:lu]l(S) k> k . .
Como € es arbitrario, se sigue que

T(P)

L iz] “z(Pis)d“1

[o0]

) L uz(Pis)du,

i=1

o]

I ey,

i=1

lo cual prueba que T es numerablemente aditiva.

Si AxB es un rectdngulo medible,

2 (AxB) f 1 (B) x. du
Jo "2 Xp 9y

=b <1, (A), u,(8) >

= X uz(AxB)

1o cual muestra que My XUy admite una extensidn numerablemente aditi

va a Zl X Zz.



_]3_

En el caso en que U, es de variacidn acotada y My no se conside
P .
ra la integral de g con respecto a Uy Y se repiten los argumentos de

la demostracidn precedente.

TEOREMA 2.6. Si u; y W, son de variacién acotada, entonces T(P) es

de variacidn acotada vy

el (PY < bl Juy x| () Pez x Z, .

DEMOSTRACION. Sean P ¢ 21 X ZZ y {P], P2,....,Pn} una particion
de P mediante conjuntos medibles. Entonces

Loeel =) [ e

I
o~

L llfs My (P ) d m,ll

| A

Dl e il

el ] [S RN

n
=1

A

Lol T [l alyy

o 11 Ty Iy | (P)

y como esto es valido para toda particidn {pi} de P mediante conjun

tos medibles se tiene que

[[(P) < [ bl Juy Ixfuy | (P).
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Esto termina la prueba.

COROLARIO 2.7. Si My Y U, son de variacién acotada, entonces la ex-

tensién T es {nica.

DEMOSTRACION. Por 2.3, T es (nica hasta el 3lgebra generado por los

conjuntos medibles. El resto es consecuencia de 1.1.

DEFINICION 2.8. La medida T del teorema 2.6 se llama el producto de
las medidas My Y My ¥ se denota por My X Hye
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