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En estas notas consideramos un homeomorfismo local f:X-+Y;
entre dos espacios m8tricos X,Y; y tratamos de encontrar

condiciones en la funcién (X,f,Y) para que f sea un ho-
meomorfismo global. Con este fin introducimos en la segun
ga seccifn una "propiedad de prolongacifén®™ de f respec-
to a una aplicacién continua B8:[,1] - Y. Dicha propiedad
dice que si a: A - X es continua (A € [0,1] un interva-
lo) y si f(a(t)) = B(t) (t € A) entonces a admite un -
prolongamiento continuo a la clausura A de A. Nuestra

propiedad de prolongacifn es m&s débil que la dada en [6]

pero es m8s simétrica que &sta.
Despu€s de una serie de resultados intermedios probamos en
la seccifn 4 el siguiente resultado:

"Sea f' una familia de funciones continuas de [0,1]en Y

verificando las siguientes condiciones:

(i) f tiene la propiedad de prolongacifn respecto a ca-

da elemento B8 de jf.

(ii) Para cada par de elementos y_,y, en Y existe B en

J' tal que 8(0) =y, y B(1) =y, .

(ii) si B:[0,1] - Y es continua con B8(0) = B(1) existe
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v:[0,1]x [0,1] - ¥ continua tal que:

a) y(0,t) B(t), tef0,1]

b) w(slo) ‘b(sll)r S€[0,l]

c) t -+ y(t ,1) es constante

d) t > y(s,t) estd en [f' para cada s €[0,1].

L]

Si X es arco-conexo entonces f es un homeomorfismo glo

bai.

Este resultado "abstracto" es aplicado para obtemer algu-
nos resultddos conocidos en inversifn global. Asf el Co-
rolario 4.5 seccifn 4) no es m&s que un teorema de Caccia
poli (ver [ 1] pag 49).Pambién en la seccifn 6 aplicamos

nuestro resultado para generalizar un teorema de Hadamard

(ver [ 2] pag 222).

En la seccifn 5 se estudian relaciones existentes entre -
nuestra teoria y la teorfa de revestimiento. En fin, en
la seccifn 7 aplicamos nuestros resultados para estudiar
el problema de existencia y unicidad de soluciones peri&-

dicas de ciertas ecuaciones diferenciales.

Al final de la exposicién tefrica presentamos una serie de
ejercicios, agrupados por seccifn, varios de los cuales -
tienen como finalidad completar dicha exposicién y hacer -
notar las semejanzas de nuestra teorfa con la teorfa de

fibraciones.



iii,

Estas notas fueron preparadas con motivo del III Congreso
Venezolano de Matemiticas a efectuarse en Maracaibo entre
el 15 y el 18 de octubre de 1980. Es de agradecer a la

Sefiorita Elide Esperanza Ramirez el magnifico dactilogra-
fiado de los mismos, como también el excelente trabajo de
reproduccién efectuado por los compaheros que trabajan en

publicaciones.

Mérida,2+09-80



INVERTIBILIDAD GLOBAL

1.- HOMEOMORFISMOS LOCALES.

En esta seccibn, y en las siguientes, X e Y denotarén dos
espacios métricos. Las métricas de ambos espacios, salvo
mencién contraria, serdn denotadas por la misma letra 4.

Ademds f: X -+ Y denotard una aplicacibén continua ., El1 -
prop6sito de esta seccifn es mostrar algunos resultados

concernientes a los homeomorfismos locales. La mayoriade
nuestros résultados, hasta la quinta seccién, ser&n v&li-

dos también para espacios topol&gicos.

1.1. DEFINICION. Diremos que f es un homeomorfismo lo-

cal si para cada x € X existe un abierto U de X con
teniendo X, el cual es aplicado homeomorficamente por f

sobre un abierto V de Y. Usaremos consistentemente la
notacién fy: U >V para denotar el homeomorfismo obteni
do por restriccibn de f. (fU(x) = f(x)). Nb6tese que si
f es un homeomorfismo local entonces f(X) es un abierto

de Y.

En lo que resta de esta seccibén supondremos que f es un

homeomorfismo local.

1.2. PROPOSICION. Sea P un espacio topol6gico conexo y
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sean a, B: P - X funciones continuas tales que foa = foB.

Si existe a € P tal que af(a) = B(a) entonces a = B .

DEMOSTRACION. Sea Q = {p € P: a(p) = B(p)}; entonces Q

es un subconjunto cerrado y no vacfo de P. Dado b € Q es
cojamos un abierto U de X conteniendo a(b) = B(b) el
cﬁal es aplicado homeomorficamente por £ sobre un abier-
to Vde Y. Ya que a, B son continuas existe un abierto
W dé P conteniendo b tal que a(W) C U y B(W)C U. De

aquf fU(a(p)) = fU(B(p)) para cada p € W , lo cual impli-

caque ay B coinciden en W; es decir, W Q. Esto
prueba que Q es abierto en Py en consecuencia Q =P

porque P es conexo; lo cual termina la demostracién.

1,3, COROLARIO. Sea P un espacio topol8gico conexo y sea

as P » X una funcifn continua tal que foa es constante; en

tonces a es constante.

DEMOSTRACION. Fijemos a € P y definamos B8: P + X me-

diante B(p) = a(a) para cada p € P. Es claro que foa =
= foB y a(a) = B(a); en consecuencia a(p) = a(a) paraca

da p e P, dando fin a la demostracién.

1.4, PROBQSICION. Sea A un intervalo de extremos. -

a,b e R (a<b) ysea a: A - X una aplicacién continua
tal que f(a(t)) - Y, €Y cuando t + b. Supongamos que

exigte una:- sucesibn {tn} de A convergente a b tal que
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{a(tn)} converge a x, € X . Entonces a(t) > X, cuando

t > b.

DEMOSTRACION. Ya que f(a(tn)) * Y, (n + ») entonces

Yo = f(x,): en consecuencia existe un abierto U de X con

teniendo X el cual es aplicado homeomorficamente sobre

un abierto V de Y. Como Y, € V existe € > 0 (g < b-a)
tal que f(a(t)) e V si b-e < t < b; y como u(tn) +x €U

existe un entero N > 1 tal que a(tN) €U y b-e < ty < b.
Definamos g : (b-c,b) + X mediante o, (t) = f5 (£(a(t)); en

tonces £(a(t)) = fyla (8) = £(a(t)) y o (ty) =

= fal(fu(a(tN))) a(tN). Aplicando la proposicién 1.2. Con

cluimos que a(t) ao(t) si be=c < t<b vy de aqut

a(t) ~ fal(yo) = X, si t + b. Esto termina la demostracién.

1.5. NOTA. Se tiene un resultado anilogo a la proposicién

1.4 referente al extremo a del intervalo A.

1.6. PROPOSICION. Supongamos que X es conexo y que existe

una aplicacién continua g: Y + X tal que fog = identidad

de Y. Entonces f es un homeomorfismo.

DEMOSTRACION. Es f&cil verificar que Xo = g(Y) es un sub -

conjunto cerrado de X. Dado X, = g(yo) € X escojamos un
abierto UO de X conteniendo X, el cual es aplicado homeo-

morficamente por f sobre un abierto v, de Y. Como Y.V,



Y g es continua existe un abierto V de Y contenideo

en VO y conteniendo Y, tal gque g(V) C;UO. Pongamos

U= (fU )*l(v) y observemos que fU: U > V es un homeomor
0

fismo. Por otra parte, para cada y € V se tiene

y = fU (g(y)), de modo gque g(y) e U. Si denotamos por
o

V » U 1la restricci6n de g tenemos que fU °© gy =

LY

It
= identidad de V; ast gy ©€s un homeomorfismo y en conse

cuencia U = gV(V) = g(V) C:XO ; esto prueba que XO es

abierto en X y por tanto Xo = X. Hemos probado asi gque
g es sobréyectiva, pero g es inyectiva porque fog=iden
tidad, en consecuencia g es una biyeccibén continua cuya
inversa es f. Luego g es un homeomorfismo y en conse -

cuencia f también lo es. Esto termina la demostracibn.

1.7. NOTACION. Sea (M,d) un espacio métrico y K un espa

cio compacto. Denotaremos por C(K,M) al espacio de fun -
ciones continuas de K en M provisto de la mé&trica uni-

forme:
d(a, B) = sup{d(a(t), B8(t): t e K}

donde a, 8 € C(K,M). Si K, es un subconjunto de K vy

m, € M denotaremos por C((K,kv), (M,mo)) al subconjunto

de C(KX,M) formado por aquellas a tales que a(KO)= {mo}.
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1.8. PROPOSICION. Sea K un espacio topol6Sgico compacto;

entonces la aplicacién f,: C(K,X) + C(K,Y) definida por
f,(a) = foa es un homeomorfismo local.

DEMOSTRACION. El lector interesado comprobarf que £, es

una funcién continua. Fijemos a € C(K,X) y para cada
t € K sea U, un abierto de X conteniendo ao(t) el cual
es aplicado homeomorficamente por f sobre un abierto de
Y.. Como K es compacto existe r > 0 tal que para cual-
quier t € K la bola abierta B(a (t),3r) (de centro a_(t)
y radio 3r) est§ contenida en Us para algin s € K. BEn

particular, la restriccién de f a B(ao(t),3r) es un ho-

meomorfismo sobre un abierto de Y.

Escojamos tl,...,tn € K tales que la familia

{Wi = B(uo(ti),r) : 1 <i< n}

es un cubrimiento de ao(K) Y pongamos Bi = agl(Wi) H

W, = B(ao(ti), 2r); v, = £(W), (1 <i< n). NOGtese que
Vi es un abierto de Y y que 61,...,en es un cubrimiento
de K.

Definawmos

U= {a e C(R,X): @ () W, , 12<i<n]

V=1{gcc®nN: 8(BICV,, 1<i<n)



Aquf éi denota la clausura de @i, El lector comproba-
rd que Uy V son abiertos de C(K,X) y C(K,Y) respecti
vamente tales que f, (W € V. Nuestro objetivo es probar
que f, aplica U homeomorficamente sobre V; para ello

necesitamos probar la siguiente afirmacién:

AFIRMACION. Denotemos por fi: Wi - Vi el homeomorfismo

obtenido por restriccién de f (1

A

i<n). Si BeV vy

-1 -1
t, £ eif\oj entonces f_ "(B(t )) = fj (B(t ).

-1
£.7(B(E D),

PRUEBA DE LA AFIRMACION. Pongamos p,

pj = fgl(s(ﬁo)) y notemos que f(pi) = f(pi) y a/ (to) ewj'._nwg.
Por otra parte d(pi, ao(to)) < d(pi,ao(ti)) +'d“%(tﬂ’ao“b”<
< 2r + r = 3r (recuerde que P € W, =B(ao(ti),2r) y

ao(to) € Wi = B(ao(ti),r)). De manera aniloga tenemos

d(pj, ao(to)) < 3r y en consecuencia p; = pj porque la

restriccién de f a B(ao(to),3r) es inyectiva. Esto prue-

ba la afirmacién.

De acuerdo a la afirmacifén se tiene una aplicacién bien defi

nida G: V+ U mediante G(B) = a, alt) = f;l(B(t)) si
te® (1<i<n). Note que si t e ; entonces B(tle V,
y asf a(t) € W;; es decir, a ¢ U si B e V. Dejamos al

lector el cuidado de verificar que £f,0G(B8) = B y

Gof,(a) =a si a el y B e€lV. Falta mostrar que G es
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continua; para ello sea {Bn} una sucesibén en v la cual
converge uniformemente a B € ‘U‘en,tonces {G(Bn)} conver-

ge uniformemente a G(B) en 6; , 1 < i< n; luego {G(B )}

converge uniformemente a B8 en K, lo cual da fin a la de-

mostracién.

Utilizando la misma prueba que en 1.8. 8§ aplicando topolo
gfas relativas se muestra f&cilmente el siguiente resulta

do.

1.9. COROLARIO. Sea K un espacio compacto vy KOC:K .

Dados x, €.X, Y, = f(xo) se tiene que f,: C((K,KO) ’

(X,x))) + CUK,K), (¥,y))); £f,(a) = foa ; es un homeomor

fismo local.

2.- LA PROPIEDAD DE PROLONGACION,

En esta seccifn introducimos un concepto de prolongacién

(o extensifn) m&s d&bil que el dado en [ §] pero m4s simé
trico que é&ste y estudiamos sus propiedades m&s elementa -
les. Salvo la definicién 2.1, el resto de los resultados

de &sta seccifn no influird en la trama central de nuestra
exposicién. En esta seccifn no asumiremos que f sea un
homeomorfismo local y la letra I designard, en todo lo que

sigue, al intervalo [0,1] .

2.1. DEFINICION. Diremos que f tiene la propiedad de
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prolongacién (propiedad (P)) respecto a 8 ¢ C(I,Y) si pa-

ra cada intervalo A €[0,1] y cada funcién continua

a: A > X verificando fa(t) = B(t) (t € A) existe un pro

longamiento continuo a: A + X de a (recordamos que A

denota la clausura de A).

NOTAS (l1). Sea A un intervalo de extremos-aj;b e, R K
una funcién continua a: A + X admite un prolongamiento con
tinuo a@: A + X si y s6lo si existen los siguientes lfmi-

tes

lim a(t) , 1lim a(t)
t+a t+b

{2). En la definicién 2.1. basta considerar los intervalos

abiertos A = (a,b) ¢ I. (Ver ejercicios 2, problema 2).

2.2. PROPOSICION. Si f es un homeomorfismo local y si

B ¢ C(I,Y) es constante entonces f tiene la propiedad

(P) respecto a B.

DEMOSTRACION. Sea A C I un intervalo y sea a: A + X con

tinua tal que f(a(t)) = B(t): t € A. Por 1.3. sabemos
que o es constante y en consecuencia admite una prolonga -

cién a: A »~ X. Esto termina la demostracién.

2.3. NOTACIONES. Sea B un espacio topol&gico; dada una

aplicacién continua a: I + B definimos a*: I + B mediante

a*(t) = a(l-t). La aplicacién a* es continuay es conocida



como la curva inversa de a.

Dadas a, B8: I + B continuas tales que a(l) = RB(0), defi-

nimos 8*a ¢ I - B mediante

a(2t) si 0 <t< 1/2
(B*a)(t) =
B(2t-1) si 1/2 < t< 1

La aplicacién BR*a es continua y se conoce con el nombre

del producto de a por B .

2.4. PROPOSICION.

(a) Si f tiene la propiedad (P) respecto a 8 € C(I,Y)

entonces f tiene la propiedad (P) respecto a B*.
(b) Ssi f tiene la propiedad (P) respecto a Bo’ Ble:C(I,Y)
y si Bo(l) = 61(0) entonces f tiene la propiedad (P)

respecto a B;* Bo .

DEMOSTRACION. Ejercicio.

2.5. NOTACION. Diremos que f tiene la propiedad (P) res

pecto a una familia JLCC(I,Y) si f tiene la propiedad
(P) respecto a cualquier B € S‘ . Dada una familia
fc C(I,Y) y un espacio topol6gico compacto K denotare-
mos por JY(K) al conjunto de aplicaciones continuas

A: T >+ ¢€(K,Y) tales que A(.)X ¢ }t para cada X ¢ K;
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donde A (.)XA es la aplicaci6bn de I en Y definida por

t - A () A,

NOTA. En el resto de esta seccién K denotard un espa-
cio topolégico compacto. El lector comprobari que una

aplicacién A: M » C(K,X) (M espacio métrico) es conti-
nua si y s6lo si la aplicacién KxM - X, (A,m) > A(m)aA,

LY

es continua.

2.6. PROPOSICION. Supongamos que f es un homeomorfismo

local el cual tiene la propiedad (P) respecto a una fami-

lia 4' de C€(I,Y). Entonces f£,: C(K,X) - (I(K,Y) ;

f,(a) = foa ; tiene la propiedad (pP) respecto a \F1K).

DEMOSTRACION. Sea A ¢ fl(K) y sea TI': A > C(K,X) una

aplicacién continua definida en un intervalo A C I tal

que f,(T(t)) = A(t) (t e A). Definamos V¥: KxI + Y,
$: KxA - A por T(X,t) = A(t)A ,¢ (A,t) = r(t)A. Note
que f(¢ (A, t)) = ¥(A,t) porque f£f,( r(t)) = A(t). De

acuerdo a la nota precedente bastard mostrar que ¢ admi

te un prolongamiento continuo ¢: KxA - X.

Para cada X € K sean WA: I-»>yY, ¢A: A + X dadas por

¥, (8 =¥ (L, 0), 6,(t) = 00,t); ye que ¥, ef', o, admt

te un prolongamiento continuo $A: A+>X vy ast

é: KA + X; $(A,t) = $A(t) es un prolongamiento de ¢ ;
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falta probar que $ es continua. Para ello asumiremos
que A = [a,b) (los dem8s casos pueden tratarse de manera

similar).

Fijemos xo € K y escojamos un abierto U de X conte-

-

niendo ¢ (xo,b) el cual es aplicado homeomorficamente por

f sobre un abierto V de Y. Ya que f(g(ko,b)) = T(AOJ:)

existen € > 0 (e < b-a) y un abierto W de K conte -

niendo xo tales que ¥(A,t)e V si A € W, b-c < t < b,

También existe t ¢ [b-¢,b) tal gque ¢, (t) = $x (t)e U

o o)

porque $k (b) £.0; ahora podemos asumir que ¢x(to)€ U si
o .

A € W porque ¢ es continua.

Definamos £: W x [b-¢,b] » X por £(A,t) = £7 (W (A, t)) y

observemos que f(£(\,t)) = fU(E(X,t)) = P(A,t) = £(6(),t)).

Ademis f0(¢k(to)) = f(¢x(to)) = w(k,to) = fU(E(X,tO))

(A € W) vy aplicando 1.2. concluimos que ¢=£ en Wx [b-e',b).

De aquf $=¢ en Wx [b-e,b] lo cual muestra que ¢ es con

tinua en (Ao,b) y termina la demostracién.

3.- LEVANTAMIENTO DE CAMINOS,

En esta seccifén haremos uso de una té&cnica muy conocida de
los top8logos con el nombre de levantamiento de caminos .
Esta técnica es bastante poderosa y tiene diversas aplica-

ciones en Matemiticas. Asumiremos, en lo que sigue, que
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f es un homeomorfismo local.

3.0. DEFINICION. Sean P,Q espacios topol8gicos; diremos

que una aplicacién continua g: P + Q tiene la propiedad

de levantamiento finico (propiedad (L.U.)) respecto a

B e C(I,Q) si para cada x, € g-l(B(O)) existe una fnica

a € C(I,P) tal que a(0) = X, Y foa = B.

[}

3.1. TEOREMA. Si f tiene la propiedad (P) respecto a

B € C(I,Y) entonces £ tiene la propiedad (L.U.) respec

to a B.

DEMOSTRACION. Fijemos x§ € ffl(B(O)); de la proposicién

1.2. se sigue que existe a lo sumo una a € C(I,X) tal
que a(0) = x0 y foa=8. Para mostrar la existencia de
@ denotemos por J al subconjunto de I formado por aque

llos a >0 para los cuales existe una funcibén continua

v: [0,a] » X tal que Y(0) = x,y £y(t))= B(t);
(0 <t< a). Bastard mostrar que 1 ¢ J; entre tanto note

mos que J no es vaclo porque £ es un homeomorfismo lo

Pongamos b = sup J y sea a3 <....< a  <.... una sucesibén

en J tal que a -~ b y sea Yt [O,an] + X continua tal

x, ¥y fly () =8(t); (0<t<a). Dela

que Yn(O) o
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proposicibn 1.2. se sigue que o (t) = a (t) si t e HL%J'

y m < n ; en consecuencia se tiene una aplicacifén conti-

nua bien definida vy : [0,b) + X mediante y(t) = v, (t) si
t e [0,a]. Ya que £(y(t)) = B8(t), (0 <t<b) y f tie-

ne la propiedad (P) respecto a B8 existe un prolongamien

to continuo Y: [0,b] + X de y y de agquf b ¢ J.

Probaremos que b = 1. Supongamos que b < 1 y sea* U
un abierto de X conteniendo Y(b) el cual es aplicado ho
meomorficamente sobre un abierto V de Y; como B(b)e V
existe € > 0 (e < 1-b) tal que B(t) € V si'b <t < bie;
de esta manera obtenemos una aplicacifn continua

§s [O,b + s] + X; definida por 6(t) = y(t) si O <t< b,
s(t) = (£,)71(B(£)) sib <t<b +c; tal que 6(0) = x_ ¥

£(6(t)) = B(t), (0 <t<b+¢€). Asf b+ ¢ €J y esta

contradiccifn da fin a la demostracién.

3.2. COROLARIO. Si f tiene la propiedad (P) respecto a

B € C(I,Y) entonces f tiene la propiedad (L.U.) respec-

toa B* £ C(I,Y).

DEMOSTRACION. Consecuencia directa de la proposicibn 2.4.

y el teorema 3.1.

3.3. DEFINICION. Sea M un espacio métrico y sea J' un
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subconjunto de C(I,M). Diremos que M es Jﬁfgonexo si

dados m o, M € M existe o ¢ f1 tal que a(0) = m, Yy

a(l) = m,. Note gque si f'= C(I,M) entonces j'-conexo equi

vale a arco-conexo.

3.4. TEOREMA. Supongamos que f tiene la propiedad (P)

respecto a una familia F'C€ C(I,Y) y que Y es f! -conexo;
entonces f es sobre. Ademis para cada B ¢ V;\'existe una

biyeccién hB: f-l(B(O)) -+ f-l(B(l)) tal que h;l = hB* y

s si B .8y eJ y B (1) =8,(0). (En

h oh
- Yo

h =
Bl*Bo Bl

.

particular, "el cardinal de f-l(y) no depende de y £ Y").

DEMOSTRACION. Fijemos X, € X y pongamos Y, = f(xo)

~e

dado y € Y existe B e JJ tal que B(0) = Yo Y B(1)

]
<

Por 3.1. existe a e C(I,X) tal gque a(0) X, Y

fa(t)= B(t) si t € I; en particular vy B(1) = £(a(1))

lo cual muestra que £ es sobre.

Dada 8 ¢ J' definimos h,: £1g(0)) » £71(8(1)), de 1a

~

siguiente manera: Dado x ¢ f-l(B(O)) existe (por 3.1.)

una Gnica o, € C(I,Xf tal que ax(O) =X Yy foax = B. Po

nemos hB(x) = ax(l).

Para ver que hB = hg* conservemos las notaciones prece-

dentes y pongamos x* = hB(x) = ax(l). Ya que f(x*) =

= B(1) = B*{0) existe (por 3.2.) una fGnica a'e'C(I,X)

,:&ﬂ
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tal que a'(0) = x* y fo' = 8* ; de aquf fo(a')¥ = (B*)* =38

y (a')* (1) = a'(0) = x* = o (1) y como foa* = B*, con

cluimos (por 1.2) que a' = a* . Pero por definicién de P
x s

hy. tenemos hg,(x*) = o'(1) = (a")* (0) =0, (0) =x, lo .

cual muestra que hB*ohB = identidad. De manera an&loga

se muestra que hB 0 hB* = identidad.

Sear.l B,r By € f* tales que B, (1) = 8,(0) vy sea

X € f-l(Bo(O)); pongamos X = hs-(x) y sean a ,a, € C(1I,X)
0

tales que. go(O) = X, al(O) = x, foao = Bo y foal = 31 .

Es facil comprobar que fo(al*ao) = 81*80 (Note que

X = hso(x) = a, (1) = a,(0)) asf que hsl*so(x) = (a,*a ) (1)=

a. (1) =h, (x) =h_, o h_ (x); lo cual da fin a la demos
1 B, 8,° '8, ~ s

tracién.

OBSERVACION. M&as adelante mostramos que hB es continua

cualquiera sea B € }F. Resultars, en particular, que hB

es un homeomorfismo.

3.5. COROLARIO. Supongamos que Y es arco-conexo y gque

f es propia (Es decir, f-l(K) es compacto para cada com-

pacto KC Y). Entonces existe un entero N > 1 tal que

ffl(y) consiste exactamente de ‘N elementos cualquiera

sea y € Y.
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DEMOSTRACION. Observemos primero que ffl(y) es compacto

porque f es propia y es discreto porque f es un homeomor
fismo local; en consecuencia f (y) es finito. La prueba
se sequir8 de 3.4. si mostramos que f tiene la propiedad
(P} respecto a C(I,Y). Ahora, dada 2 < C(I,Y) se tiene

que B(I) es compacto. Por otro lado sea A C I un inter

valo de extremos a,b ¢+ T v sea a: A -+ X una funcién
continua tal qgue fa(t} = 2(t} (tcA), entonces o(A)' esté
contenido en el compacto f-l(S(I)). Ahora es fécil ver

que existe una sucesidn {tn} en A convergente a b tal que

iw(tn)} es converger:te a un punto X, € X. De la proposi-

cifén 1.4., se sigue gue a(t) - x sSi t » b. De manera

andloga se muestra que a(t) tiene limite cuando t -+ a

(vér nota 1.5.) dando fin a la demostraciébn.

4,- LEVANTAMIENTO DE HOMOTOPIAS,

En todo lo que sigue asumimos que f es un homeomorfismo
local. Si K es un espacio compacto y f tiene la pro-
piedad (P) respecto a [ . C(I,Y) se sigue, de 1.8, 2.6 y
3.1, que f£f,: C(I,X) - C(I,Y) » C(I,Y) tiene la propiedad
(L.U) respecto a [*(K). (Ver definicibén de ['(K) en 2.5)
En esta seccibn generalizamos este resultado al caso en

gque K no es compacto (ver teorema 4.1.) y dicho resulta

do serd Gtil para "establecer inyectividad".



17.

4.1. TEOREMA. (Levantamiento de Homotopias) Supongamos

que f tiene la propiedad (P) respecto a f'ccC(I,Y). Sea
P un espacio topolSgico y sean a: P +~ X, y: PxI > Y apli
caciones continuas tales que f(a(p)) = Y(p,0) (p € P).

Si para cada p ¢ P, la aplicacidn wp: I +Y; wp(t) =

= y(p,t); estd en f', entonces existe una Gnica aplicacién

.

continua ¢: PxI » X tal que ¢(p,0) = a(p) (p e P) vy

fo¢v= Y.

DEMOSTRACIQN: De 3.1 se sigue que para cada p ¢ P exis

te una Ginica aplicacibén continua ¢p: I +X tal que
¢p(0) = a(p) vy fo¢p = wp. Definamos ¢: PxI > X por
¢(p,t) = ¢p(t); es claro que la prueba quedari terminada

cuando mostremos que ¢ es continua.

Fijemos a € P; ya que I es compacto y ¢a es continua

existen abiertos Ul""’Uﬁ de X vy una particibn 0=to <
1 Ss-e< tn = 1 de I tales que f aplica homeomorfi-
camente U, sobre un abierto vy de Yy ¢a([tifl’ti])

cU; (1 <i<n). Enparticular wa([ti_l,ti]) CVyyen

consecuencia existe un abierto W de P conteniendo p=a

tal que w(Wx[ti_l,ti])C: v, (1 <1ic<n).

]
Hh
(@

+

V. Yy defina

Para cada 1i=1,..,n pongamos fi U i i

mos E,: w::[ti_l,ti] + X por Ei(p,t) = f;l(w(p,t)).
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Observando que w(W)({ti})cj ViNVi,, Yque £, =F£f .,

en U, NU. ., (1 <i<n) es fdcil deducir que £, (p,t;)=
= £i+l(p,ti) (p € W). En consecuencia se tiene una apli

caci6én bien definida y continua £: WxI » X mediante

Elp,t) = €. (p,t) si t <t <t

i Notemos que

i-1

f(E(p,t)) = Y(p,t) (p e W, t & I).

L]

Por otra parte a es continua y podemos asumir, que
alW) C Uq; de aqui fl(il(p,O)) = Y(p,0) = f(a(p))= fl(a(p))
si pe W’ si b € W, lo cual implica que ¢&(p,0)= ElQLO)=
= a(p) (p € W). Pero f£f(¢(p,t)) = v(p,t) = £(&(p,t))

(p e W, t € I) y aplicando 1.2. concluimos que ¢ =£ en
WxI. Esto muestra que ¢ es continua en todo punto de

la forma (a,t) (t € I) y da fin a la demostracién.

OBSERVACION. La biyeccién h,: f-l(B(O)) > ffl(B(l)) del

g*

teorema 3.4. es continua. En efecto: Sea y: £l (g(0))x I +Y
definida por yY(x,t) = R(t) y sea a: f—l(B(O)) + X la in-
dusién natural (a(x) = x). Entonces Vy, a son funciones

continuas tales que f(a(x)) = f(x) = B8(0) = ¢(x,0) (Recuer
de que x ¢ ffl(B(O)). Ya que t + y(x,t) es igual a B es-
tamos en la hip6tesis de 4.1. y en consecuencia existe una

aplicacibn continua ¢: f_l(B(O))x I » X tal gue ¢(x,0) = x
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y fo¢ =y . El lector comprobari que hB(X) = ¢(x,1) lo

cual prueba que hB es continua.

4.2. COROLARIO. Sea x € X Yy sea e c(1,¥) tal que

B(0) = Yo = f(xo) para cada B € f‘. Supongamos que exis

te una funcién continua J: Y - f tal que J(y) (1) V.

Si f tiene la propiedad (P) respecto a J y si X es

.

conexo entonces f es un homeomorfismo.

B(t)

DEMOSTRACION. Definamos y: J'x I - Y por y(B8,t)

Yy sea a::P-+X la aplicacidn constante a(R) = B(0) X ;

o)
entonces VY ,0 son continuas (Entamos considerando J4co-

mo subespacio de C(I,Y))y fa(B)= f(xo) =Y, = B(0)= y¢(B,0);
ademds la aplicacién t » yY(B,t) es justamente B y B ej'.
En consecuencia existe una aplicacién continua ¢: F'x I »X
tal que fo¢=y¢ (ver 4.1.); definamos g: Y > X por g(y) =
= ¢(J(y),1l), entonces g es continua y f£fgl(y) = w(J(y),1)=v

= J(y) (1) = y. BEl resultado se sigue de 1.6.

OBSERVACION. E1l corolario 4.2 fue deducido pensando en el

caso que Y es un espacio normado y j1= {By: y € Y} es de-

finida por By(t) = f(xo) + t(y - f(xo)), siendo J: Y +~F

dada por J(y) = By.
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4.3. DEFINICION. Sea M un espacio métrico y sea

f’c'C(I,M). Diremos que "M es simplemente .Pfconexo si

M es ['-conexo y si para cada B ¢ C(I,M) cerrada

(B(0) = B(1l)) existe una aplicacibn continua yY: I x I +M
verificando las siguientes condiciones:

a) y(s,0) =8(s) (s e I)

b) ¢(0,t) = ¥(1,t)(t € I)

c) @S: I ~»Y, ws(t) = p(s,t), estd en j‘ (s € I)

d s » w(g,l) es una aplicacién constante.

4.4. TEOREMA. Supongamos que X es arco-conexo y sea

53(:C(I,Y) una familia tal que Y es simplemente F -conexo.
Si f tiene la propiedad (P) respecto a _F entonces f es

un homeomorfismo.

DEMOSTRACION. Es suficiente probar que f es biyectiva

(porque f es homeomorfismo local) pero por 3.4 sabemos

que f es sobre. Sean ahora xo;x1 € X tales que f(xo)=

= f(xl) y sea a £ C(I,X) tal que a(0) = X, Y a(l) = Xqi
si B = foa entonces B(0) = R(l) y en consecuencia existe
una aplicaci6n continua ¢ : IXI » Y verificando las condi-

ciones (a) —(d) de la definicién 4.3. Por 4.1 existe una

funcién continua ¢:IxI -+ X tal que ¢(s,0) = a(s) vy

foo¢ = ¢ . Como s - Y(s,l) es constante se sigue de 1.3.
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que 8 + ¢(s,1) es constante; en particular ¢(0,1)= ¢{1,1).
Por otro lado £(¢(0,t)) = ¢(0,t) = ¢(1,t) = £($(1,t)) (teT)

y de 1.2 concluimos que ¢(0,t) = ¢(1,t) (t € I). Bn conse+

cuencia x, = a(0) = ¢(0,0) = ¢(1,0) = a(l) = x lo cual

ll
prueba que f .es inyectiva y termina la demostracién.

4.5. COROLARIO. Supongamos que X,Y son arco-conexos y que

Y es simplemente conexo. Si f es propia entonces f es

un homeomorfismo.

DEMOSTRACION. En la prueba de 3.5 se mostr§ que f tiene

la propiedad (P) respecto a C(I,Y). El resultado se sigue

ahora directamente de 4.4.

5.- REVESTIMIENTOS

Esta seccifn tiene por objeto poner de relieve las relacio-
nes entre la teoria de revestimientos y lo anteriormente ex
puesto. De hecho la teoria de revestimiento es un caso par
ticular de nuestra exposicifn. M3s relaciones ser&n encon-

tradas en los ejercicios.

DEFINICION. Se dice que - f:X + Y es un revestimiento si

para cada Y, € Y existe un abierto V de Y conteniendo

Y, tal que ffl(v) se expresa como una unifn disjunta,,

[jUE, de abiertosU, de X, cada uno de los cuales es aplica

do homeomorficamente por f sobre V.
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NOTA. Si f es un revestimiento entonces f es un ho -

meomorfismo local sobreyectivo.

5.1. PROPOSICION. Si f: X > Y es un revestimiento enton

ces f tiene la propiedad (P) respecto a C(I,Y).

DEMOSTRACION. Sean #: I » Y, a: A » X continuas (Ac I,

un intervalo) tales que f(a(t)) = B(t) (t € A). Supondre
mos que A = [a,b). Escojamos un abierto V de Y conte-
niendo B(b) tal que f-l(V) es una reunién disjunta de
abiertos Ui de X, cada uno de los guales es aplicado ho -
meomorficémente'por f sobre V vy escojamos ¢ ¢ (a,b)

tal que B8([c,b]) €V . Tomemos el abierto U; de X que
contiene a af(c) (Note que af([c,b)) C f_l(B([:b,c)) Cf_l('v))

y denotemos por fi: Ui > V el homeomorfismo obtenido de £

por restriccién, entonces v:[c,b] > X, y(t) f;l(B(t))

es una aplicacibfn continua que verifica y(c) al(c) vy
f(y(t)) = B(t) si ¢ < t < b. De 1.2 se sigue que a(t)= v(t)
si c <t < by en consecuencia a(t) - vy(b) cuando t+b.

Esto termina la demostracibn.

Como corolario a 3.4 y 4.4 obtenemos lo siguiente:

5.3. COROLARIO. Sea f: X > Y un revestimiento

a) Si Y es arco-conexo entonces f—l(yo) y f—l(yl) son
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homeomorfos cualesguiera sean Yor¥q € Y.

b) S8i X,Y son arco-conexos e Y es simplemente conexo

entonces f es un homeomorfismo.

.- UN TEOREMA DE HADAMARD

El objeto de esta seccifn es generalizar, a cierto tipo

de espacios métricos, un teorema de invertibilidad global
en espacios de Banach demostrado por Hadamard en 1906 en
espacios de dimensién finita. La versifn m&s general co-
nocida de este resultado puede ser encontrada en [2] p&gi
na 222. En.esta seccifn ser8 necesario distinguir las

métricas de los diferentes espacios métricos involucrados

en la discusién.

6.1. DEFINICION. Sea f: (P,d) » (Q,p) una aplicacibén con

tinua entre espacios métricos. Dado X, € P definimos

p(f(X) If(xo))

lip(f,xo) = lim sup
X>X d(x,xo)

OBSERVACION. (a) Supongamos que lip(f,xo) <+ _ Dado

e > 0 existe § > 0 tal que p(f(x),f(x))) < (e + lip(f,xo)]d(x,xo)
si d(x,xo) < §. En particular £f es continua en X

b) Sea (F,||||) un espacio normado y sea a: [a,b] > F

e [a,b]entonces lip(a t)) =

una funcién diferenciable en t,

= lfa'(to)ll.
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6.2. PROPOSICION. (Desigualdad del Valor Medio). Sea

(X,d) un espacio métrico y sean a: [a,b] > X, u:[a,b] > R
(a < b) funciones continuas tales que 1lip(a,t) < u(t)

(a < t < b). Entonces:

b
d(a(a), a(b)) < J u(s)ds.
a

.

DEMOSTRACION. Sea A el subconjunto de [a,b] formado por

aquellos elementos x tales que:

d(a(a), aly)) < u(s)ds + € (y-a) si y ¢ [a,x]

A
Sy
<

a

y observemos que a € A. Pongamos c¢ = sup A; es facil ve
rificar (hacerlo) que c e A y la prueba quedar§ conclui-
da si mostramos que ¢ = b. Supongamos ¢ < b; ya que

lip(a,c) < u(c) existe r > 0 (r < b-c) tal que
lu(t)-u(c) | < /2 y dlalc), a(t)) < [§+ u(c)] |t~c

si |t=c| <r. Dado t e [c, ¢ + r] se tiene

d(a.(a),a(t)) < d(a(a), a(c}) + d(a(c), a(t)) <

(o]

< € (c-a) + J u(s)ds + [ % + u(e)] (t-c) <
a
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< e (t-a) + J

(La filtima desigualdad se debe a que u(t)-u(c)- % <0
si c<t<c+r). Deagquf c+r ¢ A y esta éontra-

diccién da fin a la demostracién.

6.3. LEMA. Sea (P,d) un espacio métrico provisto de una

.

aplicacién continua (P,d) + [0,»), x > [x|, lo cual veri-
ficailx| <= |+ d(x,x ) (x,x € P). Sean a,be Rjac<b;
y sean a: [a,b? + P, ¢: [a,b) » nz,_k:[o,w) > [0,=) fun-
ciones cogtinuas tales que:

a) lip(a,t ) < k(la(t)]) 'si t, € [a,b)

b) k es creciente
) ¢ech, ¢(a) = Jala)| v k(s(t)) < ¢'(t), (te [a,b)).

Entonces d(a(s), a(t)) < ¢(t) - ¢(s) si a & s <t < b.

DEMOSTRACION. Ya que k(|a(a)|) = k(¢(a)) < ¢'(a) existe

A . o eE

c >a, ¢ <b, tal que k{(ja(t)]) < ¢'(t) si a<t<c,

asf 1lip(a,t) < ¢'(t) en [a,c) y aplicando la proposicién

6.2 obtenemos

d(a(s), a(t)) < ¢(t) - ¢(s) si a<s < t<c. (¥

Observe que si c < b entonces (*) es vilida si a<s <t<c.
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Sea A el subconjunto de [a,b] formado por aquellos c>a

tales que (*) es vélida para c y pongamos bO = sup A. De-
seamos probar que bo = b; supongamos que bO < b y note-

mos que (*) es v&lida con c = b, de aquf

d(a(b,), a(a))

| A

Ct(by) = d(a)

Yy en consecuencia

la(b) | < la(a) | + dla(b ), a(a)) < ¢(b)
Ya que k es creciente tenemos

k(la(bo)l) < k(b)) < (b )

lo cual implica la existencia de § > 0 (8 < b-bo) tal

que:

k(Ja(t)]) < ¢'(t) si b, < t< b +38

Aplicando nuevamente 6.2 deducimos gque

d(a(s),a(t)) < ¢(t) - ¢(s) si b <s <t <b+§

y utilizando el hecho que d(a(s), a(t)) < ¢(t) - ¢(s) si

a<s<tc< bO concluimos que (*) es v&lida con c=b_ + s.
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Esta contradiccifén termina la prueba.

6.4. NOTACIONES E HIPOTESIS. En esta seccifn (x,do),(x,dl),

(Y,d) ser&n espacios métricos. Supondremos que (X,do) est4
provisto de una aplicacién continua (X,d)) ~ [0,9,x~ | x|,
tal que |xo| < x|+ d, (x,x))  (x,x_ € X). f:(X,d4) ~ (¥,4),

h: [0,@) + (0,») denotar&n aplicaciones continuas tales que:

(H dl es mis fina que do' Es decir J:(X,dl) > (X,do) ’

1).
J(x) = x, es continua.

) si {gn} es, de Cauchy en (X,do) y si {f(xn)} es conver-
gente en (Y,d) entonces {xn} es convergente en (X,dl).

(H3) h es creciente vy J h(s)_lds = 4+ o ,
0

(H4) Para cada x € X existe r = r(xo) > 0 tal que

a(f(x),£(x)) > h(lx, N7t a (x,x ) si d_ (x,x,) < r.

OBSERVACION. (a) Sea x; € X entonces x -+ |x| = a, (x,x*)

satisface |x| < Ixo[ +d (x,x) (x,X_ € X)

b) si dO = d1 y (X,dl) es completo entonces (Hl) y (Hz)

son automaticamente satisfechas.

6.5. DEFINICION. Recordamos que una aplicacién f: (p,d) +(Q,p)

se dice Lipschitz si existe una constante M > 0 tal que
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p(E(x), £(x))) < M dlx_,x;) (x,,x € P).

El nmero M es llamado una constante de Lipschitz para
f. Es fécil verificar que el Infimo de tales M, denota
do lip(f) es también una constante de Lipschitz para f.
Denotaremos por Lip(P,Q) al conjunto de aplicaciones

Lipschitz de (P,d) en (Q,p). S
6.6. LEMA. Sean X, € X y B e Lip(I,Y) tales que B8(0) =
= f(xo). Entonces dado a ¢ IR existe una aplicacién de

1

clase ¢~ ¢ :.[a, ;) > [0, =) tal que ¢(a) = Ixol‘ y

1ip(8) h(e(t)) < ¢'(t)  (t > a).

DEMOSTRACION. Pongamos M = lip(B); por el teorema de

existencia de Peano ([3] pag 6) y el lema de Zorn pode-
mos asegurar la existencia de una aplicacién ¢: (c,d) + R
de clase c1 la cual es una solucibén maximal de la ecuacién

diferencial

y' = (1 + Mh(y), y(a) = |xo|

Aseguramos que d = + », En efecto ya que ¢'> 0 tenemos

.que - ¢(t) » + o si t +» d. Por otra parte, para cada
t ¢ [a,d) tenemos

t -1 $(t) -1
(1 + M) (t-a) = J h(¢(u)) "¢'(u)du = J h(u) “du -+
‘a ¢ (a)
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Es decir, (1 + M) (t-a) - +» si t » d, lo cual dice que

1 =+ o y da fin a la demostracifn porque

hod® + M ho¢o > M hoo

6.7.. PROPOSICION. Bajo las hip6tesis de 6.4 f tiene la

propiedad (P) respecto a Lip(I,Y).

DEMOSTRACION. Sea PR ¢ Lip(I,Y) y sea a: A - (X,d,)

(Ac I un intervalo) continua tal que fa(t) = R(t) (te A).

Supondremos A = [a,b). Por 6.6. sabemos que existe

¢ : [a,») » [0, =) de clase et otal que 4(a) = |a(a)! 4

]

o' (t) >Mh (¢(t)) (t > a, M = 1lip(8))

Usando H4 vy la continuidad de a: A ~ (X,do) podemos en -

contrar, para cada t_ ¢ A, un nfmero n(t_ ) > 0 tal que:

1

d(£(a(t)),flalt)) > h(lalt ) 7" d (alt), alt))

si |-t | < n(t,). De aquf
d, (a(t), alt))) < h(la(t ) |) @ (B(t), 8(t))) <M h(lalt)]) lt-t_|

si Jt-t_| < n(t)).
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Considerando a como una aplicacifn de A en (x,do) te-

nemos lip(a,t,) §'M11(|a(to)|). Aplicando 6.3. ( con
(p,d) = (X,d_), k = Mh) concluimos que dg(a(s), a(t)) <
< ¢(t) - ¢(s) si a < s <t <b, lo cual dice que

d_ (als), a(t)) <c |t-s| si a<s,t<b

L]

donde c = sup{¢'(s): a < s < b}.
Ya que f(a(t)) -+ B(b) cuando t » b podemos aplicar H,

para mostrar que a(t) tiene limite en (X,d;) cuando

t > b. Esto termina la demostracién.

Como corolario a 6.7 y 4.4. obtenemos una generalizacifn

de un teorema de Hadamard([ 2], pag 222).

6.8. TEOREMA. Bajo las hip6tesis de 6.4, supongamos que

(X,dl) es arco-conexo y que Y es simplemente Lip(I,Y) -
conexo. Si f:(x,dl) + (Y,d) es un homeomorfismo local

entonces f es un homeomorfismo.

Terminamos &sta seccibén dando una versibén diferenciable
del teorema 6.8. Es de hacer notar que las hip6tesis
a)-(d) del teorema 6;10 son implicadas por las hip6tesis
(Hl) > (H4) del teorema 6.8, pero que el reciproco proba

blemente no es cierto.

6.9. NOTACION. Sean (E, || |]), (F,]| || ) espacios de
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Banach y U C E un abierto no vacfo, Recordamos que
una aplicacién f:U - F se dice diferenciable en X e U

si existe una aplicacibén lineal continua L: E - F tal

que

Tﬁ [£(x, + ) - £(x)) - Th] > 0 si h >0

Esta aplicacién L, cuando existe, es finica y ser8 deno

tada por f'(x ). Se dice que f: U+ F es un difeomor-

fismo local si f'(xo) es invertible para cada x ¢ U.

6.10. TEOREMA. Sean (E, || HO) un espacio normado vy

(E, || Hl) , (F,]] |I) dos espacios de Banach. Sea

£: (E, L 11 > 7,01 1D

un difeomorfismo local de clase c1 Yy supongamos que
a) || ll; es ma&s fina que || ||
b) si {x } es de Cauchy en (E,IIHQ) y {f(xn)} es

convergente en (F,|| ||) entonces {x 1 es convergente

en (Erll ”1) .

Supongamos ademds que existe una funcién continua

m: [0,») > (0,») tal que

[s ]
c) m es decreciente e \I m(s)ds = + o
o)
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a |l £'(x) u || > m(| x| ) H uHO si x,u e E . Entonces
f es un difeomorfismo.

Para mostrar 6.10 necesitamos el siguiente resultado.

6.11. PROPOSICION. Bajo las hip&6tesis de 6.10, £f tiene

la propiedad (P) respecto a f'= {Bw: w e P}, Bm(t) = £(0)+

+ tw (0 < t < 1),

DEMOSTRACION. Sea w ¢ P y sea a: A »> (E,]| ||1) una apli

cacién continua (A C I un intervalo) tal que f(a(t)) =

= £(0) + tw . Supondremos A = [a,b). Del teorema de la

funcibn inversa se sigue que o es diferenciable y por la

regla de la cadena obtenemos f'(a(t)) a'(t) w. Aplican-

do la hip6tesis (d) concluimos que ||a'(t)||O < K(Ha(t)Ho)
donde k(t) = Ilwllm(t)_l. Razonando como en la prueba de
6.7. podemos concluir que a(t) tiene limite en (E, || Hl)

cuando t + b, lo cual da fin a la demostracibn.

PRUEBA DE 6.10. Del teorema de la funcién inversa se sigue

que £ es un homeomorfismo local y el resultado se sigue

aplicando 4.2 (6 4.4.).

OBSERVACION. Cuando || ”o =|||h en 6.10, recuperamos el

teorema de Hadamard ([ 2] pag 222).
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/.- APLICACIONES

Esta secci6bn ser§ dedicado a aplicar el teorema 6.10 al
estudio de existencia y unicidad de soluciones peribdicas
de ciertas ecuaciones diferenciales ordinarias. En 1lo
que sigue (H, <, >) denotar&i un espacio de Hilbert y si

X € H pondremos |lx||2= <X, X> . .

7.1. NOTACIONES. En lo que sigue f: IRx H » H denotar$i

una funcibén continva y T denotard un nfmero real positi

vo. Supondremcs que:

a) f(t+7,x) = £(t,x) (t e R, x & H)

b) Existe la derivada parcial %5 : Rx H~»> L(H) y es

continua. (Aqui L(H) denota el espacio de aplicaciones 1li
neales y continuas de H en si mismo provisto de la norma

usual) .

Denotaremos por ck(T,H) (k > 0 un entero) al espacio de las

aplicaciones x: R+ H de clase ck que son T-peri6dicas
(x(t+T) = x(t)). Si u € c°(T,H) pondremos || u||o =

:te R}y si uce ck(T,H) definimos

= sup{|| u(t) |
u = max{|| u(d) : 0 < i < k} (Aqui u{®) genota 1a
k 0 - -
i-ésima derivada de u).

Recordamos que c®(T,H) con la norma u - ||uH]< es un espa-

cio de Banach.
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7.2. TEOREMA. Supongamos que existe una funcién continua

y decreciente m: [0, ©) + (0, ») 'tal que
2
| < == (t,x)u, u > | >m(|[x|]) [Jul

oo
si x,u e H. Si J m(s)ds = + » entonces para cada
0 .

P e_co(T,H) la ecuacibn x' = f(t,x) + p(t) posee una Gni

ca solucién T-periédica.

DEMOSTRACION. Sea S: (cl(T,H), || Iy - (c®(T,H), || l,) de

finida por S(x) (t) = x'(t) - f£(t,x(t)). Bastar8 mostrar
que S es un homeomorfismo. Observemos ahora que S es

de clase c1 y que S'(x): (cl(T,H),H Hl) -> (CO(TJﬂ,H HJ

viene dada por

S'(xur t > u'(t) - 4= (t,x(t))ult).

Dada u € c(T,H) escojamos t, € R (de hecho t_ ¢ [0,T])

tal que |lull = Il u(t )|l , entonces ¢t  es un miximo de

la aplicacién t > || u(t)H2 y de aqui <u(t ),u'(t)) > =0.

De aquil

ls' xyu |l Hull) > | <(s' (x)u) (£), ult,) > |

| < 3L (t ,x(t ))u(t ), u(t) > | >
oxX o] o) o] o} -
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2 2
>l xte) ) lace) 1% 2wl =l ) Hull?

En consecuencia
| s (x) u|h) > m(l[x]lo) {u]lo si xX,u € cl(T,H) y las

hip6tesis (c) y (d) de 6.10 son verificadas; ademds S' (x)
es inyectiva, pero es bien conocido que en este caso §'(x)
es un isomorfismo (ver [ 5]). Luego S es un difeomorfis
mo local de clase cl

Si {xn} es una sucesifn de cl(T,H) la cual converge uni-
formemente a x € cO(T,H) y si {xé - f(.,xn)} converge uni
formemente a w ¢ cO(T,H) entonces {xﬁ} converge unifor-
memente a w + f(.,x). De aqui {xn} converge a X en

I ”1 Yy prueba la hipStesis (b) del Teorema 6.10. Para

aplicar 6.10 y termimar la demostracifn basta observar que

Il < 0l

7.3. TEOREMA. Supongamos que existe una funcién continua

y decreciente m:[0, =) + (0,») tal que

< L emuu> < -ndxlh full?

[e ]
(x,u € E), S1 J m(s)ds = + » entonces, para cada p ecP(TJn,
0
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la ecuacién x" + f(t,x) = p(t) admite una fnica solucién

T-periédica.

DEMOSTRACION. Sea S: (c°(T,H), i,y = (¢’ (T,H),]|| HO)

definida por S(x){(t) = x"(t) + f(t,x(t)), entonces S es

de clase ¢ v §'(x): (c (T,H), " HZ) > (cJ(T,H),iﬁllq) vie
, " of .

ne dada por S'(x)u: t - u"(t) + e (t,x(t))ult).

" 2
Dada u = c”(T,H) sea t, el méximo de ¢(t) = % ]h(tﬂlz,

entonces ¢'(to) =0 vy @"(to) < 0; pero @"(to) =
u'(to)i{2

+ <ualt)), u'(t)) >, asi que

A

u(t ), u"(t ) > < 0. En consecuencia

HS'(x)uHO Hu]§o > =< (s'(x)u) (t ), ult) > >

)12

| v

2
m(l e 1) Nae 12 > millxll) 1ace,

m( [l x| ) [ qu , asi que

Il 8" (x)u lh) > m(llxlk) llu|h) si x,u € CZ(T,H).

Igual que en la prueba de 7.2 deducimos que S es un di-
feomorfismo local de clase c1 el cual satisface las hip6-

tesis (a), (¢) y (d) del teorema 6.10. (observe que Hoi l Hz).
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Supongamos ahora que {xn} es una sucesibn de c2(T,H) la

cual converge uniformemente a x ¢ cO(T,H) y tal que
{ X; + f(.,xn)} converge uniformemente a w e c° (T,H). En
tonces {x;} converge uniformemente a z = w - £(.,x) vy

utilizando la f&rmula de Taylor

(T :
xn(T) = xn(O) + TxI;(O) + JO(T-t) x;(t)dt

Concluimos que

T
x! (0) =+ % [x(t) - x(0) - jO(T—t)z(t)dt]

Ahora es f4cil deducir que {xé} converge uniformemente a
algin elemento y ¢ c®(T,H) y de aqui {xn} converge a
X en ||||2. Esto prueba que S satisface la hip&tesis

(b) del Teorema 6.10 y da fin a la demostracién.

EJERCICIOS

EJERCICIOS 1

1) Una funcién continua f: X - Y se dice localmente inyec-

tiva si para cada X, € X existe un abierto U de X

conteniendo X, tal que la restriccién de £ a U es
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inyectiva. Pruebe que 1.2 y 1.3 permanecen v&lidos si

f es localmente inyectiva.

Una funcién continua f:X > Y se dice localmente inver-

tible a derecha (L.I.D.) si para cada x, € X existe

un abierto V de Y conteniendo y_ = f(xo) y una

aplicacién continua g:V - X tal que g(yo) =Xy

‘g £(g) =y para cada y e V.

a) Si f es (L.I.D.) pruebe que f£f(X) es abierto en

Y.

b) Pruebe que f es un homeomorfismo local si y so-

lo si f es localmente inyectiva y (L.I.D.).

c) Supongamos que f es L.I.D. y propia; si Y es

conexo pruebe que f es sobre.

d) Supongamos que f es (L.I.D.) y que existe una
funcibén continua g:Y¥Y + X tal que gof = identidad.
Si Y es conexo pruebe que f es un homeomorfis

mo.

De una prueba con todos los detalles de 1.8.

EJERCICIOS 2

De una prueba a la nota 2) de la definicion 2.1.
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Pruebe la proposicién 2.4.

D& una prueba a la nota de 2.5.

Una familia Fc:C(I,Y) se dice completa si

(1)

(i1)

J* contiene todas las funciones constantes '

B*eﬂﬂ si R ¢ j1 Y

(iii) By%B € F osi B, r By e F oy B, (0) = 30(1.).

.a)

(i)

Sea fg C C(I,Y); pruebe que existe una Gnica fa

milia completa [‘Fg] < C(I,Y) tal que

fo € 151

(1i) sSi Q C C(I,Y) es completa vy f; C"_j entonces

[f1c 4.

(Esto es, fji)] es la m&s pequefla familia completa

que contiene a f;).

b)

c)

Sea f: X > Y continua y Feco(,y) completa ,

pruebe que le(.P) es completa donde £, : C(I,X)~>
+ C(I,Y) viene dada por f,(x) = fox ., si

-Fo € C(I,Y) muestre que [f:l(}‘o)] < f:l([ f'o 1)

Sea f: X > Y un homeomorfismo el cual tiene 1la
propiedad (P) respecto a jg € C(I,Y). Pruebe que

- ] 1 .
f tiene la propiedad (P) respecto a [}O]. Ayuda:

Observe que la familia 4 = {g ¢ C(I,Y): £  tiene
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la propiedad (P) respecto a R} es completa.

1)

2)

EJERCICIOS 3

Supongamos que f: X > Y es localmente invertible a
derecha (L.I.D.) y sean B8 e C(I,Y), X, € X tales

que f(xo) = B(0). Si f tiene la propiedad (P)res

.pecto a B pruebe que existe a e C(I,X) tal que

a(0) = X,y foa = B . (Ayuda: Ver demostracién de

3.1.) 'En este caso se dice que f tiene la propie-

dad de levantamiento respecto a B. Proceda como en

3.4. para concluir que si f tiene la propiedad (P)

respecto a Fc:C(I,Y) y si Y es .chonexo entonces

f es sobre.

Sea M un espacio métrico y sea Fe C(I,M) una fami-

lia completa. Pongamos m, v m, si existe B8 ¢ tal

que B(0)

m, Y B(1) =’ml .

a) Pruebe que la relacién ~ es de equivalencia.
Denotaremos por HO(M,,f) al cociente de M y por
[m] a la clase de M por esta relacién. También
hacemos notar que M es f -conexo si y s6lo si

HO(M,J') se reduce a un elemento.
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b) S8i f: X > Y es continuay f<C(I,Y) es comple
ta, pruebe que se tiene una aplicacién bien defi

nida IIO(f,.F): HO(X,f;l(J')) +> IIO(Y,J-") median
te [x] > [£(x)]. Agquf f,: C(I,X) > C(I,Y) es .
definida por f, (a) = foa).

c) Supongamos que f: X > Y tiene la propiedad de

levantamiento respecto a una familia j’c(HI,Y).
Pruebe que f es sobre si y sblo si Ho(f,J‘) es
sobre.

Sea 8" ={x e R : || x|l=1}; aqui n>1 y

[|xl]| es la norma euclidea de x. Pongamos

D" = {x ¢ R": Il x|| < 1} ; 8" = p" - s"" 1. sean
o: "7 » g1 £, p® » R®  aplicaciones continuas ta
les que:

n-1

(1) f(x) = ¢(x) si x e S,

(ii) La restriccibn de f a Bé es un homeomorfis-

mo local. Supongamos n > 2.

n

a) sSi existe x_ € B" tal que |[£f(x))]|/> 1 pruebe

0
que £(MDM) 2 U =1{x¢e R': || x|]|> 1} (ayuda: da-

do y e U sea B: I » U una curva continua con

B(0) = f(xo) y B(1) = y; pruebe que existe
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a: I » B" tal que a(0) = x_ , foa =B, a conti-

nua) .

Vea que (a) es una contradiccién y concluya que

£(B") ¢ 8" En particular £(p") < p".

n
Sean X 1 Y s yls:B tales que f(xo) =Yy, Y sea

B: I ~» B" continua tal que R(i) = Vi i=20,1.

.

. . . n
Pruebe que existe una finica curva continua a: I + B

tal que a(0) = X, Y foa = B. Es decir, g:Bn-+Bn,

g(x) = £(x) tiene la propiedad (L.U) respecto a

c(1,8™; en particular g tiene la propiedad (P)
respecto a C(I,Bn). Utilizando 4.4 concluya que g

es un homeomorfismo.

Sean Xor ¥, € Bn, Yy, € Sn_1 , B ¢ C(I,Dn) tales

que B(0) = f£(x) =y_, 8(1) =y; v 8 ([0,1) <38,

0

(Por ejamplo B(t) = (1-t) vy, *+ tyl). Pruebe que exis

te una finica o ¢ C(I,Dn) tal gue «a(0) = X, Y

-1 -
foa = B. Concluya que f£- (yo) y f~l(yl) son homeo
morfos cualesquiera sean Y r ¥y E D". Use este he

cho para mostrar que £:dD" > D" es un homeomorfis-
mo. (Note que por la parte (c) f—l(y) se reduce a

un punto si y e BM).
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Sea f:[a,b] - IR una funcidén continua tal que la res

triccién de f a (a,b) es un homeomorfismo local.

Pruebe que £f es un homeomorfismo sobre un intervalo

[c,d] de R. (Ayuda. Proceda como en el ejercicio 3).

Sea n > 23un subconjunto A C Rr" se dice de Jordan

si R' - A es la reunién de dos abiertos disjuntos A

Ae tales que:

(1) Ae es arco-conexo,

(ii) A; es acotado y arco-conexo,
s e - C u =~

(iii) A € Ae(q Ai y

(iv) Dados y_ € A; ey, € A existe o e C(I,Ki) tal

que af(0) =y , a(l) = vy Y ¢ ([O,l)); A,

o)
Sean A,B C Rr" subconjuntos de Jord&n y sean

¢: A > B, f: Ki > R" aplicaciones continuas tales que

f(x) = ¢(x) (x € A) y la restricciébn de £f a A; es

un homeomorfismo local. Pruebe que f aplica Ki ho

meomorficamente sobre Bi si Bi es simplemente conexo.

NOTAS. (a) Si A es de Jordan entonces A = Kif\'ie

es compacto.

(b) Si A es homeomorfo a s™1 entonces a es de

Jordé&n.
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Toda hipersuperficie compacta y conexa de R" es un

subconjunto de Jordén.

1)

2)

3)

EJERCICIOS 4

D& una prueba m&s detallada de 4.1 en lo concerniente

a la existencia de los abiertos Ul""’Un y la parti-

0 1 n

cién t_ = 0 < t, <....< t = 1.

En el caso P compmcto de otra prueba de 4.1 utilizan

do 1.8, 2.6 y 3.1.

Sean M un espacio métrico, m_ €M , Fec(,m una

familia completa. Pongamos 29I {0,1}; diremos que

a ray € c(1I, °3I), (M,mo)) (ver 1.7.) son }’-equivaleg
tes, denotado o v oy (F), si existe y: IXI » M

continua tal que:

i) Y(s,j) = aj(s), j =0, 1; s € I.

ii) y(0,t) p(l,t) = X (t e I) y

iii) t > y(s,t) estd en F' para cada s € I. (Esto
equivale a decir que existe una aplicacibén conti-

nua A:I + C((I,31), (M,mo)) tal que:

1) A(J) = aj ’ J = 0,1;

ii) A(t)(0) = A(E) (1) =x_ , t el y
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t ~ A(t)s estd en §' para cada s e I).
Pruebe que oy v a4 (') es una relacién de equi
valencia en C((I,3I), (M,mo)). El conjunto cocien

te de este conjunto, por la mencionada relacién ,

ser& denotado Hl(M,mO,.F ) y [a] denotars la cla-
se de un elemento o: I - M continua con .

a(0) = a(l) = m .
NOTA: Cuando £ = C(I,M) el conjunto nl(M,mo,}' )

es denotado por Hl(M,mo)

Pruebe que se tiene una aplicacién bien definida
n, Mm Jx 1, M,m s 1) > 0 (M,m LS

(Lal., (8D — [el«le]
mediante [a] » [B8] = [a * 8] .

NoTA. si J'= C(I,M) entonces el producto
[a]  [8] define una estructura de grupo en T (M,m_)

cuyo elemento neutro es la clase de la aplicacién
constante «af(t) = X, ¥ el inverso de un elemento

[6] de T, Mym ) es [B*¥]. (ver [4] 6 [ 7]).

Sea f: X + Y wuna aplicacidén continua y sean
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x, e X, vy, = fix ). Si Feccz,r) es una familia

completa psesbe que se tiene una aplicaci8n bien
Sefimtdn £y N (x,, £, (P)) + I, (T,y,, F) ma=

diante [a] + [foa]. Pruebe también que

£olla,l* [y = £4([a D * £4({ay ] .

WOTA: S1 f'= C{I,Y) entonces f£;l(ff) = C(LX) y

————

fy b» un howcworfismo de grupos.

Sea f: X+ Y un homecmorfismo local el cual tiene
la propiedad (P) respecto a una familia completa }'
C €1,.Y). Prusbe cue

f': lla'xoile(r)) g ll(ylyo'!’ ), yn :l:Af(xo)

es inyectiva cualguiera sea x, € X IAzuda: Use 4,1,
1.2y 1.3].

Sean f y j‘ como en el ejercicio 4 precedente y‘

supengamos que la aplicacidn f#, de ese ejercicio ,,
es biyectiva para algln x, €X. 81 X es areo—co-;
saxt ¢ Y es J -conexo pruebe que f es un homeomor
fismo (Ayoda: Use 4.1 y la técnica de 4.4. para pmo
baxr que £71(y_) se reduce a un elemento y aplique 3.4.)
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EJERCICIOS 5

Sea f: X - Y un homeomorfismo local propio; si Y

es arco-conexo pruebe que f es un revestimiento
[Ayuda: Use 3.5.].

Pruebe que f: IR -~ Sl = {(x,y)e 322: x2+y2 =11} ;

[y

f(t) = (cost, sent); es un revestimiento. Dado

‘m e (0,1) pruebe gque para cada t, € IR existe un

abierto U de IR conteniendo t, tal que

£t - £(t)[] > m [, -t

17

cualesquiera sean tl,t2 € U.

Sea f: X + Y un revestimiento tal que X,Y son ar-
co-conexos. Pruebe que f es un homeomorfismo si vy

s6lo si f#: Hl(x,xo) > Hl(Y,yO); Y, = f(xo), es un

isomorfismo para algfin X, €X

EJERCICIOS b

Sean P,Q,R espacios métricos

a) S8i fe Lip(P,Q) v g e Lip(Q,R) pruebe que
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gof ¢ Lip(P,R) y que 1lip(gof) < lip(qg) 1ip(ff

b) Muestre que lip(g of,xo) < lip(g,f(xo))lip(f,xo).

Supongamos que X es Lip(I,X)-conexo y definamos

p: X x X -+ fo,w) mediante
p(xo,xl) = inf {lip(a): ae lip(I,X), a(0)= go,a(i)=xl}

Pruebe que p es una métrica en X con p > d. [Azuda:
para probar la desigualdad triangular sean X XXy € X
tales Que

p(xo,xl) >0 vy p(xl,xz) > 0.

Defina

a = p(x,,xq) [olx_ ,x;) + o(xl,xz)]_l

y note que a ¢ (0,1). Dadas o, B € Lip(I,X) con

a(0) = X a(l) = X1 B(0) = Xq B(1l) = Xy definase

Y: I -+ X mediante
t .
a( 3) si 0<t<a

y(t) =

I A
rr
A .
=

t-a .
B(I:E) si a
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muestre que Y € Lip(I,X) y que

1
lip(y) < max {; lip(a), T%E lip(B)}

NOTA: Si X es un subconjunto convexo de un espacio

normado (E, || || ) y si d(x,y) = || x-y|| entonces X
es Lip(I,X) - conexoy p =d (Probarlo). .
"Sea f: X » Y continua
a) Use 3.2 para mostrar gque
d(f(a(l)), £(a(0))) < sup {lip(f,a(t)): t e I} lip(a)
para cada o ¢ Lip(I,X).
b) Si X es Lip(I,X) - conexo y X 1%y € X. Concluya
que
d(f(xy),£(x)) < sup{lip(f, x): x ¢ X} px,,xq)
donde p es como en el ejercicio 2 precedente
c) Si X es Lip(I,X)-conexo y si lip(f,x) = 0 para cada
x € X pruebe que f es constante.
d) Sea (X,d) un subconjunto convexo de un espacio nor-

mado (E,|| || ) tal que d(x,y) = || x~y]l . Pruebe que

d(f(xy),£(x)) < supllip(f,x + txx)): te I}||xlfx0”
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cualesquiera sean X 1Xy E X.

D& una prueba detallada de 6.7 en lo concerciente a
la existencia del limite de a(t) en (X,dl) cuando

t > b

EJERCICIOS 7

[y

n

Sean f: R x r" + R , £(t,x) = (f1~(t,x),...fn(t,x)),

y T > 0 tales que:
i) f£(t+7,x) = f(t,x) ; t € R, x ¢€ r" .

af

n
ii) Existen las derivada parciales 3;5 : Rx R® » R

y son continuas (1 < i, j < n).
ili) Existe una funcién continua decreciente
m: [0,») > (0,®)
tal que

j m(s)ds = + «
0

y
3 | x|| ! gfi
—l (t,x)| > m({ x{|) + l (t,x).
9% - i#j 1%y

(t e R, x ¢ RY) , ||x] = max {Ixi ;3 1 < i < n}
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si x = (xl,...,xn). Pruebe que la ecuacién diferen-
cial x'= f(t,x) + p(t) posee una fGnica solucibén T-pe

ri6édica para cada p ¢ cO(T,HJI) [éxgg_: En co(T,n¥U
considérese la norma.flvfha= max{[vifo: 1 <1i<n}si
v(t) = (vl(t),...,vn(t)). En ck(T,H¥1) considérese

la norma ||v|& = max{||v(i)||o, D < i < k}. Definase
_‘S como en la prueba de 7.2. Dada vV en CO(T,Hfl) ’
vit) = (vl(t),...,vn(t)) escbjase, j ,1 < 3j <n y

t, e,[O,T} tal que IIVHo =|Vj(to)| y note que

vile) =0 si v # 0].
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