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INTRODUCCION

E1l objetivo del presente trabajo es mostrar el empleo de algunas
técnicas del Andlisis Funcional no Lineal (Métodos Alternativos, Teo
ria del Grado, Métodos de Operadores Monétonos), al estudio de 1la
ecuaciodn

Ao - Ké + Fo =0 (*)

donde ¢ € H - Hilbert, [K un operador lineal, compacto y autoadjun

to, F monétono.

En la literatura las ecuaciones \F(x) = 0, [ mon6tono y
X +“E/F(x) =0, B positivo, F - monétono estan ampliamente estudia-
das. Por ejemplo los detalles de dichas ecuaciones se pueden encon-
trar en [3] y [13], con aplicaciones a ecuaciones integrales no 1i

neales de tipo Hammerstein.

La idea de considerar ecuaciones del tipo (*) es cercana al pro-

blema planteado por Gustanfson y Sather en [16].

La idea central de este trabajo es descomponer la ecuacibn (*),
en ecuaciones mds sencillas (esto se hace en el capitulo 1) y reducir

todo el problema a una ecuacidén finito-dimensional (capitulo 5).

En el capitulo 6, con estos métodos, resolvemos un tipo de ecua-

cién integral no Tineal. En el capitulo 7, aplicamos estas ideas a
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.. . n
una ecuacidén no lineal en R

En el Capitulo 0, estdn expuestos de manera informal las herra—

mientas del andlisis que utilizamos. Por 1o tanto es un capitulo que
no pertenece a 1o0s resultados mismos del trabajo y ha sido agregado -

en aras de la completitud de Tas notaciones y referencias.

Se indica en el capitulo 8, algunos problemas abiertos que a mi

modo de ver, ameritan atencion.



cAPITULO O

PRELIMINARES

SECCION 1: Teoria del Grado
En nuestro trabajo nos encontramos con la necesidad de resolver Ta si

guiente ecuacidn: o(x) = 0 donde ¢ : U » Rn es una funcidn continua
y U es un abierto en R".

No dispondremos de propiedades de diferenciabilidad de o, y por lo
tanto necesitamos Teoremas que nos den existencia de soluciones de
d(x) = 0 para & continua. En este sentido una buena herramienta -
la constituye la Teoria del Grado que brevemente exp]fcamos a conti-—

nuacidn, omitiendo los detalles de las demostraciones.

Sea U wun abierto acotado en Rn. Anotaremos por Cw(U,Rn) el con-—

n

junto de las funciones f : U > R infinitamente diferenciables.

T n

Por C(U,R") el conjunto de funciones f: U - R" continuas, (0 es

la clausura topolégica de U en R").

sea f e C(U,R™) A ¢ (u,R") y a un valor regular de flU’ a ¢ f(au)

(3U = U\U, a ¢ R" es valor regular de f si para todo p e f'l(a)

se cumple Df(p) es sobreyectora), entonces es fdcil mostrar que

f"l(a) es un conjunto finito. Esta sencilla observacién, permite in



troducir para los valores regulares de f a con a ¢ f(aU) el ni-

-mero entero

d(f, U, a) = z Sign det | Df(x) |
xef'l(a)

que denominaremos grado de la aplicacion f respecto al abierto U y
al punto a. La existencia de suficientes valores regulares viene da-
do por el Teorema de Sard que asegura que la medida del conjunto de
los valores que no son regulares, y la medida del conjunto f(3U) es
cero. Ver [2].

La definicidn anterior estda planteada para funciones de clase Cw, si
ahora f ¢ C(U}mn) y a es un valor regular de f con a ¢ f(dU) sa-
bemos que existe f, € Cw(Uan)f\ c(U, Rn) con f_ > f uniformemen-
te (tal sucesibn existe por los teoremas de aproximacién de Stone-Weiers

trass). Entonces definimos

d(f, U, a) = 1lim d(fn, U, a).

n+oo

Respecto a la justificacidon de ésta definicién y demds propiedades, -

invitamos al lector a consultar [2] y [10].

Destacamos de d(f, U, a) 1la siguiente propiedad que utilizaremos de

inmediato:



Invariancia por Homotopia:

Sean f, g ¢ c(U}m"), Ue R" abierto acotado, dos funciones con 1la
siguiente propiedad
"Existe h e C(Ux[0,1], R") tal que h(x,0) = f(x); h(x,1) = g(x);

h(x,s) # a para todo x € dU, para todo s € [0,1]" .

entonces d(f, U, a) = d(g, U, a). (h se denomina homotopia entre
fya)/. Ver [2].
TEOREMA 1:

Sea U wun abierto acotado en Rn, 0OeUlVUy f:U-~> Rn una funcidén -

continua con (f(x), x) > 0 si x € 9U, entonces existe X, € U tal

N M
>
<
N

((x,y) denota el producto escalar en R", (x,y) =

DEMOSTRACION:

Sea I(x) =x, 1 : U > Rr".

La funcién h(s,x) (1-s) I(x) + s f(x), constituye una homotopia en

tre I(x) y f(x).

Ahora para todo x € 3U tenemos que (h(s,x), x) = (1-s)(x,x)+s(f(x)},x) > O
y asi d(I, U, 0) = d(f, U, 0). Pero d(I, U, 0) =1 (porque 0 € U),
y esto significa que f'l(O) # ¢. (Caso contrario d(f, U, 0) =0). /.



Seccién 2: Operadores Mon6tonos

Acda daremos algunas definiciones y propiedades, de operadores en espa
cios de Hilbert, las cuales utilizaremos a lo largo de nuestro traba-
jo. Trabajaremos en un espacio de Hilbert real, < , > denota el pro-

ducto interno en H.

Comenzaremos sefalando que un operador lineal, A : H > H en H espa

cio de Hilbert, se dice:

POSITIVO si <Ax,x> > 0 para todo x e H.

ESTRICTAMENTE POSITIVO Si <Ax,x> > 0 para todo x ¢ H y <Ax,x> =0

solo si x = 0,

Dado A : D(A) ¢ H > H un operador (en general no lineal) diremos que

es:

COERCIVO si <Ax,x> > Cc(lIx||) |lIx|| donde ¢ :[0,+=) » R
es una funcidn tal que C(t) » » si t > + o
(!x!| es la norma inducida por el producto inter-
no de H).

MONOTONO Si <Ax - Ay, x-y> >0 para todo x, y € D(A).

ESTRICTAMENTE MONOTONO Si <Ax-Ay, x-y>> 0 para todo x, y € D(A) y

<Ax-Ay, x-y >= 0 solo si x = y.

FUERTEMENTE MONOTONO Si <Ax-Ay, x-y> > 8(|[x-y[|) |[x-yl| para todo x,ye D(A)



donde & ; [0,+~) > [0,+») es tal que

§(t) » +® si t->+o y §(t) =0 implica -

que t 0.

Utilizaremos con frecuencia el siguiente

TEOREMA 1: .
Sea H wun espacio de Hilbert y T : H > H un operador continuo. Su
pongamos que el par de vectores U v_e H satisfacen 1a inecuacidn

o’ o

<Tu - Vo> u-u0> > 0 para todo U e H (1)

n u. = v_.
entonces T o o

DEMOSTRACION:

Supongamos que Tuo # Vo Entonces existe z ¢ H, z # 0 tal que

1
C<Tu - v sz > > g ezl e - v >0 (2)

Como T es continuo en H se tiene que dado ¢ = % IITUO - voll > Q

existe t > 0 suficientemente pequefio, tal que
1
| <T(u-tz) - T ), 2> | <ellzl] = 3 |12l] [T - v (3)

Ahora pcr (1) podemos escribir, escogiendo U = UO - tz,

<T(uo~tz) - Vg (U -tz) - u > = < T(u -tz)-Tu ,-tz>+< T -v s> -tz> > 0.



Asi, tomando en cuenta que t > 0 se obtiene
<T(u0 - tz) - Tuo, -z > > <Tu0 - Vs 27
y de (2)
1
< - - > > - = -
T(ug-tz) - T(uy)s 2> > [<Tu-v , z > | >3 [lzl] [ltu - v [

1o cual es contradictorio con (3).

Luego Tu0 = V- /.

Ahora, mencionamos algunas propiedades topoldgicas: Una familia de

conjuntos en un espacio topoldgico se dice que tiene la Propiedad de

Interseccién Finita (P.I.F.) si cualquier subfamilia finita tiene in

terseccidn no vacfa.

Un espacio topoldgico es compacto si y solo si cada familia de cerra-
dos que satisface (P.I.F.) tiene interseccidén no vacifa. Para los de-

talles de este aserto invitamos al lector a consultar [4].

Un ejemplo necesario para nuestro trabajo, de una familia de conjuntos

que satisface (P.I.F.) es la siguiente.

Sea H wun espacio de Hilbert y consideremos la bola

D, = {xeH: [|Ix]| <rl.

Definamos



Ho(r) = Ly e D : <G(x), x-y> >0} (4)

donde x € H es fijoy G : H - H es un operador tal que
< G(z), z>2>0 sillzll>r. ' (5)

Es facil mostrar que Hx(r) es un conjunto cerrado y convexo en H,

es decir, es un conjunto débilmente cerrado (Teorema de Mazur). Ahora,
si exigimos que G sea un operador mon6tono y continuo y ademds sa-

tisfaga la condicidon que

exista M > 0 tal que si x> M, <G(x), x> >0 ' (6)

entonces existe r = r(M) > 0 tal que la familia de todos los conjun
tos Hx(r) (x variando en H) &es una familia de conjuntos débilmen-
te cerrados que satisface (P.I.F.), Para los detalles de esta afir-

macién ver [3, Cap. VI].

TEOREMA 2:

Sea. F : H> H un operador mondétono, continuo en H espacio de Hil

bert que satisface la condicidn siguiente:

Existe MeR, M > 0 tal 'que para cada x € H con [[xI] > M,

<Fx, x > > 0. Entonces existe solucién de la ecuacién F(x) = 0.

CMOSTRACION:

Del ejemplo anterior tenemos que existe r = r(M) > 0 tal que 1la fa-



milia Hx(r) = {y ¢ D. : < Fx, x-y >> 0} (x € H) es una familia de

conjuntos débilmente cerrados que satisface (P.I.F.)

Ahora, viendo a D, = {x e H : [[x][| < r} como un espacio topoldgi-
" co (DWI) siendo Tt la topologia inducida por la topologia débil

de H, y tomando en cuenta que toda bola Dr en un espacio reflexivo

de Banach es débilmente compacta; se tiene entonces que el espacio

(Dr’T) es compacto.

Ahora de la compacidad, deducida, obtenemos que la familia Hx(r) (xeH)
tiene interseccidn no vacia, es decir existe y = X, € Dr tal que

<Fx, x - Xo > 2 0 para todo x ¢ H. Del Teorema 1, de esta seccidn,

se obtiene que F(xo) = 0. (<Fx =0, x =x_>>0=>0=F(x)). /.

o]

TEOREMA 3:

Sea F : H~=*>H un operador mondétono, continuo y coercivo en H espa-

cio de Hilbert. Entonces el operador F es sobreyectivo.

DEMOSTRACION:

Como F es coercivo existe una funcién & : [0, + ») = R tal que

§(t) > »(t >+ ) y <Fx, x>> &(|IxI]) [Ix|I.

Consideremos ahora la aplicacidn Gv(x) = F(x) - v donde v € H es

arbitrario, pero fijo.



Es evidente que GV estd bién definida y ademds es continua y mond-

tona por serlo F.

Ademés <Gv(x),x> = <Fx-v,x> = <Fx,x> = <v,x>> S(}{x||) |Ix|| - [|vl]IIx]].
AsT <G, (x), x> > (8(Ix[ 1) = 11Vl 1Ixl]. .
Luego, 1lamando B(||x|]) = s(lIx||) - |lvll, tenemos que
B(|Ix]]) » + si |]|x]|] = + =, luego existe M, > 0 tal que

<Gv(x), x > >0 si |lx|]] > M, -

Esto dice que GV satisface la hipétesis del Teorema 2 de ésta sec-

cidn. Asi existe solucién de Gv(x) = 0, es decir existe x € H tal

que F(x) = v. Luego Gv es sobreyectivo. /.

SECCION 3: Operadores Compactos

En esta seccion, de manera informal, sefialaremos algunas propiedades
fundamentales, de los operadores compactos que utilizamos en el trans

curso de nuestro trabajo.

Sea H un espacio de Hilbert. Diremos que un operador [K: H > H, -
lineal acotado, es compacto sii dada una sucesién (fn)c H acotada,

entonces de la sucesidn (U(fn) podemos extraer una subsucesién con-

vergente en H.
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Dado K : H » H un operador compacto en H espacio de Hilbert y una

sucesidn { f '} de autovectores ~linealmente independientes corres-—

n

pondientes a algin autovalor u # 0, es decir K fn u fn para todo

n, entonces | fn} contiene un nidmero finito de elementos.

Si K : H~>H es un operador autoadjunto en H entonces todos 1los
autovalores de [K son reales, ademds que todas las autofunciones -

correspondientes a distintos autovalores son ortogonales.

Una propiedad importante es la siguiente, dado K : H > H un opera-
dor compacto en H espacio de Hilbert entonces al menos uno de 1los
valores + || K || es un autovalor de [K. Esto nos asegura la exis-

tencia de un autovalor no nulo de K, si K # O.

También es sabido que el espectro de un operador autoadjunto y com-
pacto K : H > H en un espacio de Hilbert H, que usualmente se deno

ta mediante o(K ) es un subconjunto compacto y numerable de IR.

Para un operador [K : H +~ H autoadjunto y compacto en H (Hilbert) la
sucesién de autovalores de K se puede ordenar de manera que

lull > |H > . . .. SiK tiene un nimero infinito de autovalo-

N
res no nulos distintos, entonces dichos autovalores se acumulan sola-

mente alrededor del cero.

Ahora dado {¢i} un conjunto ortonormmb en H espacio de Hilbert -



decimos que {¢i} es completo si y solo si

1fl1e =
1

W™ 8

| <f, ¢, > |2, para todo f e H.
1 4

Esta ecuacién es bién conocida como la igualdad de Parseval.

Si K : H> H es autoadjunto y compacto en H (Hilbert) y si {¢i}

es el conjunto ortonormal de todos los autovectaores - asociadas a los

autovalores no nulos de [, entonces dado cualquier elemento f en
H, @1 puede ser representado mediante

el f by 0t f

0

donde f_ ~ es un elemento del nicleo del operador

(K f, = 0). [5, Capitulo 3].

La serie I < f, ¢i > ¢i converge en H y por la continuidad de K
i

se cumple

< . > . .
: f f,Cb] M <1>1

=
—
i
. ™
A
-
-
©
-
v
=
©
1
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SECCION 4: Ecuaciones Integrales Lineales

Un ejemplo muy itil de operadores compactos 1o constituye el siguien-

te. Consideremos la funcidn

k: [0,1] x [0,1]+ R.

- ——

1 (1
Suponemos que K es medible y I J Kz(t,s) dtds < «
o ’o

construyamos el operador [ : L2[0,1] > L2[0,1] mediante

1
K o(t) = | K(t,s) 8(s) ds. (1)
’0
Entonces [ resulta ser un operador compacto. Si ademds la funcién
K(t,s) es simétrica (K(t,s) = K(s,t)) entonces [K es autoadjunto.

La ecuacidn integral

1
w o) - [ K(t.s) os)es = f(t) (2)
0
puede ser escrita como
weo - Ko =f | (3)

uno de los resultados de nuestro trabajo es la generalizacifn de (3)

a la forma (Capitulo 6)
o - Ko =F(o) + f. (4)

Para resolver (3) &es {til tener presente el siguiente
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TEQOREMA .1 :(Alternativa de Fredholm)

Si u ‘es valor propio de K, 1a ecuacién (3) posee solucién sii

f es ortogonal a Ker(nI -[K). (Ver [5, cap. 3]).

SECCION 5: Operadores de Sustitucion

sea Q€ R" abierto y acotado y sea f : @ xR ~ R wuna funcién que

verifica la siguiente condicién de Caratheodory.

(¢c) f(t,x) es continua en x para casi todo t € @

f(t,x) es medible en t para todo x € R.
En correspondencia a f <consideremos el operador ¥ definido por
T U(t) = F(t, U(t))

en la clase de funciones reales definidas en (U : @ > R). ¥ reci-

be el nombre de operador de Nemietzkii u operador de sustituciodn.

Observemos que si U es medible en Q, ¥U es medible, en efecto es
inmediato verificar, teniendo presente la hipétesis (c) que si U
es una funcidén simple, entonces 32U es medible. Si U es una fun-
cién cualquiera medible, existe una sucesidén de funciones simples que
converge casi siempre en 2 a U, por (c) f(t, Un(t)) > f(t, U(t))

c.s. en Q.

LEMA 1:
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Para toda sucesion U - U en medida, 2U_ > 2V en medida.

DEMOSTRACION:

Ver [7]. Capitulo 1. Lema 3.1.
TEOREMA 2:
Sea f una funcidén que verifica la hipftesis (c). Supongamos que
a ¢ L () y b >0 tal que
| f(t.x) | < a(t) + b |x]. (1)
Entonces T es una aplicacidén continua de LZ(Q) en LZ(Q).

DEMOSTRACION:

Si U e LZ(Q) es evidente por (1) que 3U € LZ(Q).

Sea | Un} una sucesién de LZ(Q) con U =+ U (en LZ(Q)).

Veamos que

Iy - §ul|§ = Jﬂlf(t, u (t)) - f(t, u(t) )2t > 0

para ello notemos que

i) §Un - 3U converge en medida a @ por teorema 1 de é&sta seccidn.

ii) Ppor la condicidén (1) y u, ~ U (en LZ(Q)) se tiene que la suce
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sidn I lf(t, Un(t)) - f(t, U(t))l2 dt es _integral-uniforme-
—_— Q ~
absolutamente continua. Es decir, dado € > 0, existe & > 0

tal que para Q'e¢ 2 con m(Q') <8 se tiene que para todo n

| e u(e) - Al 1P < e @

Por el lema 1, para 6 > 0, existe N tal que para todo n > N,

m( Oox oo | f(t, U (8)] - F(t, U(e)) | 28 2) <& . Asi

[(Tece, upeo) - f(e, ue) |at = | JeCe, v (0F- (e, uee) | at
Q Ql .

e R ) - e U T e s s m@).
SANA _
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CAPITULO 1

PLANTEAMIENTQ DEL PROBLEMA

Sea H un espacio de Hilbert real. A través de <,? anotamos el

’

producto interno sohre H.

Con la notacién K representaremos un operador autoadjunto compacto,
K : H>H y [ representard un operador mongtono,

F : H > H.
Nos interesa resolver la ecuacidn

A - Ko + F6 =0, ¢cH (1)
donde 2 € o(K), A > 0.

Utilizando los resultados del Capitulo 0, Seccidn 3, sabemos que:
(a) e oK) => dim Ker (MI - K) <> siu# 0.

(b) Llamando H.u = Ker (M - [K), e o(K) tenemos que

H = ) Hu L] Ho3rHo = Ker K (2)
i weo(k)
U # 0

(c) o(K) © R, ademds {ue o(K), W# 0} es un conjunto numerable

{Un} tal que lim M =0 (si {Un} es infinito ).

n~+00

(d) H = Ker (M -K) @ Rg(M - K).
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A través defP y Q anotamos los proyectores
P : H ™ Ker(M - K)

Q@ . H~>R (M - K
: H Rg( ).

Por la descomposicidén indicada en (d), podemos descomponer cada ele-

mento ¢ € H en la forma

b = Pd + QF = u + ¥ (3)

con u € Ker(Al - K) y y € Rg(AI - K).

Si introducimos la descomposicidn (3) en la ecuacidn (1) obtenemos:

(AT - K) (u+y) + F(u+y) =0

es decir:
(AT -K) y + F(u + ¥) = 0. (4)
Aplicando a la ecuacién (4) el operador
I = P +Q
se obtiene:
Q(AI - K) ¥ + P F(uty) + oF(u + y) = Q. (5)

Como P y Q son proyectores ortogonales, entonces (5) se descompo

ne en el siguiente sistema de ecuaciones
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(AL - K)y +QF(u + y) = 0 (6a)

(6)
PF(u+y) =0 (6b).

Es facil mostrar que el sistema (6] es equivalente a la ecuacidn -

(1).

-

Para resolver el sistema (6) emplearemos la siguiente metfdica:

Dejamos fijo wu € Ker(AI - K) en la ecuacidn (6a) y resolvemos -
(6a) como una ecuacidén con respecto a y, que depende del pardmetro -
u. Llamamos a tal solucién y(u). Luego reemplazando y(u) en (6b)

obtenemos:

PG+ y(v) = 0. (6c)

Nos resulta una ecuacibén con respecto a u en el espacio de dimensién

finita Ker(Al - K).

Para resolver (6a) queremos aplicar l1os métodos de la teoria de opera
dores mondtonos, hosquejada en el Capitulo O, Seccidn 2. Para tal e-

fecto la ecuacidén (6a) no estd presentada en una forma adecuada.

Observemos que y puede ser escrito en la forma

y=§<y,¢n>¢n+v (7)

n=1 0

donde v € Ker K, ¢ = son autovectores de K que corresponden a
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valores propios Pn £ AL

Pongamos la descomposicidén (7) en (6a):

(» - pn)< Ys o> ¢, + Avo+fQF?(u + y) = 0. (8)

8

n=1

-

Vamos a reagrupar los autovalores de [K, de la siguiente forma:

Q
"

tuy e oK) «u #0, % - Wy > 03

Voo o « .M -
o Woe o K) Mo 0, M < o},

Construyamos Tos siguientes subespacios de H;

H0 = @ Hu 8 H0
Heo

Ho' = @ Hu
neo!

Notemos que

Rg(AT =) = Hy @ Hy,.

(2)

Esto Gltimo permite descomponer el proyector' @ en Ta forma

Q@ = R + §, donde
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Aplicando esta descomposicidn de Q en (8) ohbtenemos:

Y(AL > Z (Ad] < > AV \F( Sy} =
0( u)<y, ¢ 9 4 m( H 1<y, 9,79+ AV + (R+S) FutRyssy) = Q. (10)
Como los proyectores R, S son ortogonales, la ecuacidn (10) se -

descompone en:

g(A-un)< Ry, ¢n> ¢n + XVO + RF(u+Ry + Sy} = 0 (6d)
I (-n)<Sy, ¢ >4 +S Flu+Ry+ Syl =0 (6e)

o' A
PF(u + Ry + Sy) = Q, (6¢)

De ésta forma hemos mostrado que la ecuacidn original (1) es equiva

lente al sistema de ecuaciones

g(x_pn)< v, & >¢ +'kvo + RF(u+v +w) =0 (11a)
g'(x-pn)< W, ¢ >9¢ +S F(u+v +w) =20 (11b)
PF(u+v+w =0 (11c)

donde v e Ker(A1 -K), Ry = v € Hy, Sy = w € Hg,

I'= R+ S + P,



21

En los capitulos que vienen a continuacidn, resolvemos las ecuacio-—

nes (1la) y (11b).
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CAPITULO 2

ECUACION Z(X - u ) < Vs ¢, > ¢y +Av +RF(u + v + w) = 0 (1)
g

Supongamos que F satisface la siquiente condicién:

(F;) F : H >H es continuo y mondtono. -

LEMA 1:

Para (u,w) fijos el operador RF(- + u+ w) : H_ - H, es un ope-

rador mondtono.

DEMOSTRACION:

<<RF(v1 + u + w) - R[F(v2 + U+ W), Vi -V, > =

<F(vy+urw) - F(vorutw), vi-v,y > = < (I-R)(F (vy+utw)-[F (v +utw)), vy - v, >
= <F(vy + u+w) -Flv, yutow), (vitusw) - (votusw) > > 0. /.

Para (u,w) fijos definimos los operadores:

> byt A Vg (2)

Tv = () - “n) < Vs 9,
o

L(u,w)(v) = Tv + RF(u + w + w) (3)
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LEMA 2:
T : Hq > Ho’ es un operador Tineal, continuo y <Tv,v> > levflz, -
donde & = inf  (A=yp).
ueov {0}
DEMOSTRACION:

La linealidad de T es inmediata. Ahora,

2 _ 2 2 2
[TTvl € = D) <v, 00> % 4 A% <y, v
1lamando B = Sup (A-un)z, obtenemos

pnscu {0}

2 2 . .
[lTvl]“ < 8. (g < v, 6> < Vor Yo >) o bién

||TV||2 < B'(||VII2) => T es acotado.

Por otro lado

2
<Tv, v > = g (A-un) < v, ¢ >7 4 A<V, Vo > >

>_2E§<v,¢n>2+ Voo Vo >]=2 ||v||2 /.

NOTA:

Es importante destacar que la constante ? definida en el Lema 2,que
acabamos de mostrar, depende solamente de la estructura del espectro

del operador lineal ‘m.
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TEOREMA 3:

Bajo la condicién (Fl) el operador L{u,w) : H, > H, es fuertemen-

te mondétono (ver Capitulo 0, Seccidn 2), continuo y verifica:

<L(u,w) vy = L(u,w) v,, Vi -V, > 2 8 ||v1 - v2l|2.

DEMOSTRACION:

La condicidn (Fl) y las continuidades de T y R, implican la conti

nuidad de L(u,w). Los Lemas 1 y 2 de este capitulo implican que:

<L(u,w) vy - L(u,w) vy, Vi -V, > > 2 ||v1 - v2[]2. /.

Supongamos ahora, y en todo 1o que sigue, para el operador [F valida

la siqguiente propiedad:
(F5) | F(V)I| <a+bJ|v]|, 2>b>0,a>0,

donde % queda definida por el Lema 2, de este Capfitulo.

La condicidn (F2) debe observarse como una condicién tipo Nemietzkii,

que encontramos en los operadores de sustitucidn (ver Caitulo 0, Sec

cién 5). La condicidn (F2) implica inmediatamente que el operador

[F es acotado, es decir, transforma conjuntos acotados en conjuntos a-

cotados.
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TEQREMA 4:
E1 operador L{u,w) es un operador coercivo. Es decir
<L(u,w)v, v > > S ([Tulls [lwlls TIvil)y. o [lv]]

donde Tim  8(|lulls |lwlls JIvll) = + = uniformemente respecto a
[vl] »

(u,w) € A x B donde A, B son acotados, Ac Ker (X -JK), Be H

.
DEMOSTRACION:
<L(u,w)v, v > = <Tv, v > + <RF(u+tv+w), v > >
> 211l 1% = Jaso Llull + b 1iwl] + b [vl1] Hlvll
Asi
<Llusw)vy vo> > s(Hfulls Hiwlls Tlvil) . 1lvll, definiendo
SCTulls Twlls 11wl = 2=0)Ivi] = [a + bl1ull + bllwll ]. Luego,

L(u,w) es coercivo.

TEOREMA 5:

L{u,w) es biyectiva y L(u,w)'1 es Lipschitz.

DEMOSTRACION:

Por los teoremas 3 y 4 de este capitulo y el Teorema 3 de la Sec—

cién 2 del Capitulo 0, se sigue que L(u,w) es biyectiva.
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. 2
Ahora, de la desigualdad <L(u,w)v1 - L(u,w)vz, Vi - Vo 12||v1-v2H

obtenida en la prueba del Teorema 3 de este capitulo, usando la desi-—

gualdad de Schwartz se obtiene

2 .
2Hvl - V2|| < HL(u,w)v1 - L(u,w)v2|| Hv1 - vzll, es decir,
HL(u,w)v1 - L(u,w)vzll > & Hv1 - vzll y de aqui se obtiene que
-1 -1 1 .
[TL(u,w)™ vy - Lu,w) ™ voll <=2 [lv, = vl 10 cual dice que
1 2 . 1~ V2

L(u,w)_1 es lipschitziana.

TEOREMA 6:

Bajo las condiciones (Fl) y (FZ) el operador L(u,w) posee las si
guientes propiedades:

a) L(u,w) es fuertemente monétono.

b) L(u,w) es continuo.

c) L(u,w)v depende continuamente respecto a los pardmetros (u, v, w).
d) L(u,w) es coercivo.

e) Si (u,w) e E e Ker(Al-|K) x Hy,» v e E; e H , E , E; acotados,

entonces {L(u,w) v : (u,w) ¢ Eo’ V € E1 } es un conjunto acota-

do en H.




27

DEMOSTRACION:

a), b) Ver Teorema 3 de este capitulo.

c) F(u+ v + w) depende continuamente de u y w por (Fl).

d) Ver Teorema 4 de este capitulo.

e) T es acotado y por la condicidn (F2) [F también lo es.

" TEOREMA 7:
Fijos u, wy z, ue Ker(Al -[K), w € H;,»s z € Hy, sea vz(u,w) el

inico elemento de H  que satisface L{u,w) vz(u,w) = z, entonces

a + bllul| + bllw[]| +[[z]]
2 - b

v, (uw) ] <

DEMOSTRACION:

Tomando z € H,, el operador monétono definido por

o (u,w) v = L(u,w) v - z (4)

es coercivo:

<@ (u,w)v, v > > [{Z-b)IIVII - [a+bIIUH+ bl lwl | + HZIIJ:LIVII (5)

a"'bHUH +b||W|| "‘HZH (6)

entonces < &_(u,w)v,v > >0 si ||vl| »
Z 2 - b
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Por el Teorema 2, Capitulo O, Seccidén 2, tenemos que existe

v_(u,w) {Gnico, tal que

Z(
¢ =

Slusw) v _(u,w) = 0 . (7)
Es decir, por la definicién (4), que

L(u,w)vz(u,w) = z.

En particular, de acuerdo con (6) tenemos que

< a + bllull + bllwll + [1z]] (8)

|y (u,w)||
z 2 - b

TEOREMA 8:

1

Si (u,w) son fijos, entonces L(u,w)” es continuo, es decir

L(u,w) : Hy ™ Hy; es un homeomorfismo.

DEMOSTRACION:

La demostracion de este Teorema es consecuencia de los Teoremas 3 y 5

de este capitulo.

Emplearemos en los capitulos prdéximos la siguiente notacidn

_1(

v(u,w) = L(u,w) 7(0)

es decir v(iu,w) = vo(u,w).



CAPITULO 3
PROPIEDADES SOLUCIONES  v(u,w)
Sea {un} una sucesion en Ker(AI - K) convergente a UO.

Sea {Wn} una sucesion en Ho' convergente a Wo

Las convergencias se entienden en el sentido de la norma de H.

29

La convergencia del par de sucesiones anteriores la anotaremos en la

forma (un, w ) > (u

n o’ wo)'

TEOREMA 1:
El operador v(u,w) ( (u,w) = v(u,w) ) es continuo, es decir si

(un, wn) > (uo, wo), entonces v(un, wn) > v(uo, wo).

DEMOSTRACION:

Recordemos que v(u,w) = L(u,w)-l(O), entonces

[Tv(u s ) = viugsw )= TIee w7 o) - Lu, w) " teo) |

0 0

“hiqu ey (e, o)l

= JILCu, w)TH0) - L(u ) o

n n n

Teniendo en cuenta el Teorema 5 del Capitulo 2, obtenemos:

[ IvCugaw) = vlug,w

n

o) 11 < 2 L Cu ) Llugsug) O
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Por el Teorema 6 (c) del Capitulo 2, conseguimos:

NI <+ HiCug,w)  (ugsw)7toy () = 2lloll= o.

Tim ||v(un,wn) -v(uo,w oY

0
n > o
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Ecuacion 2 (A -wmp) <w, 0 > 0 +SEF(U+ v+ w) =0 (1)
g

Continuando con el plan trazado en el capitulo 1 (ver ecuaciones -

1la, 11b, 11lc), nos dirigimos a resolver la ecuacidén (1).

De acuerdo a los resultados de los capitulos 1 y 2, dejando fijos -

u, w, hemos resuelto 1la.

La solucion v(u,w) de dicha ecuacifn es continua respecto a (u,w).

Reemplazando v(u,w) en (1) obtenemos

Lo -mp) < w6 > ¢ +SF(u+ w+ v(u,w) =0 (2)
O-.l .
En ecuacidn (2) dejamos fijo wu, e intentamos resolver respecto a

w. Recordemos que w ¢ HOJ, y que dim H@.< «, pués hay solamente -

una cantidad finita de autovalores u de [K que satisfacen la condi-
cién A - p< 0. Esto significa que la ecuacidén (2) es una ecuacidn

en un espacio de dimensidon finita. Anotamos para u fijo:

o ,(w) = Cz”;l(k - ) < W b > ¢ +S'F(u_ +w+ v(u,w)). (3)
Seat T = max (A - un) < 0.

u e o
n
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Multiplicando (3) wescalarmente por w, obtenemos

< @u(w), W o> < T||W||2 + |lf(u+w+v(u,w)|| . Wl ' (4)

Aplicando la propiedad (F2) y el Teorema 7 del Capitulo 2:
<o 0n s w > < elhl 12w fa e nifull bl wl |+ sl 1]l

2
(v + b+ 20 [wl1? - 8(l1ull) . |lw]| (5)

| A

definiendo

s(llulD) = g% [+ ol1ull ]

Multiplicando (5) por -1) se obtiene

(
| b2 2
<-®u(w), wo> > (- b - ETE) Flwl[© + 8C|]ull) . |w]]s - T > 0. (6)

Vamos a suponer, en lo que siqgue, vdlidas las condiciones (Fl) y -

(F donde:

3)

2
(F3) £ -b>0 y =-1>b+.p, -1>0.

|IF(v)|] < a + bl|v]|, b > 0.

Hacemos notar que la condicidn (F3) implica (F2).
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TEOREMA 1: S

validas (F y (F3) 1a ecuacidn @u(w) = 0, posee solucién,

1)

DEMQSTRACION:

La funcidn ¢u(w) es continua respecto a w.

Ademds, si ||w|| > M,» donde M es suficientemente grande, enton-

ces (6) muestra que

< - o (w), w> >0, si [w]]| > M, - (7)

Por el Teorema 1 Seccifén 1 del Capftulo cero, la ecuacién @u(w) =0

posee solucidén. /.

Nos interesa aclarar enseguida el problema de unicidad de 1a ecuacidn
o,(w) = 0. (8)

LEMA 2:

Para u fijo se cumple

<Flu+w+ viuw)-Flu +w+ v(u,w),v(u,w) - v(u,w) > <O0.

DEMOSTRACION:

Por la definicién de v{(u,w) tenemos



T v(u,w) + RF(u+w + v(u,w)) =0
(9)
T v(iu,w) + RHu + w + v(u,w)) = 0.
De (9) sigue
T(v(u,w) - v{u,w)) + R[|F(u+w+ viu,w)) - F(utw + v(u,W))] =0 ~. (10)

Multiplicando (10), escalarmente por vy(u,w) - v(u,w), tenemos

<T(v(u,w)-v(u,w)),v{u,w)-v{u,w)>+<g{utwtv(u,w))- F(u+W4v(u,W5,v(u,w)-v(u,W)>=0 (11)

Paro T es lineal positivo sobre H_ Tuego'el primer-sumando de (11) es ma-

- yor o igual que cero. Por lo tanto

< F(utwtv(u,w)) - Flutwv(u,w)), v(u,w) - v(u,w) > <0 . (12)
Ahora, supongamos valida Ta condicidn:

(F E1 operador [ es fuertemente monbtono, es decir

2)
<o) - F(¥), 6= vk Il -wllE

TEOREMA 3:
Sea valida (F4) y supongamoé que v + k; > 0, donde

v = min (x - un) < 0. Entonces la solucién w(u) de (7) es inica.
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DEMOSTRACIQN:

Supongamos que:

®u(w1) = ®u(w2) = 0.

Entonces:

0 =<0 (w)) - 2wyl wy - wy > =

= Z
o}

Por el Lema 2, y la definicién de v tenemos de (14) que

&

0> vfwg =wyl[” +<F(utwytv(uwy) - Flutiytv(u,u,), wy - w, >+

+ < (urwytv(uwy DA (utwptv(u,wp) ), v(u,wy) - v(u,wy,) >
Como [F es fuertemente mondtono, (15) se escribe en la forma

0 > v [ Juy=wyl 1%+ ky TIw w12+ kg 1Iv(uswy) - viuwy)||?

siendo v o+ k1 > 0, tenemos

[y - wyl 1% = 0. /.

(A=) < wy-wy,¢ > + < (utwg v (u,wy )) - F (b tv (u,w) ) g -wy >

35

En Ta aplicacibén a problemas concretos es necesario verificar que las

condiciones del teorema 3 y la condicifn (FZ) no se contradigan.
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Para liquidar este capitulo, demostraremos la continuidad de w(u) -

con respecto a u.

LEMA 4.
Sea 4 e A, acotado. Entonces <- ¢ (w), w> >0, si |[[w||] >M>0,

donde M no depende de u € A.

DEMOSTRACION:

Basta recordar la definicién de B8(||ull) vy

} . b 2
o), W - (r b 2y (R sUlulD ] /e

E1 Lema 4, dice que para toda wu € A, las soluciones de (8) del pre-

sente capitulo satisfacen ||w(u)|| < M, o bién:

LEMA 5:

E1 operador w(u) es un operador acotado (v + k1 > 0).

TEOREMA 6:

Supongamos que son vdlidas las hipdtesis del Teorema 3 de este capitu-

1o, entonces el operador w(u) es continuo.

DEMOSTRACION:

Sea u_ > Uy Entonces la sucesidn {un} es acotada, También -
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lo es (lLema 5) Tla sucesion W = w(un).

Cualquier subsucesién convergente de {wn}, digamos {wn } converge
.i

a w(uo). Demostremos este (1timo asunto: w(un ) satisface
i

o (A-p )< wl(u ), ¢ >¢ + SE(u +w(u )+v(u ,w(u ) =0 . (17)
an:O. n n, n n n; n; n n;
Llamemos wé = Tim w(un'), y pasemos al limite en (17). (Récorde~

i+oo 1

mosS que W y U se mueven en espacios de dimensidn finita).

; E: Ul(k-un) <wWi, 0 >0+ Sﬂ=(u0+w(')+V(uo,w('))) =0 (18)

n

Por la unicidad Ly¢+~kli;de}1§§;§g?uginn§§rdgi(s);tgpemos que

—— T

Hemos demostrado que toda subsucesidon convergente de la sucesidn aco-

tada {wn} converge a W esto indica que



38

CAPITULO 5

ECUACION PF(u + w(u) + v(u, w(u)) = 0. (1)

A través de los capitulos 2, 3 y 4, hemos reducido el problema origi
nal a la ecuacién (1) donde u € Ker(XI - K) vy

dim Ker(xl - K) < =,

Si ¢1, . s ¢r es la base de Ker(Al - K), entonces 1a ecuacién

(1) se traduce en un sistema de r ecuaciones

< o5, Flu+ wlu) +V (Y, w(u)) > = 0. (2)

i=1,r

La ecuacidn (2) variard de acuerdo al problema concreto que se ata
ca. La ecuacién (2) resulta comoda en el caso que

dim Ker(AI - K) = 1.

En Tos capitulos 6 y 7, mostramos dos ejemplos donde se puede resol-

ver (2).
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CAPITULO b

UN EJEMPLO EN ECUACIONES INTEGRALES

Consideremos la Ecuacién Integral:

1
L6t - | K(ts) ols) ds + F(t, o(0)) + g(t)

=0 . (1)
i 0
donde:
(i) | g(t) | <M, g(t) medible en [0,1].
. s(1-t) si 0<s<t<1
(ii) k(t,s) = ¢ (2)
' t(l-s) si 0<t<s <1

(iii) ¢ € L2[0,1]

F satisface 1las condiciones que sefialaremos pronto.

' 1
E1 operador [K¢(t) = [ K(t,s) ¢(s) ds (3)
)
se encuentra con frecuencia en la teoria de ecuaciones integrales 1li-
neales.

De [K se sabe que:

a) IK es compacto autoadjunto.

b) Los valores propios de [K son los nimeros
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c) El autovector correspondiente al valor propio Xn es

¢n(t) =Sennmwt,n=1, 2, 3,

Asi dim Ker(An I ~K) = 1.

d) [ es inyectivo, luego K Ker K = {0}.

Condiciones para F:

(1) F: [0,1) xR » R.

(1T) F satisface la condiciones de Caratheodory (Ver Cap. Q, Seccidn

5).
(III) F es creciente en la segunda variable.

(1) Flex) | < ate) < (N > 0).

Las condiciones (I) a(IV) dicen que el operador de sustitucién

3 . L°[0,1] » L?[0,1] definido por Bé(t) = F(t,o(t)) - g(t) es con—
tinuo y monétono.

La condicidn (F2) sefialada en el Capitulo 2, se cumple automdtica-—

- -3 L
mente, pues b =0, & = 7. 7

Veamos que forma tienen las ecuaciones (1la), (11b), (1llc), escritas
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en el capitulo 1.

Como en nuestro caso el valor propio X = i%- que aparece en la ecua

cién (1) satisface A -~ p > 0 para todo valor propio M # J?, enton-
) i

ces la ecuacién (11bh) desaparece.

En Tas notaciones del capftulo 1, se tiene que el
Ker(j§ I ~K) = Span { Sen 7 t } (4)
’IT

H. = R(—§ I -ﬂO =

o = Ry Hp» Ho = Span { Sen n 1t} (5)
ﬂ n

2 n

& 8

Entremos a estudiar la ecuacidén (1lla):

(—15 I -K) v+ R%¥u+v) =20 (6)
v
v € R (4% I - K), ue Ker( Ji I - K) = Span { Sen 7 t }.
g'ﬂ m

Seqgin los resultados de los capitulos 2 y 3, dejando fijo
u(t) = o Sen t, se puede solucionar (6) y 1lamamos

v (o Sen(.)) a la solucidn de (6) para o € R.

<
—~

jo
S

1)

También sabemos que v(&) es continua respecto a o

(o -Elz a ==>y(a) Lz_[_g_;l]v

(2,)).
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LEMA 1:

| R3(u + v) (t) | <« 2 (M + N) para todo u, v y para todo t e [0,1].

DEMOSTRACION:

Tenemos que ®(utv) (t) = F(t, u(t) + v(t)) - g(t), luego

| T(usv)(t)[< N + M ‘ (7)

Ahora

e 0]

B(utv)(t) = <F(uty)(t), Senmt > Senmwt + L <T(u+v)(t),Sen nmt >Sen nmt  (8)
n=2

(8) implica que |R3Z(u + v) (t) | <2 (M + N}. /.

~

Por los resultados del capitulo 2. teorema 7 tenemos que:

2 2
vl ] < ¥ [late) ] < 25— n | (9)

LEMA 2:

La solucién v(a) de la ecuacién (6) satisface |v(a)(t) | <L, -

L >0 para todo te¢ [0,1], para todo o € R,

DEMOSTRACION:

Por (6) se tiene

Sv(@)(t) = (Kv@) (t) - R3( senm v(@)) (t). (10)
o
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Fmpleando el desarrollo de v(a) (t)

v(a)(t) = 2 < v(a), Sen n m>Sen 7 t (11)
n=2 ‘
obtenemos que K v(a) (t) = I < v(a), Sen n ﬂ3>§£ﬂ§ﬂ;%—£ . (12)
n=2 n-m

La convergencia uniforme de (12), muestra que K v(a)(t) es una fun

cién acotada (empleando en (12) el resultado (9)), por una cota L,

que no depende de o (por la convergencia uniforme, y empleando el le
ma 1), se obtiene

def
| v(o)(t) | E_ﬂz |L0+2(M+N) | = L para todo & € R, para todo te [0,1]. /.

Vamonos ahora a la ecuacién (1llc) que en nuestro caso particular to-
ma la forma siguiente:

P ¢ (x Senm+ v(a)) =0 (13)
0 bién

1 1
I Senmt F(t,aSen7t + v(a)(t))dt + J g(t) Senmt dt =0 (14)
0 0

Impongamos una condicidén natural sobre g

1
(g) [ Sen mt g(t) dt = @
0
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Cntonces (14) se reduce a

r1
J Sen Tt F(t, oSen ™t + v(a)(t)) dt = 0. (15)
0

Para finalizar agreguemos una Gltima condicidn respecto a F.

(V) F(t,x) 2 M1 0 si x> N1 > 0 para todo t € [0,1]

F(t,x) < M2 <Q si x < N2 <0 para todo t € [0,1].

LEMA 3
La funcién gq : R > R definida por

(1
q(e) = J Sen Tt F(t, o Senmt + v(a)(t)) dt
0

es continua.

DEMOSTRACION:

1

| q_(a) - (l(ao) | < J sen T t [F(,t,asen Tt + via)(t) -
0

1 }
- F(t, o, senm t+ v(ao)(t) ] dt , 5X/J senzn't dt .
0

o [|F(t,asenn t + v(a)(t)) - F(t, a, senmt + v(ao)(t)|| ) .

L°[0,1]

Recordando que el operador de susticién v(f) = F(t,f) es continuo
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en LZ[O,I] y v(a) es continua respecto a a, se obtiene la conti-

nuidad de Q(Q).

TEOREMA 4.

Con las condiciones (a) a (d), (g) y (I) a (V) Ta ecuacién (15) po-

see solucidn.

DEMOSTRACION:

Definamos
1
qﬂa) = J Senmt F(t, a Sentmt + v(a)(t)) dt. (16)
0

Por el lema 3 tenemos que 4 es una funcidén continua, q ¢ R - R.
Pero gq(a) = I1 + 12 + I3, donde

$
R TR J Sen m t F(t, o Sen = t + v(a)(t)) dt
o o

1-6
/12 = jé Senmt F(t, o Sennmt + v(a)(t)) dt
r1
I, = Sen mt F(t, o Sennmt + y(a)(t)) dt.
3 1-6 v

Por el acotamiento de F, se puede escoger & > 0, tan pequefio de ma-

nera que | I, | <e/2 y |15 | <e/2.
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Examinemos ahora la integral 12.

Como |v(a)(t) | <L (Lema 2) tenemos que

o Senw t + v(a)(t) > N, si a es suficientemente grande y
te [8,1-6] (ya que Sen 7 t es acotada en [§, 1 - &}).

Luego
1-6
() =1, +1,+1,>=¢€+ M J Sen ™ t dt > 0
1 17 2 T i3S 1 s

si € es pequefio y 0O suficientemente grande. Es decir 3 , tal -

que. 1(a0) > 0.

Andlogamente ocupando (V), se demuestra que existe al tal que

q(ul) < 0. Luego por propiedades elementales de las funciones conti

* *
nuas existe o tal que q(a ) = 0.

.2
i
——

Q
Q



47

Como un ejemplo concreto donde se satisfacen todas las condiciones -

exigidas para la ecuacidn (1) tomemos la ecuacidn

1
$%—¢(t) - J K{t,s) ¢(s) ds + arctg ¢(t) + cos Tt = Q
T 0

donde K estd definido por (2). /.
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CAPITULO 7

n
UN EJEMPLO EN R

n . . ] .
Sea A :IRn R, una transformacidon lineal, a la cual inmediatamente

le asociamos su matriz que representamos también por A. A través de aij -~

—_—

anotamos los coeficientes de A, los cuales suponemos reales y

aij > 0, aij = aji' Segin el Teorema de Perrdon (Ver [15] capftulo

13 Seccidn 2) tenemos que

a) Existe A, valor propio de A, simple tal que A > |u|, para todo

u - valor propio de A.

b) EI autovector Xo = Col (xg, xg, s xg) correspondiente a
A satisface x° >0 i=1, ... , n,

i
sea f : R" >R una aplicacidon continua.
Nos interesa resolver la ecuacidn
A x - Ax + f(x) = 0. (1)
Respecto a f suponemos validas las siguientes condiciones:
c) f es mondtona, es decir para todo x, y e R"
< f(x) - fly), x -y >>0 (2)

n
donde < x,y > = L
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) Tf(x) 1 < a+ b |x] a>0,b>0.

Aplicamos las ecuaciones 1la. 11b, 11c a nuestro problema. Por las

propiedades de A la ecuacién 11b no aparece.

La condicidn (F2) impone la restriccidn

g=  dinf (X - q) > b0 (3)
ueo(A) U {0} ' N

Segin los resultados del capitulo 2, la ecuacién 1la admite solucidn

inica v(a) = v(a xo). Ahora, por el capitulo 2, Teorema 7 tenemos:

[Iv(a)|] < 725 (a + b lal-[Ix I ) (4)
o bién
v 1] < m+ 525 lal-|1xl | (5)

siendo m = 5 -
Agregamos la condicidn:

b
(E) Oim < 1.
La ecuacién (11c) toma la forma

< Xy fla X, + v(ia) > =0 (6)
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TEOREMA 1:

Sean vdlidas las condiciones (a), (b), (c), (d), (e) y ademas

fi(x) > 0, i 1, ... 5, n, si xj >M, >0, j =1, ... ,n

f.(x) <Q, i=1, ... ,n, si x, <M <0, 3j=1, ... ,n

i ) Jj 2

entonces la ecuacidén (1) posee solucidn en R".

DEMOSTRACION:
Llamando
n 0
(a) = & x: f.(a x_+ v(a)) =
(7)
= < xgs fla x + v(a)) >
recordemos que 2 >0 (i=1, ... , n).

1

Tomando en cuenta la estimacién (5) y la condicién (e), tenemos que

existe @ tal que para todo o > o > 0 %(a) > 0, por la condi—

cion (f).

Andlogamente existe o tal que para todo a < ag < 0 a(a) satis-

face q(a) <0



Luego existe

o

< X, f(a* Xo * v(a*)) >

*
e R,

0

Q

*

€ (,Q13 O

o

)

tal que
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(8)



cAPITULO &

PROBLEMAS ABIERTOS

En nuestro trabajo quedan abiertas las siguientes preguntas

1) Unicidad de la solucién de Ta ecuacidn
Ao Ko+ F(o) = 0. )

Seglin los resultados del capitulo 5, este problema se reduce al estu
dio de la unicidad de 1a solucidn de la ecuacidn

PEFE(u+ wlu) + v(u, w(u))) = 0.
A este respecto no se han conseguido resuitados.

2) En los casos concretos de la ecuacidn

P Flutw(u) + v(u, w(u))) =0

se necesita mejor informacién de v(Y4,w) que la conseguida en los ca
pitulos 2y 3 por ejemplo si se trabaja en L2(0,1], serfa Gtil dispo-
ner de alguna estimacion puntual de las soluciones

viu, w(u)) € LZ[O,I].

3) Desde el punto de vista de aplicacién a ecuaciones diferenciales

e integrales no lineales, es conveniente estudiar la ecuacidn

Ao -K O +KEF(d) = 0.
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Fste problema ha sido estudiado y no se ha conseguido una estimacion

para v(u,w).

Para esta ecuacidn, el camino de ataque del problema delineado en el

capitulo 1, no parece ser el mds conveniente. /.
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