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Se expondra en este articulo un ingenioso método matematico
para obtener las formulas sobre los numeros indices. E1 mismo fue
ideado por F. Divisia en 1925-1926, y en este trabajo se hace una
extensioén a otros indices mas comunes en la Titeratura de la Esta
distica Econémica. Estd basado en la utilizacidon de una ecuacion
diferencial general, cuya solucién particular bajo determinadas
condiciones iniciales da origen a los nimeros indices: Laspeyres,
Paashe, Fisher, Marshall y Keynes.

Supongamos que el valor de un conjunto de articulos, en un pe
riodo “t”, puede ser expresado como:

Vi= z Pit™ dit = Pt * Q
i—1

Donde Pt representa el nivel general de precios en el periodo “t”
y Qt el volumen total fisico en el mencionado periodo. Si estamos
interesados en la medida del nivel de precios Pt, entonces cual-
quier cambio en el valor de Vt, puede ser el resultado de un cam-
bio en Tos precios o un cambio en las cantidades consumidas. Por
lo tanto, diferenciando se tiene:

dVi=Py dQi+ Q¢ dP;

= 3 (Pit dgit + git dpit)
Pt Qt Pt Qt
> PtdQ: + Q: dP:
_ =l

Pt Qt
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__________ aq. ap_ 3 (P 0 cp)
Qt Pt Pt Qt

:Z(pit int+ Qit dpit)

_ =l

i=n

z Pit Qit

i=1

ipit dqit EQM dpit
_ =l 4=t

ipit Qit ipit Qit
i=1 i=1

Separando esta Gltima ecuacion en dos ecuaciones diferenciales, se

tiene:

i=n

do. z Pit dCIit

i=1

I1=n

Q z Pit gt

i=1
ﬁ_ ;qit dpit

P i Pit Qit
i=1

Consideremos Ta segunda ecuacion diferencial, y supongamos que las
cantidades consumidas q_ en el periodo comparado, son proporcio-

nales a aquellas consumidas en el periodo base “0”, es decir:

o
git=K Qo
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Por To tanto:
=nidi
Eﬂ?izz ;g;(]t Pit

Pt :i:pn Qit
i=1

i k Qio dpit

_ =1

i K gio pit
=)

d (IZ_n:pitqio)

D pit o

i=1

Donde Pt y pit son variables y it = k qio es constante. Inte-
grando ambos miembros de esta Ultima ecuacion:

P d(;pitqm)

Pt :z Pit Qio

i=1
—===—=—=—====> |ogPt:|og((§:pnqo)+C1
i=1

Donde C1 es una constante arbitraria y cuyo valor puede ser obte-
nido mediante ciertas condiciones iniciales.

Impongamos como condicidén inicial que:

Qo = exp(-Cy)

Donde exp = 2.7281 y Q0 es el volumen total fisico en el periodo
“.

Puesto que:

Vo=Po Qo = =zpio Qio

i=1
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————=—=====> — =—= eXp(Cl)
Z Pio Qio
i=1
oo => eXp(Cl) = i Po
Zpio Qio
i=1
Po

—=========> Ci= |Og ( i )

Z Pio Qio

i=1

Reemplazando este valor en Ta relacion anterior, tenemos:

Po
log P:= log (Zpitqm ) +log (= )

=1 Z Pio Qio

i=1

==========> log P;=log (2 pit Gio ) + log P, - log (Z Pio Qo )
i-L i1

==========> log P- log Po=1log (i gio ) ~log (3. pio )
i=1

i=1

:Z Pit Qio

Pt .
——=—=—=—=—====> lo =log| -=
9(5) =log)

]
Z Pio Qio
i=1
Tomando antilogaritmo en ambos miembros, se tiene:

o ;pit Qo

Po :Z Pio Qio
i=1
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Esta Oltima expresion corresponde, como ya bien sabemos, a 1a de
finicion del Indice de Precios de Laspeyres.

De la misma ecuacion diferencial ( II ):

dP, i(ﬁt dpit
____=:J;%T______
P EZDRQH
i=1

Podemos obtener 1a correspondiente formula para el indice de pre-
cios de Paashe. Para ello cambiemos el subindice “t” por el

subindice “j

ﬁ_izzllqijdpij

P qupij
i=1

Supongamos ahora que las cantidades consumidas en el periodo com-
parado son proporcionales a aquellas consumidas en un periodo, di
gamos “t”, es decir:

Qij = K Gt
__________ dP, .Z‘ k g dpi
__________ > o=
P K qit pij
i=1
_zqit dpij
_
Qit Pij
i=1

Integrando ambos miembros, tenemos:

o TP

Pi iqit Pij
i=1
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i=n
- > |og Pj = |og (Zqit Pij ) +C,
i=1
Donde, al igual que en el caso anterior, C2 es una constante arbitra

ria y cuyo valor puede ser obtenido mediante condiciones inicia-
Tes.

Supongamos que: Qi=exp (-Cy)
exp(Ce) = — i
Zpit Qit
i=1
—=========> Ce= |og — i

Z Pit Qit
i=1

Pt

log Pj= log (an pii ) +log |
=1 Zpit Qit

i=1

log Pj=log (iqn pij )- log (ipit qit) + log Py

i=1 i=1

==========>og P; - log P;= log (an pij ) - log (Z Pit Gt )

i=1l i=1
P Z(]it Pii
- => IOg(FJ) = |og |I::r11—
t Z Pit Qit
i=1
Tomando antilogaritmo, tenemos:

it Pij

—=====> ﬂ = —%13

P z Pit qit

i=1
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Invirtiendo esta Ultima relacién, se tiene:
i=n
Z Pit qit
P =

Fj_ i=n
Zpijqit
i=1
Si ahora hacemos j = 0, tendremos:
i=n

P, Z Pit it

_ _i=1

Po :z Pio qit

i=1

Expresion que corresponde a la formula del Indice de Precio de
Paasche en el periodo “t” con base el periodo “0”.

Partiendo de nuestra ecuacion inicial, es también facil encontrar
el Indice de Precios de Marshall-Edgeworth. Para ello, suponga-
mos que:

i) O<j<t

i) gii=Ka (qio + qit)
i) pij=ka pit

Iv) pi=Kkspt

Por 1o tanto
P 2905 p
Pi Z Dif i Ks Pt
i=1

i k1 (qm + Qit)-kz (dp,t)

_ =l
i=

Z K1 (Qio + qit) - K2 pit
i1

o
Pt

Z (gio + qit)dpit
_ i

z pit (Cio + Qit)
i1
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d{ i (qio + qit) pit |
i1

i=n
Z pit (Qio + Qit)
i=1
Integrando ambos miembros, se obtiene que:

log P;=log [Z(qio + iy pit ] + Cs

i=1
Considerando como condicion inicial:

Cs=log | - Po
z Pio (Qio + qit)
Tenemos: =
] Po
log Pt = Iog{z (0o + Gi)) pit | + log ((————)

=1 - Zl: Pio (Qio + Qjit)

. 2 pit (Cfio + Qit)
—=====> |Og(——):|09 %ET________
Z Pio (Clio + City

L i=l

i=n
P Zpit(qm+qit)
M=
P 1=n
° Zpio(qio-l-qn)

i=1
Formula que corresponde al Indice de Precios de Marshall-Edgeworth.

Igual argumentacion puede utilizarse para encontrar la formula del
Indice de Precios de Keynes.

Vamos a encontrar. a continuacion, la formula del Indice de Precios
de Fisher. Partiremos de Ta misma ecuacio6n inicial:

@ ) iZ:l:qit dpit

P Iiriqit Pit
i=1
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Particionaremos la sumatoria del numerador en el segundo miembro
en dos partes de la siguiente manera:

dp qutdplt+ ZQ|tdp|t

_t i= i=n1+1
Pt
an Qi
i=1
i=n1 j=n2 =
ﬁ ) Zlcht dplt + ijt dpjt
Pt i=n
Zpit Qit
i=1
Donde:
*
Qi.t =Qn1+i.t
*
Pi.t =Qn1+i,t
J=1 —1,2,3 ....... n2
i=n1 j=n2 *

qut dplt ijt dpjt
Pt -
an i an i
i=1

i=1
dp iClit dpit iqit pit
- m X

t

Z‘,qitpit i Pit Qit
i=1 i=1

j=na * *  j=nz %

2 Gedpr an D
=1

D qie pit z pit it
i=1 i=1
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En que:

Y ademas:

Sean:

EZQHdpn EZQﬁdpn
i:iim X a1 + Jj:fnz - -
ZQit Pit Zth Dit
i=1 Py
EZQRDM
a = ii=:ln1
ZQit pit
i=1
J=n2 * *
Z Qit dpjt
a =2
:EZQR pit
i=1
k=n2
Z ax=1
k=1
1=n1 | d |
a0
Pl i=n1
> qiepit
i=1
Qit APt
dPZ _ j=1 : !
P2 j:nz * *
qut Pit
j=1
dP: dP:
at — Xa
P1 P2
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Si en la ecuacion (1) hacemos qit = k qio, se tiene:

i=n1

@ qu dpit

_ *l

P1 quo Pit

Integrando, se obtiene:
i=n1

log P1=1log (D go+pit) + Cs
i=1

Donde C es una constante arbitraria.

De Ta Ecuacién (2), se obtiene:

sz qut dth
P =N2 * *
’ ZQH Pit
======> log P, = log (ijt pit) + Cz
=1

Sumando las ecuaciones (3) y (4), se tiene
i=n1 =N2 * *

log P, +log P2=log (3_pi o) + log (qut Pic) + Cs
=
En que C3=C1+C,

i=n1 =Nn2 *

—=====> |0g (Pl P2) |Og {( zpn Qio ) (ijt Qit } + C3
i=1 j=1
Pero sabemos que:
dP: _ dP: dP2
Pt P: P2
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Y ademas:

Tomemos al = a2 = 1/2

Integrando miembro a miembro obtenemos:
log Py=1/2log (P1 - P;) + C4

Reemplazando (5) en (6):

i=n1 j=n2 «  *

log Py =1/2 log {( D picdio) - (D piai)}+C
i=1 j=1

Donde C = C3 + C4

i=n1 j=n2 *  x

log P: = log (anquo) (anqn) e

Si los precios en el periodo base “0” son p,_ y el nivel de pre-
cios es Po, entonces:

i=n1 j=n2 = 1/2
|0g Py = |Og (Z Pio Qio ) (zpjo qjt) +C
—=====> C= |og — PO_ —
I=n1 J=n2 * = 1/2
(D piogio ) (D pio i)
| = -1 i
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Reemplazando el valor de C en 1a ecuacion (7):

i=n1 j=n2 x % 1/2

log Py = log| (D pitGio ) - ( D pit Gir)
i=1 =1

Po
+ log — :
i=n1 1=n2 = * 1/2
(D pioGio ) (D pio Qi)
i=1 =1
i=n1 znz » «
P ;pit Qio ,—Zﬂ:pjt Qe |,
log (P_) =log | (5, ) - (i:nz )

Z Pio Qio Z Pio Qit
i1 =1

Al tomar antilogaritmo, se obtiene:

i=n1 =2 =«
i i jit jt
P, z Pit Qio z Pit Qj s
— i=1 ) . = )
i=n1 j=n2 « %

Po Z Pio Qio Z Pio Qit
i=1 j=1

Férmula que corresponde al Indice de Precios de Fisher en el pe-

riodo “t” con base el periodo “0”.

Si en cambio se utiliza Tla ecuacién diferencial (I) de Ta pag. 42
y para los precios se consideran supuestos analogos a los estable
cidos para las cantidades, se puede obtener de manera semejante
los correspondientes indices de cantidades de Laspeyres, Paasche,

Fisher, Marshall, Edgeworth y Keynes.
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