Capitulo 2

Transformaciones y Simetrias en
general.

En este capitulo pretendemos introducir el concepto de Grupo de Transformaciones en una variedad
asi como el Grupo de Simetria de un determinado objeto geométrico (tensor), que estd {ntimamente
ligado al anterior. Al hacerlo, revisaremos conceptos tales como generadores infinitesimales de las trans-
formaciones, drbitas del grupo, coordenadas adaptadas, etc. Todo el material se presenta deliberadamnete
de forma no rigurosa, aunque se proporcionan referencias adecuadas donde encontrar formulaciones y
demostraciones mas precisas.

En lo que sigue, M designa una variedad diferenciable de dimensién n, y {z%}, {x“,}, ea=1--n
distintos sistemas de coordenadas definidos sobre alguna regién abierta de M. Para aplicaciones al cas
de la Relatividad General n = 4. Dado p € M, escribiremos sus coordenadas en cada uno de los sistemas
anteriores como z%(p) (esto es: z%(p) = (z'(p),- -+ ,2™(p))); y T,M, T,M* denotarén como es habitual
los espacios tangente y cotangente a M en el punto p.

2.1. Grupos de Transformaciones a un parametro.

Presentamos un ejemplo trivial: consideremos M = R? el (plano euclideo) con las coordenadas carte-
sianas usuales (x,y) = 2%. Consideremos ahora el grupo de las rotaciones en el plano, que es un grupo
de Lie a un parametro,

G = {R(t),t € [0,27)}

donde el pardmetro t se escoge de modo que R(t)R(t') = R(t+t') y se R(t = 0) = e, siendo e el elemento
neutro (identidad) del grupo. La representacién matricial de este grupo, SO(2), es

S0(2) = {R(t) - [ cost Smt} te [0,27r)}

—sint cost

Para cada ¢ € [0, 27) definimos la funcién:

27
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@ : R? = R? (2.1)

como @y (11)) = p with ¢:(z(p), y(p)) = (z(p) cost + y(p) sint, —z(p) sint + y(p) cost) = (z(p),y(p)). Asi,
en general:

@i(x,y) = (xcost +ysint, —xsint + ycost) = (pf (2, 9), ¥} (z,y)) (2.2)

Es facil ver que

= es biyectiva y C°°, ¢, 1= »_, es también C™ para cualquier valor de t; esto es: las funciones
{©t}eejo,2x) son difeomorfismos.

= v (pe(p) = v +4(p)

= 0i—o(p) = p for every p € R?

Se dice entonces que {¢;}ic[0,2+) €s un grupo de difeomorfismos y se dice que G actia como un grupo
de Lie de transformaciones sobre R2.

En el caso general, consideraremos G = {¢g(t),t € I C R} un grupo de Lie uniparamétrico parametrizado
de forma que g(t)g(t') = g(t +1t') y g(0) = e, donde e es el elemento neutro; dicha parametrizacién
existe siempre.

Sea M una variedad y supongamos que en la regién de interés tenemos definidas unas coordenadas
{z*}, se dice entonces:

Definicién 19 G actia como un grupo de Lie de transformaciones sobre M si para cadat € 1
podemos definir una funcion @, : M — M con @i(p) = p de modo que

1. {pt}ier son difeomorfismos,

2. v (pe(p)) = @rvv (),

3. wi=o(p) para todo p € M

N 1 Escribiremos las coordenadas del punto imagen p como
z*(p) = ¢ (z°(p)) (2.3)

y resulta obvio de lo expresado mds arriba que el conjunto de funciones {@:}ter es un grupo de
difeomorfismos con la operacién composicion de funciones.

N 2 Notemos que G y {p¢ }ter no son el mismo grupo, aunque son en cierto modo ‘idénticos’ (isomor-
fos). Cuando no haya riesgo de confusién, nos referiremos a ambos grupos como G, o utilizaremos
expresiones tales como el grupo G de difeomorfismos, etc.

Definicién 20 Un punto p € M se dice que es un Punto Fijo de {1} si pi(p) = p para todo t € 1.
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2.1.1. Generador infinitesimal.

Sea t tal que |t| << 1; dado que las funciones ¢; son difeomorfismos podemos expandir

z(p) = ¢ (z°(p)) = ,7°(p)) =
©*(0,2(p) + [&p tm ] t+0(t2) =

2%(p) +t [awa(t’)] . 5% + 0t =

(p) +1 [awé(é, xc)]t O {%a L +0(t)

despreciando los términos O(t?) podemos escribir

wip) = (10| 2GEED) O )x

m
t=0 O

Definiciéon 21 Definimos el vector contravariante

P [&pm(mc(p))]

P ot

Ouly = X" ) [afm}

como el generador infinitesimal en p (del grupo G). Escribiremos
ot +—p O™

para simplificar.

En el ejemplo anterior de las rotaciones en el plano euclideo, utilizando coordenadas cartesianas y
aplicando la definicién anterior se tiene, para el generador infinitesimal de las rotaciones en el plano
en un punto arbitrario de coordenadas (z,y):

> 0 0

X:y%_”ay

Para un punto dado p se tendrd X, = y(p)de|p — (p)ylp, i.e.: (X3, X7) = (y(p), —z(p)) que se
puede dibujar como un vector flecha con origen en p, tangente a la circunferencia centrada en el
origen de coordenadas y que pasa por p.

Si usamos coordenadas polares y* = (p, ¢), se tiene: y*(p) = (p(p), #(p)). El punto transformado por
una rotacién de dngulo ¢, p = ¢ (p) tendréd coordenadas y*(p) = (p(p), (D)) = (¢i (p, ¢), i (p, ¢)) =
(p(p), ¢( ) + t), y el generador infinitesimal en estas coordenadas resulta ser (véase la ecuacién
(2.6)): X, = sp, que coincide con el resultado de cambiar de coordenadas el vector X obtenido
anteriormente en cartesianas.
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2.1.2. Transformaciones Finitas y Orbitas.

Las transformaciones finitas se pueden imaginar como la composicién de infinitas transformaciones
infinitesimales:

2(p) = lim (1+fvip)Nx“<p> (27)

|
N—o0

La notacién exponencial indica que la transformacién es la consecuencia de aplicar N veces el operador
(1 + %Xp) a z%(p) con N tendiendo a oo (notemos que entonces t/N tiende a cero como se requiere

en una transformacién infinitesimal).
Aplicando esto podemos escribir

z%(p) = lim <1 + )?p>Nx“(p) = (et)?f’) z%(p) (2.8)

N—oo

o simplemente

2% (t) = (e”'f ) 2 (t = 0) (2.9)

donde !X = S %(t)_(' )™ y es importante notar que X estd evaluado en el punto p, de coordenadas

2°(t = 0), es decir, en la expresién anterior X = X (z(t = 0)).

Definicién 22 FEl conjunto de puntos x®(t) = {et)zxa,Vt} es una curva parametrizada por t llamada
érbita de {p,} (o de G) a través de p, y se nota como O,; i.e.: O, = z°(t) = {e! X2, Vt}

Notemos que z%(t = 0) = xz*(p), y el vector tangente (velocidad) en p es [%]t:O = X;. Asimismo,

para cualquier otro punto ¢ sobre la 6rbita, z%(q) = z%(t =t1) = (etl)zp> 2%(p) se tiene que

[ dxa(t)L_tl _ dx;t(t) _ [ % (%) ma(p)} - [‘W]t_h — X¢

donde la ultima igualdad se sigue de que, de acuerdo con la definicién de generador infinitesimal en un
punto q,

X, = et (@(q)) Omlq estoes X' =
ot =0 !

ey (5, (zd(za)))] _
ot o

] donde ' =t +1;.
t'=tq

[amtl (xd(zo))} _ [asomxd(p))
ot _ at’
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Es decir: el vector velocidad de la érbita O, en cada punto (vector tangente a O, en cada punto) es
precismente el generador infinitesimal de G en ese punto, o dicho de otro modo: las érbitas son las
curvas integrales del campo de generadores infinitesimales X ().

Alternativamente se puede definir la érbita de {¢;} (0 de G) a través de p como el conjunto de puntos
que puede alcanzarse desde p aplicando una transformacién ¢; para algin valor de ¢t € R; i.e.: O =
{g € M : existe t € R verificando ¢;(p) = q}.

Consideremos de nuevo las rotaciones en R%. Expandiendo

2

z(t) = et Xp = {1 + t(y0z — x0y) + =

Q(Uaﬂc—l’ay)Q""”}z:

2 44 B _
:x{l—a+ﬂ+-~-} +y{t—§+5---} =zcost+ ysint

= t2
) = Xy = {14100, 0, + G002 =00, oo by =

[ VA
=y l—=+—+ | —2z|t— 5+ = | =—zsint+ycost.
L TR 31" 5l

Resumen.

P = g((P)

Figura 2.1: (’)rbitas7 generadores infinitesimales y transformaciones.

La situacién que se muestra en la figura, junto con los desarrollos precedentes, se puede resumir del
modo siguiente:

1. La accién del grupo sobre puntos de la variedad puede definirse como:

()

of (€)

alld donde la expresién anterior tenga sentido.
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2. La orbita a través de p:

2(t) = ¢ (@*(0)) = () 2%(0)

p

es la curva tal que: z*(0) = z%(p) y [dg:] = X%x(t)).

3. La accién @¢(p) = p consiste en moverse una distancia paramétrica t a lo largo de la érbita que
pasa por p.

4. X es el campo de velocidades (campo vectorial tangente) a las érbitas del grupo (las cuales son
por lo tanto curvas integrales de X).

2.1.3. Transformaciones asociadas a un campo de vectores.

Hasta aqui hemos visto que un grupo uniparamétrico G actuando sobre la variedad tiene asociado un
grupo de difeomorfismos {¢; : M — M, t € R} y define un campo vectorial X llamado generador
infinitesimal. Veremos que el reciproco también es cierto (al menos localmente); esto es: dado un campo
vectorial X éste acttia como generador infinitesimal de un grupo de difeomorfismos {¢; : M — M, t €
R}.

Consideremos pues un campo de vectores X definido sobre la variedad M. En unas coordenadas arbi-
trarias {z%} tendremos:

0

X = X%=) o

y se define

Definicién 23 Se llama Orbita (o curva integral) del campo X a través del punto p, a la curva

en M que pasa por p y es tal que su vector tangente en cada punto coincide con X evaluado en ese
punto; es decir, si se parametriza la curva en cuestion mediante un pardmetro t, la érbita de X a través
de p es la solucion x°(t) del sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

dz?(t)
dt

= X%z(t)), z%(0) =z a=1--,n (2.10)

P

El conjunto de todas las drbitas de X a través de todos los puntos de M se llama congruencia de
orbitas de X.

Es interesante notar que los teoremas de existencia y unicidad de para soluciones de las ecuaciones
diferenciales garantizan la existencia de una solucién al sistema anterior en un entorno (abierto) de
t = 0; i.e.: 2%(¢) existe para t € (—a,a), que puede ser en particular toda la recta real, esto es: x%(¢)
puede existir para todos los valores de t € (—o0,+00), en cuyo caso se dice que X es un campo
vectorial completo; véanse los ejemplos siguientes.

Dado un campo X y considerada la congruencia de curvas integrales, es posible definir la siguiente
transformacion

pr: M — M
p = wp)=gq
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siendo ¢ un punto que se halla sobre la misma curva integral de X que p, pero a una distancia paramétrica
t de éste, es decir, si 2%(t) es la érbita (curva integral) de X que pasa por p de modo que xj = x%(to),
entonces zg = ¢§(z(to)) = (to +t). Desarrollando en serie de Taylor alrededor de t =t se tiene

(t—to)” + - =

t=to

o " dz® 1 [d?z*]
= ettatio) =a + || a0 g |G

zy + X(p) (t —to) + ! {d (df”) (t—to)+ - =

20 ldt \ dt )],

1 [dx™ 0X] 9
ay xe — = _ R
x4+ X(p) (t t0)+2! [ it orm ), , (t—to)" +

0xX*®

ox™

s X (o) 4 X0 [T

que formalmente, y teniendo en cuenta que X = X™0,,, se puede escribir como

ry = ¢f(z(to)) = (e(t_t")ip) x® (2.11)

donde la exponencial en la expresién anterior debe entenderse como la serie de Taylor:

{(e(tfto))?> xa]t:to = { [1 +(t—to)X + ;!(tto)Q)ZXJr,,} xa} _

{m“ + (t—t0)X™ (Omzx®) + %(t —10)2X 0 (X™ (™)) + - - - } =

1
{x“ + (t—to) X"+ 5(t — o)’ X X%+ } (2.12)
' p

y sélo tiene sentido para aquellos valores de ¢ para los que la 6rbita existe (véanse los ejemplos anteriores).
En lo que sigue y siempre que ello no induzca a confusién se pondra to = 0, esto es xy; = 2%(0).

Es facil ver que las transformaciones {¢;} verifican las siguientes propiedades’

L. ¢ o (p) = ¢t (¢v(p)) = @r++ (p) para un punto p cualquiera.
2. pi=0(p) = p para todo punto p. La transformacién ¢ se llama Transformacién Identidad.

3. Dada una transformacién o;, su inversa ¢; ' existe y es p; ' = @_, esto es: ¢_;004(p) = @i—o0(p) =
p para todo punto p € M.

4. Se verifica la propiedad asociativa (puesto que la composicién de funciones la verifica), esto es:
(¢t 0 1) 0 = @y o (prr 0 pyrr).

Lsiempre y cuando los dos miembros de las ecuaciones que siguen tengan sentido; véanse los comentarios al respecto

del Ejemplo 2.
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Lo anterior se puede resumir diciendo:

Proposicién 1 El conjunto de todas las transformaciones {p:} inducidas por un campo X tiene es-
tructura de grupo con la operacion composicion y se llama Grupo Uniparamétrico de Transfor-
maciones (inducidas por X ).

En la definicién anterior hemos puesto z“(0) = x;, por conveniencia, pero es obvio que el valor del
pardmetro ¢ en el que se toma la condicién inicial, puede ser cualquiera ¢t = to, siempre que x°(to)
esté definido (i.e.: que sean niimeros reales, no infinito, o niimeros complejos, etc.; véase el Ejemplo
2). Los teoremas habituales de existencia y uncidad garantizan entonces la existencia de soulucién
en un entorno de to, es decir, para valores de ¢ € (to — a,to + a).

Ejemplo 1: Consideremos una variedad M de dimensién 2 (puede ser el plano), y coordenadas
2 = {z', 2%} (que pueden ser cartesianas). Sea X = 9 + cos 2. La congruencia de érbitas de
X seré el conjunto de soluciones del sistema

dat (t) da?(t)

dt =1, dt = COoSs xl

que se puede integrar trivialmente, resultando:
z'(t)=t+c, 22 (t) = sin(t + ¢') + &

Las constantes de integracién c',c® caracterizan las diferentes curvas de la congruencia, asi por
ejemplo si queremos la 6rbita particular a través del punto p de coordenadas = = (le,, mf,) se tiene:

2" (0) = ¢! =z, 2%(0) = sin(c") + ¢ =z
de donde la curva en cuestién resulta ser
a 1 . 1 2 . 1
z(t) = (t + xp, sin(t + x,) + x, — sinz,)

En este caso, las érbitas del campo X estén definidas para todos los valores de t € R; con lo que X
es un campo vectorial completo.

Ejemplo 2: Sea como antes una variedad M de dimensién 2 (en particular el plano), con las mismas
coordenadas 2% = {z',2?} del ejemplo anterior. Consideremos ahora el campo Y = (z1)20; + 5.
Susu 6rbitas vendran dadas por las soluciones del sistema

d$l(t) o 1,2 d.l’2(t) o
@ @) a0
esto es: 1
Ty 204\ _ 2
z (t) = P z(t)=t+c

La 6rbita a través del punto p de coordenadas xj, = (3611,, x%) es en este caso

1

a x
2(t) = (2 b+ a?)
p

y resulta inmediato comprobar que, salvo en el caso en que :cll, =0, el campo Y no es completo
ya que, por ejemplo, si z, > 0 entonces ¢ € (—oco, 1/xzp).

Si el campo X es completo, entonces no hay ningin problema con las propiedades anteriores,
esto es, las ecuaciones tienen sentido para valores cualesquiera de ¢,¢’ y ' y se habla de Grupo
de Transformaciones. Si X no es completo, entonces puede que las ecuaciones anteriores no estén
definidas para ciertos valores del pardmetro ¢, por ejemplo, puede ser que :(p) y 4 (p) existan (i.e.:
wr(p) = 2%(t), gy (p) = °(t') estén definidos, sean niimeros reales), pero que ¢ ¢ (p) no exista (i.e.:
x*(t +t') no esté definido: sea infinito o un nimero imaginario, véase de nuevo el Ejemplo 2). En
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este caso siempre estd garantizada la existencia para valores de t, ¢’ suficientemente préximos a 0 (los
teoremas de existencia y unicidad para las soluciones de las ecuaciones diferenciales lo garantizan),
y en tonces se habla de Grupo de Transformaciones Locales. En lo que respecta a la mecédnica
del célculo de transformaciones, transformaciones inducidas, etc., todo funciona igual en ambos
casos y nosotros no haremos ninguna distincién, tanto mas cuanto consideraremos transformaciones
infinitesimales la mayor parte de las veces; pero conviene tener claro que son situaciones diferentes.

2.2. Transformaciones inducidas sobre vectores y tensores.

En la seccién anterior hemos visto como las funciones ¢; : M — M transforman puntos de la variedad
en puntos de la variedad de un modo determinado (esto es: moviendo un punto una distancia ¢ a lo largo
de la curva integral del campo X que pasa por ese punto). En general, toda funcién ¢ : M — M (esto
es: una funcién que aplica puntos de la variedad en puntos de la variedad) se llama transformacidn
dado que transforma unos puntos en otros; las funciones ¢; para todo ¢ son un caso particular de
transformaciones (a saber: las que vienen de la accién de un grupo G).

Las transformaciones actiian pues de modo natural sobre los puntos de la variedad. Sin embargo se pue-
den definir acciones inducidas sobre todos los objetos que ‘habitan’ la variedad M': vectores, funciones
reales, tensores arbitrarios, etc. La forma en que se definen estas transformaciones inducidas es, como
veremos, la mas natural y simple posible.

Asimismo, dada una funcién real f : M — R, en algunos textos se utiliza la notacién ¢*f (y se lee
entonces pull-back de la funcién f por ¢) para designar simplemente la composicién de funciones, es

decir: o*f = fo.

En lo que sigue definiremos y discutiremos brevemente dichas acciones inducidas para una transforma-
cién cualquiera ¢ (esto es: no necesariamente una de las ; definidas en la seccién anterior), aunque
después lo aplicaremos a los difeomorfismos ¢;. La razén es, eminentemente, de orden practico: concep-
tualmente es lo mismo y resulta méas simple escribir ¢ que ;.

La transformacién definida entre espacios tangentes se llama diferencial de ¢ ( o push-forward) y
se representa por ¢, , mientras que la transformacion inducida sobre los espacios cotangentes, se llama
pull-back de ¢ y se representa como ¢*.

Ejemplo 1: Sea M = R? y supongamos coordenadas cartesianas {z,y}. Consideremos, por ejemplo,
la funcién

©: R2 — R2
(z,y) — olz,y) = (Bz+2y,—2>+y°)

entonces se tiene ¢! (z,y) = 3z + 2y v ©*(z,y) = —* + y°.

Si p es tal que (zp,yp) = (1,1) entonces g = p(p) serd (zq,yq) = (5,0).

N 1 Puede ocurrir también que los puntos p y ¢ estén en cartas coordenadas diferentes, en cuyo
caso las componentes de ¢, esto es ¢® daran las coordenadas del punto ¢ en las coordenadas
definidas en una regién alrededor de dicho punto, pero la mecdnica del calculo es la misma.
Esto es, si alrededor del punto p tenemos coordenadas x = {xa} y alrededor del punto ¢
coordenadas =’ = {:c }, entonces las componentes de ¢ son ¢* y dan las coordenadas del
punto imagen: :Eq = * ( »). Como ejemplo, considérese de nuevo M = R? y una funcién
¢ : R* — R% Supongamos coordenadas cartesianas 2 = {x,y} en una regién del espacio
de partida y coordenadas polares - {p,®} en el espacio de llegada, siendo ¢(x,y) =
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(p(z,y) = 22% + 3y*, ¢(x,y) = « + y); esto significa que ' (z,y) = p(z,y) = 22% + 3y> y
@2'(w, y) = ¢(x,y) = = —y, asi por ejemplo, si p es tal que (zp,yp) = (1, —1) entonces ¢ = ¢(p)
serd (Pq,¢q) = (57 1)"

N 2 Salvo que explicitamente se diga lo contrario, supondremos siempre que los puntos p y q rela-
cionados por ¢ (esto es: ¢ = p(p)) estdn en una misma carta coordenada (esto es: utilizamos las
mismas coordenadas para ambos puntos). De todos modos, y si ello no es asi, no hay ninguna
diferencia conceptual ni ninguna dificultad anadida, sino tan sélo una pequefia complicacién
en la notacion.

2.2.1. Diferencial (push-forward) de .

Sea como antes ¢ : M — M y p,q € M dos puntos tales que ¢ = ¢(p). Consideremos ahora la siguiente
funcién definida entre T, M y T, M = T,y M:

Py TZLM — TompyM

A

de modo que, para cualquier funcién real f : M — R, la derivada direccional de f en ¢ = ¢(p) en la
direccién de Y’, sea la misma (i.e.: tenga el mismo valor numérico) que la derivada direccional de f o ¢
en p en la direccién de Y, esto es:

[?'(f)} ) {?(f o <p)L , para cualquier f (2.13)

es decir : numero = ndmero

Utilizando la regla de la cadena:

a | O _um |99 (@)] [ Of
' [&Ea}w(p)_y |:8{Em L{ama}w(p)

y entonces:

vl = v | 25 (2.14)

que a menudo se escribe también como

oz
jf/a _ ]fm q
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aunque ello puede inducir a error, ya que no tiene porqué haber ningin cambio de coordenadas (i.e.:
puede ser que utilicemos el mismo sistema de coordenadas para los puntos p y ¢), siné tan sélo una
transformacién de puntos.

En el caso de uno de los difeomorfismos ; se tiene:

!
Obviamente, si en la regién en que se encuentra ¢ tenemos unas coordenadas =z’ = {z® } distintas
de las de z = {z°} que hay alrededor de p, las expresiones anteriores son simplemente:

Y, =Y'" 0,y siendo Y'¥(q) = {&gmf)} Y™ (p).
p

Fijémonos que ¢. es una funcién lineal que viene representada, en las bases {0,|p} v {9alp} por la
matriz

0e = [(p)3], con ()5 = [821(::)] , yentonces Y%(q) = (2:)3Y"(p).

Ejemplo 2: Para la funcién ¢ definida en el Ejemplo 2.1, esto es o(x,y) = (3z + 2y, —z> +4°) y
los puntos p: (2p,4p) = (1,1) y ¢ =(p) : (2q,yq) = (5,0), si Y = (20, + 30y), se tendrd

Vi) =y [2E0) wvi) [2E0] —aasaon

P %y
Y2(g) = Y'(p) [Oso 8(?1/)} Y2 (p) {5‘90 g;,y)

Le. Y] =(120,+28,)

} =2.(-2)+3-2=2

q°

2.2.2. Pull-back de ¢.

Con la misma notacién de antes, consideremos ahora T, M* y T,y M* = T; M* y la funcién:

p* Tw(p)M* — T,M*
0, — (90, = 0;,

definida de modo que el valor numérico de 8, = (¢*0,) € T, M* cuando actia sobre un vector cualquiera

)7,, € T, M sea igual al valor numérico de 8, cuando actia sobre el vector }7;’ = (go*}7p) € T, M, esto es:

[01’, (}_’;,)} = 6, (}7(1’) =0, ((p*}_}p) para cualquier Y, (2.15)
es decir : nimero = numero (2.16)

Procediendo de manera semejante al caso anterior tenemos
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bl’
%@mmwag%MMﬁ<wwﬂ%§f}&@7

%@wwz%@wwfﬁﬁ}wm%
0, (p) = O (q) [8?;5@} . (2.17)

’7
Como en el caso anterior, si en la regién en que se encuentra g tenemos unas coordenadas =’ = {z* }
distintas de las de z = {z®} que hay alrededor de p, las expresiones anteriores son:

0, = Oa(p)dzy, siendo 6,(p) = bur(q) [agxf{r)} :
p

Como antes, ¢* es una funcién lineal cuya matriz es, en las bases {dz®|,} y {dz®|,}:

o _ {&ﬂ“(w)

¢ =195, eon ()= | 2550 L yentonces 6400) = (7))

esto es: p* = (p.)! donde la t indica transposicién.

2.2.3. Pull-back de un Tensor arbitrario.

Hasta ahora hemos visto que dada una transformacién ¢ : M — M, ésta induce una transformacién
(push-forward, ¢..) entre T, M y T, M, y otra transformacién (pull-back, ¢*) entre T,M* y T,,M*, siendo
en ambos casos ¢ = ¢(p).

Las definiciones anteriores se pueden generalizar a tensores cualesquiera de modo inmediato; y la apli-
cacién se llama genéricamente pull-back. Veamos algunos casos.

1. Supongamos que 7}, es un tensor contravariante de orden 2 en el punto p, es decir:
T, = Tab3a|p ® Olp
se define entonces el tensor T, = *(T},) como
" (T Balp @ Oolp) = T (20a)g ® (9+0s)q

Como resulta inmediato comprobar? se tiene

Dp° ] [&pd
P

T, = ¢"(T) = 7 (p) [81‘“ axb} Oclq ® Oulq
P

2Péngase por ejemplo da|p = Yp, se tendrd o« (Yp) = Y/¢8c|q, donde Y'¢ = [9p¢/8z™],Y ™ (p), pero Y™ (p) = 67 de
donde ¢« (0a) = [0p°/0z%]p.



2.2,

. Procediendo de modo anélogo, para un tensor covariante de orden 2, definido en el punto ¢, T,
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esto es

\ . . . o [00°] [0y
;= ') = T 0, 0 04, siendo T =10) |52 5]
p p

o equivalentemente

1) =T (o) () sendo ()= | 219)

0
ox® v

q
se tiene T) = ¢*(T,) tal que

* c 1 0" 0 :
T, = ¢*"(T,) = Tla(p)da‘l, © da”),, siendo Te’d@):Tab(q){a@c} [fﬂ
o1y, LOTT ],

es decir
1a(p) = Tap(a) (9) 5 (¢")g  donde  (¢") = (1) (2.19)

. Para un tensor mixto de tipo (1,1) definido en p, T, = T2(p)0a|p ® dz®|, resulta

* : C a a i a -t b
Ty = ©*(T,) = T (@)0elq ® dxla, siendo T (q) = Ty (p) ia oe T d)
O P Oz »(p)

La expresién anterior resulta poco adecuada para el calculo puesto que contiene la matriz de las
derivadas de ¢! en el punto ¢ = ¢(p), mientras que las otras cantidades estdn evaluadas en p.
Utilizando el teorema de la funcién inversa se puede reescribir de un modo més conveniente; asi,

si ponemos
[0(¢‘1)b]
d
Ox ®(p)

el teorema de la funcién inversa implica

{(‘p_l*)db

} »(p)

siendo

con lo cual la expresién anterior queda

b

Tita) = T o) (o) (07 (2:20)

donde todas cantidades que aparecen en el segundo miembro estan calculadas en el punto p.
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2.3. La derivada de Lie formal e informalmente.

En lo que sigue, X=X ?(x)0, designard un campo vectorial definido en M y que representaremos
por X o X segln convenga, es respecto a este campo que definiremos la derivada de Lie de un campo
tensorial cualquiera. Asimismo, y siguiendo la notacién y definiciones establecidas en la seccién anterior,
{¢+} designardn las transformaciones inducidas por el campo X. Se tiene entonces

Definicién 24 Sea un campo tensorial de tipo (p,q) cualquiera T(z) = T ()0, ® -+ @ da® @ - - -
definido sobre M, su Derivada de Lie respecto a X esel campo tensorial

LoT(x) = 51390% [T'(z) — T(2)] (2.21)

donde T'(z) = (¢* 5,(T)) (z) y se ha explicitado la dependencia en las coordenadas x de los campos T’
y T para indicar que estdn evaluados en el mismo punto.

De la definicién anterior es claro que el resultado de tomar la derivada de Lie de un tensor es otro
tensor del mismo tipo, puesto que se trata de la resta de dos tensores multiplicada por el escalar (5t) 1.
Asimismo y teniendo en cuenta las definiciones de ¢}, (1) para los diferentes tipos de tensores (basta con
considerar transformaciones infinitesimales), se tiene para un campo tensorial cualquiera T} definido
sobre M y en unas coordenadas arbitrarias @ = {z%}:

LT =T WX =T X0, — o 4 T8 X 4 (2.22)

, M

Fijémonos que aparecen signos — para los indices contravariantes y + para los covariantes.

Veamos como ejemplo el caso de un campo de vectores 17(36) = Y%x)0,. Dado que tendremos que
trabajar con transformaciones inversas (i.e.: ¢_s;), pondremos & = p_s:(@se(z)). A efectos de simplificar
la notacién escribiremos ¢_s.(Y) =Y.

Paso 1 Dado Y (z), calculemos Y'(z) = Y’ (p_s:(0s¢(x)), tendremos:
o2 s ]
O™ Jpst(z)
Iz — otX*)]

oxm

V() = Y (oo (050(2)) ale = Y™ (030(2) [ Duls =

Y™ (2 + 6tX(x)) [ Oalz =

s ()
vy 4ot | 2| xe() ) [oe — ot | 9%
ox¢ |, | Ox™ 0se(2)

7]
dzm pst(x)

estd evaluado en el punto s (x)), para expresarlo en x desarrollamos en serie de Taylor alrededor
de x, de modo que se obtiene (despreciando términos O(5t?)):

El término

= X% (05t(2)) = X%, (2 + 6t X (x))

X‘Tm(xd + (5th(3:)) = Xam(:r) + (StX‘fme(a:)Xe(x)
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substituyéndolo en las expresiones anteriores y realizando las operaciones indicadas se tiene:

,m

V'(z) = {Y“(:c) + o[V X - XY™+ O(5t2)} Dals

Paso 2 Efectuemos la resta Y'(z) — Y (z), se tiene:
V'(z) — V(z) = {5t Yo, x™ - X% Y™ 4 O(5t2)} Dale

Paso 3 Dividiendo por dt y tomando el limite cuando tiende a cero se tiene, en un punto cualquiera x:

LY = (Yo X™— X% Y™,

Veamos a continuacion las propiedades que posee la derivada de Lie asi definida. Todas ellas son faciles de
demostrar por lo que nos limitaremos a enunciarlas. En todo lo que sigue, a, b, - - - designaran constantes
y Ty, Sy, ete. designardn tensores arbirarios
1. Linealidad: L (aT}" +0S87) =a LTy +bL S
2. Leibnitz: £ (T2 - S57) = (LgTe) S5 + T (L5S57)
3. Preserva el tipo de tensor: la derivada de Lie de un tensor de tipo (p,¢) es también un tensor de
tipo (p, q).
4. Conmuta con la contraccion: L ¢Tg. = 0y LT,
5. Para los campos escalares (i.e.: funciones o campos tensoriales de orden cero) se tiene: L¢f =
X™f m.
Veamos a continuacién la ecuacion (2.22) particularizada a campos de vectores, 1-formas y tensores de

orden 2 covariantes y contarvariantes, y tensores mixtos (1,1).

Campos de vectores.
LYo =Ye X™_ X ym = [X,?r (2.23)

La 1ltima expresion, [X , 17'], se denomina conmutador o paréntesis de Lie de los campos X y Y. A
menudo resulta ttil, para evitar confusiones y errores de manipulacion, escribir W = LY = [X,Y], y
entonces las expresiones (2.23) resultan claras: W =Y X — X9 Y™ = [)? , 37]“

Fijémonos que se verifica [)? , )7] = 7[}7, X ]. Asimismo, es ficil comprobar (aunque resulta tedioso), que
dados tres campos vectoriales cualesquiera, X,Y, Z se tiene:

[X', [?ZH + [Z [)?17” n [57, [Z X’H —0 (2.24)

La ecuacion anterior se denomina Identidad de Jacobi.

Campos de 1-formas.
L300 =04mX™ + X" 0m (2.25)
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Tensores covariantes de orden 2.

‘CX‘ ab — T’ab,mX"L + T?rLbXTZ + Ta'mX% (226)

Tensores contravariantes de orden 2.

LT =T% X™ —T™ X —T"X" (2.27)

,M

Tensores mixtos de tipo (1,1).

LTy =T¢, X™ =T X, +Te X", (2.28)

2.3.1. La derivada de Lie en coordenadas adaptadas.

Veamos a continuacién una introduccién informal para la derivada de Lie con respecto a un campo X.
Lo presentaremos para el caso de la derivada de Lie de un campo de vectores Y, pero el procedimiento
es inmediatamente generalizable a un tensor de tipo arbitrario.

Notemos que si X = Oe, esto es: X = 62 (i.e. X es el campo tangente a la curva coordenada z¢ que
pasa por cada punto), la expresién (2.22) se reduce simplemente a:

LTyl =Ty . (2.29)
esto es: la derivada de Lie coincide con la parcial.

Se puede demostrar el siguiente resultado:

Proposicion 2 Sea X un campo vectomal tal que, en un punto p € M dado, X( ) # 0. Entoces existe
un sistema de coordenadas x' = {x e } en un entorno de p tal que X = 0. Se dice entonces
que las coordenadas ' estdn adaptadas al campo X.

Dem.: Lo anterior se verificara si y sélo si X*9, = dy/, esto es, si y sélo si el sistema

oz
ox¢

/ / /
¢ =47, a=1,---,n

tiene solucién. Pero esto estd garantizado en un entorno de cualquier punto p por los teoremas de
existencia de soluciones de sistemas de ecuaciones diferenciales, siempre y cuando X¢(p) # 0 para
alguna ¢ = 1,--- ,n. Notemos que en el sistema anterior X¢(x) son datos y las incégnitas son las

7

funciones #* =z (z',--- ,z"). O
A partir del resultado anterior se tiene para los campos X y Y:

/ / 0x° P Y 0x°
Xa - 6[1/ XC = — Ya = Ym YC =
1 ozl’ ozm ’ oz

yY (2.30)

En las coordenadas z’ se tendrd, de acuerdo con la ecuacién (2.29),
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LY =Y 00

/ / . —
Pongamos Y¢ = T para mayor comodidad y calculemos T%, esto es, LzY en las coordenadas =
1 Yy y 9 ) X

originales:
dx™
X°0, y?

L (Ym’) 9z <aym’> 9z
m

= oam = o™ ~ oz \ Bzt | T oxm
9z | 92z™
yb xe xey? 2.31
et oz l@xcaxb ( )

para calcular el segundo sumando en la expresién anterior, consideremos:

d | 0z0 9z™
T xe| = xo
Oxb [83&’”' Oz¢ ] b

desarrollando la derivada indicada en el primer miembro e igualando con el segundo se tiene
9z | 9™ 9 ( 9z (0™
- [ Xe=-—" (= X
Ax™ [Bmcﬁxb] b <8mm'> ( dxc )

pero de (2.30) se tiene que

ox™' / ox®
X¢ =g =X
< ox° ) ! Y oV

con lo que se tiene

oz | O™ e — RS
ozx™ | OxcOx? T Qab

y substituyendo finalmente en (2.31) se obtiene
LgY = (Y9,X™— X% Y™) 0,

2.3.2. La derivada de Lie y el pull-back de un tensor cualquiera.

La definicién de derivada de Lie dada por la ecuacién (2.21), da lugar a una expresién formal para el
pull-back de un tensor cualquiera de modo muy simple. De la expresion

LoT(x) = 613310% [T (z) — T(2)]
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se tiene que para 6t — 0,

T'(z) =T(x) + (0)LgT(x) = (1+ (0)Lg) T(z),  T'(zx) = (p2s(T)) (2)
Dada una transformacion finita correspondiente a un parametro ¢, oy, ésta se puede imaginar como la

composicién de infinitas transformaciones infinitesimales como la anterior, poniendo 6t = t/N cuando
N — o0 se tiene entonces

N
I — 14 L = elfx
T (z) = A}Enoo <1 + N£X> T(x) =e"xT(x)

esto es

o equivalentemente, cambiando ¢ por —t:

(¢i (1)) (z) = e T(x) (2.32)

donde exp(—tL¢) debe entenderse como la serie de Taylor que define la funcién exponencial para el
argumento indicado (esto es, el operador —tL ). La expresién anterior resulta 1til para determinadas
aplicaciones.

2.4. Simetria de un tensor.

Basandonos en la idea de derivada de Lie como generalizaciéon de la idea de derivada direccional, y
en particular en la expresién de ésta en términos de coordenadas adaptadas al vector X , generador
infinitesimal de las transformaciones {¢;}, resulta intuitivo dar la siguiente definicién de invariancia o
simetria de un tensor 7"

Definicién 25 Se dice que el campo tensorial T es inwvariante bajo el grupo G, o que G es el
grupo de simetria o de invariancia de T, si y solo si

LT =0 < ¢;T=T paratodot (2.33)

donde X designa al generador infinitesimal de G.

Fijémonos que la definicién anterior, en coordenadas adaptadas a X, es simplemente

Ty
oxl

= 0
=0 iendo X = —
, siendo 9l

lo cual se puede interpretar diciendo “T:" no depende de la coordenada z'”0 bien “es invariante bajo
traslaciones a lo largo de las curvas coordenadas z'7, etc.



2.5. GRUPOS DE LIE R-PARAMETRICOS. 45

2.5. Grupos de Lie r-paramétricos.

Hast ahora hemos estado considerando grupos a un parametro. Ocurre a menudo que los grupos de
transformaciones que interesan son grupos de Lie r-paramétricos. La teoria completa es relativamente
compleja, por lo que aqui trataremos de exponer tan sélo las consecuencias que seran de interés para
nosotros siguiendo en todo momento una aproximacién semejante a la seguida en el caso de los grupos
uniparamétricos.

Supondremos en lo que sigue que G es un grupo de Lie parametrizado de forma que sus elementos son
funciones C* de r pardmetros t4, A =1,--- ,ry asi escribiremos g = g(t4) para todo elemento g € G.
Supondremos ademds que g(t4 = 0) = e, el elemento neutro del grupo (esto siempre es posible).

Definicién 26 Se dice que G actia como un grupo de transformaciones de la variedad M si existe una
funcion:

d: GxM — M
(9,p) — @(9,p) =¢yp)=p

tal que {¢4, g € G} es un grupo de difeomorfismos bajo la operacién composicién (esto es: pg 0 g =

Pg-g')-

Como en el caso de los grupos a un pardmetro, G y {¢4, g € G} son grupos isomorfos y cuando no
haya riesgo de confusién nos referiremos a cualquiera de ells como el grupo G o bien el grupo G de
difeomorfismos, etc. Més tarde sin embargo, serd conveniente distinguir entre G y {¢4, g € G}, en cuyo
caso nos referiremos a éste tltimo como el grupo S; es decir S = {g,, g € G}.

2.5.1. Generadores infinitesimales y Orbitas.

Como en el caso de los grupos 1-paramétricos, consideremos las coordenadas del punto transformado
P = ¢q(p) = ®(g,p):

19) = 9 (o(0)270) = 9°0.0) + | T | o) =
)+ | F5D)  lT o) -
(1 +tp [%gti z ) p)+ O(2)
p, t= O

asi, para transformaciones correspondientes a valores infinitesimales de ¢4 tenemos

(5) = P (2(0)) = (1 L otp [“’gfé@] B 8;;) 2°(p)

- (l iy &BXB> #(p) (234)

B=1
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y entonces los vectores de T, M:

o™ (t, x)
otp

8 m
} Omly = [W] Omlps B=1,- .1 (2.35)
p, t=0 Ity p, t=0

XB = |:
se denominan generadores infinitesimales de G (en p). Si consideramos el conjunto de estos ge-
neradores infinitesimales para todos los puntos de la variedad M, obtenemos r campos vectoriales de
generadores infinitesimales en que las componentes de cada uno de ellos son, en general, funciones de
las coordenadas. Como es habitual, abusaremos del lenguaje y llamaremos también a estos campos
generadores infinitesimales de G.

Los campos X g son linealmente independientes; sin embargo, si consideramos A(p) C T, M, el subespa-

cio vectorial generado por X1 (p),--- , X,(p), es claro que dim A(p) < r < dim T,M(= dim M) = n. esto
es: cuando particularizamos a un punto p los vectores resultantes en ese punto pueden ser linealmente
dependientes. Notemos que dim A(p) = rango(Xy,- -, X,),.

Definicién 27 Se llama Orbita de G a través de p € M, al conjunto de puntos de la variedad que
se pueden alcanzar a partir de p mediante una transformacion ¢, para algin elemento g € G; esto es

Op ={qe M : existe g € G p4(p) = q} (2.36)

Se puede demostrar entonces:

Teorema 4 Dado un grupo de Lie r-paramétrico de transformaciones actuando sobre la variedad M,

con (campos de) generadores infinitesimales XB7 B =1, -+ r definidos mds arriba:
1. Para todo elemento g € G, existen valores de los pardmetros t1,--- ,t, tales que:
2(p) = @y(a(p) = (241 %0) at(p) (2:37)

2. Las drbitas son subvariedades de M y dados dos puntos p,p’ € M se tiene que, o bien O,NO, = 0,
o0 bien O, = Oy ; esto es: o son iguales o son disjuntas (no tienen puntos en comin).

3. Los campos X5 son tangentes a las orbitas en cada punto.

4. Sila dimension de las drbitas es la misma para todos los puntos de la variedad (lo cual es asi salvo
en puntos/casos especiales) entonces dim O, = dim A(p), y se tiene T,0, = A(q) para todo punto

q € Op; y por lo tanto dim O, = mngo()fl7 L X )p-

5. Los campos XB verifican [XA,)?B] = Cﬁ%)zM donde C’%B € R son constantes llamadas cons-
tantes de estructura del grupo G y verifican:

) Clfy = ~CHy

b) Identidad de Jacobi: CA-C%), + CAC$ 5 + O CS, =0

N 1 El espacio vectorial generado por los campos de generadores infinitesimales, junto con el paréntesis
de Lie considerado como una operacién interna (i.e.: el resultado de operar dos campos de vectores
en ese espacio vectorial es siempre un campo vectorial en ese espacio) es una estructura matemética
que se llama Algebm de Lie.
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Lo anterior es muy 1til cuando se trata de escoger sistemas de coordenadas especiales, adaptados a
determinados propésitos; asi por ejemplo, del hecho que las 6rbitas sean subvariedades se sigue que se
pueden escoger coordenads adaptadas a ellas; esto es, si dimO, = m < dim M = n se pueden tomar
coordenadas z',--- , 2™,y - -,y ™ de modo que las érbitas sean precisamente las subvariedades
dadas por y',--- ,4" "™ = constante. El que los generadores infinitesimales sean tangentes a las érbitas
implica que, en esas coordenadas:

X4 :Xf‘(g;i’yj)@

y la dependencia de las componentes de los campos vectoriales X ﬁ(xi, y7) en las coordenadas 37, j =
1....

,-++ ,n —m viene restringida por las ecuaciones [XA, XB} = C%BXM, etc.

La demostracién del teorema anterior es larga y, hecha con todo rigor, relativamente complicada; sin
embargo resulta relativamente simple justificar los puntos més importantes a partir de los desarrollos
llevados a cabo en el caso de los grupos a un pardmetro:

De la expresién (2.34)se tiene que @y(s¢) es un difeomorfismo correspondiente al elemento del grupo
cuyos valores de los pardmetros son 0ta; i.e.: g = g(dt1,---,0t,). Para valores finitos y fijos de
los pardmetros ta se tiene g = g(t1, - ,t-) y el difeomorfismo correspondiente ¢y;) se puede
imaginar como como la superposicién de infinitos difeomorfismos infinitesimales correspondientes
ag = g(ti/N, - ,tr/N) cuando N — oo, as{ tendremos, como en el caso de los grupos a un
parametro:

z%(p) = @Z<t>(m(p)) = lim (1 + % Z tBXB> z*(p)

N —oo
B=1

y por tanto, y siempre que tenga sentido
2(5) = (¢¥) 2"(p) (2.38)
donde . . N
Xp = BZ:1 tsXp = BZ te {(%Tm} o (afm)p (2.39)

=1 tB

Claramente, esto se puede hacer para todo elemento g idel grupo y su correspondiente difeomorfismo
(pg; también vemos que si se considera la cura prametrizada por ¢,

2 (1) = (e”?p) 2% (p) (2.40)

tenemos z%(t = 0) = z%(p), z*(t = 1) = 2%(q), z*(0 < ¢t < 1) coordenadas de los puntos entre p
v ¢,y z%(t > 1) si estd definido, describe puntos a lo largo de la curva que pueden ser alcanzados
a partir de p aplicando los difeomorfismos @y, ,... 11,y siempre y cuando esto tenga sentido, es
decir, si g(tt1,--- ,tt,) existe (esto dependerd de cémo estén definidos los elementos del grupo en
térmonos de los pardmetros t1,- - - ,t,, 0 en otras palabras, de cudl sea el rago de estos pardmetros).
Se tiene ademds que X = h— tpXp con X(t =0)= )_('p es el campo de velocidades de esta curva.
Estamos pues, en una situacion anéloga a la del caso de los grupos uniparamétricos y de hecho, se
puede decir que X esel generador infinitesimal de un subgrupo uniparamétrico del grupo G.
Notemos que para un elemento dado del grupo, g(ta), siempre podemos pensar en el subgrupo
uniparamétrico que genera de la manera que hemos descrito:

1. Consideramos ¢4(ta) y el punto transformado p; i.e.: z%(p) = @5 (ta)(z(p)).

2. Escribimos ¢g(t4) como ¢g(ta) = 627) para X, = > B tB)_('B y XB dados por la ecuacién
(2.35).

3. Consideramos z*(t) = (e”?p> 29(0), 0 Py(tty.... 1) = (etXP>.

4. El campo vectorial X = > hy tBXB, para valores fijos de t1, - - - , ¢, es el campo de velocidades
de la curva anterior (i.e.: da el vector tangente a esa curva en uno cualquiera de sus puntos).
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De aqui se sigue que las curvas z°(t) = (et)?) 2%(0) para todos los posibles X estan contenidas

dentro de la érbita y por tanto )?(q) = )?q es tangente a la érbita para cada punto g de ésta (ya que
X ¢ es simplemente el vector velocidad de la curva en q), y en particular esto también se sigue para
los generadores infinitesimales XB, B =1,---,r. De hecho, uno puede imaginarse (localmente) la
orbita O, del modo siguiente:

» Calculamos Xp en p (vectores).
= Consideramos A(p) = span{X1,---, X,}.

» Consideramos todas las curvas de la forma z*(t) = (et)??) 2%(p) para X, € A(p). Los puntos

sobre esas curvas forman la érbita O,.

Esto implica que los vectores generadores infinitesimales del grupo son tangentes a las érbitas en
cada punto de éstas y por tanto, los campos de generadores infinitesimales son campos vectoriales
tangentes a estas drbitas.

Si la dimensién de las 6rbitas no es constante entonces hay que ir con un cierto cuidado: supongamos
que existen puntos p,p’ € M (en érbitas diferentes) tales que dim O, < dim Oy, esto implica que
alguno(s) de los generadores se hace cero en p’ (punto fijo) y las afirmaciones sobre sistemas de
coordenadas, etc. ya no son necesariamente validas, aunque dependiendo de la naturaleza de las
transformaciones que G implementa existen técnicas especiales que permiten establecer sistemas de
coordenadas bien adaptados en entornos de tales puntos.

La aproximaciéon que hemos presentado aqui es la ‘standard’ en la cual la accién del grupo es
global; i.e.: the difeomorfismos ¢, son globales: aplican toda M biyectivamente sobre si misma
(los dominios y rangos de todos los difeomorfismos son M). Los generadores infinitesimales Xa
son entonces globales (definidos en todos los puntos de M) y completos como campos vectoriales
(sus curvas integrales, parametrizadas por un pardmetro arbitrario s, estdn definidas para todos los
valores de dicho pardmetro: s € (—oo, +00)).

Se puede también empezar con un algebra de Lie de dimensién finita de campos de vectores globales
y completos. Cada uno de ellos da lugar entonces a un grupo uniparamétrico de difeomorfismos
globales tal y como ocurre en el caso de los grupos uniparamétricos (i.e.: p:(p) mueve a lo largo
de la curva integral de ese campo de vectores una distancia ¢t empezando desde p). En este caso
el segundo teorema fundamental de Lie asegura que estos campos vectoriales son los generadores
infinitesimales de un grupo de Lie que actia sobre M globalmente; véase M Crampin, F.A.E. Pirani,
Applicable Differential Geometry”, London Mathematical Society Lecture Note Series 59 Cambridge
University Press (1986) para una demostracién.

Esta aproximacién: accién global de un grupo de Lie (difeomorfismos globales que implican a su vez
generadores infinitesimales completos y definidos globalmente), o equivalentemente un algebra de
Lie de campos vectoriales globales y completos que da lugar a un grupo de Lie que actia globalmente
sobre M, es muy elegante y clara, pero relativamente restrictiva en lo que respecta a las situaciones
de interés en Relatividad General. Habitualmente se trabaja con la version local de esto: el dominio
y el rango de los difeomorfismos ¢, no son necesariamente toda la variedad M, sino subconjuntos
abiertos de ésta que la recubren totalmente; lo cual concuerda mucho méas con el espiritu de la
Fisica en que todas las observaciones, medidas, etc. son necesariamente locales.

Un campo vectorial dado, X , definido globalmente (aunque no necesariamente completo) define un
grupo uniparamétrico local de difeomorfismos de modo natural (véase el final de la seccién sobre
grupos uniparamétricos en este mismo capitulo).

Un campo vectorial local es tal que sélo estd definido sobre alguna regién abierta U C M,
y da lugar a lo que se conoce como grupo l-paramétrico local de difeomorfismos locales
{¢¢, t € (a,b)} cuyos dominios son U y cuyos rangos para cada t son ¢¢(U) C M, también abiertos.
Desde el punto de vista de la ‘mecdnica’ de las transformaciones de puntos y transformaciones
inducidas, etc. todo funciona igual que en lo expuesto méas arriba, pero de be tenerse cuidado
puesto que ¢:(p) puede no estar definido pra determinados valores de t y/o ciertos puntos p € M,
y lo mismo vale para las funciones diferencial y pull-back.
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Véase, G. S. Hall, Class. and Quantum Grav. 20, 4067-4084 (2003) y G. S. Hall, Gen. Rel. and
Grav. 30, 1099-1110 (1998) para discusiones rigurosas de éste y otros tépicos.

En lo sucesivo, y cuando no sea preciso hacer ninguna referencia a la estructura de grupo de de un
determinado conjunto de tranformaciones, haremos todas nuestras afirmaciones con respecto a grupos
uniparamétricos de transformaciones por motivos de simplicidad.
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CAPITULO 2. TRANSFORMACIONES Y SIMETRIAS



