5. MODELO MATEMATICO DE UN SISTEMA DE ELECTRODOS
DE CONEXION A TIERRA(SECT)

Sea un terreno multiestratificado como el que se muestra en la figura 5.1 que se extiende lateralmente hacia
el infinito en todas las direcciones en el semiplano inferior.
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Fig. 5.1 Cuerpo conductor en un terreno multiestratificado verticalmente

Dentro del terreno se encuentra enterrado el SECT que se puede representar como un cuerpo perfectamente
conductor(p.—0). Este cuerpo conductor estd a un potencial V, respecto a una referencia muy lejana. Se
asume que V, es invariable en el tiempo. Cada estrato del terreno se caracteriza por tener una resistividad p; y
un espesor t; . Se asume que la resistividad del aire es mucho mayor que la del primer estrato, por lo tanto en
la superficie del terreno la componente de la densidad de corriente perpendicular al terreno se anula:
oV/onr =0.

El potencial V, implica una densidad de corriente J. perpendicular a la superficie del cuerpo conductor S,
con direccion a la normal n.. Esta densidad de corriente se distribuye en todo el terreno generando diferencias
de potencial en la superficie del terreno St .

El problema a resolver consiste en determinar los potenciales o perfil de potenciales en la superficie del
terreno en una direccion dada. Esto corresponde a resolver el siguiente problema de contorno:

ViV=0 (5.1)
V(P)=V,  PeS. (5.2)
a% =0 PeS; (5.3)
V(P)=0 P—ow Pe Ey (5.4)

Para cada superficie de separacion de estratos S; se debe cumplir:
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Vi = Vi+1 Pe Si (55)

J1+Ji+1 =0 PGSi (56)
Donde
oV.
= L% (5.7)
bopy oy

Fuente puntual de corriente en un medio conductor homogéneo infinito

Considérese ahora el caso especial de un medio infinito de resistividad p donde se encuentra una esfera de
radio a como se muestra en la figura 5.2

Fig. 5.2 Esfera perfectamente conductora de radio a en un medio conductor infinito

La solucién de la ecuacion de Laplace en coordenadas esféricas dada la simetria del problema es
simplemente:

V(P) :§+B (5.8)

Las constantes A y B se determinan a partir de las condiciones de contorno. Como condicién de contorno
se puede imponer que la esfera esté a un potencial V, respecto a una referencia muy lejana a potencial cero:
V=0 para R—, lo que implica que B=0. Para R=a se obtiene A=a.V,. Entonces la solucioén bajo estas
condiciones es:

a
V(P) = VO.E (5.9

El del vector densidad de corriente J. se puede obtener a partir de la operacion gradiente J=-V.V/p,
particularizandolo para R=a. El modulo de éste vector estara dado por:

=Y (5.10)
p.a

La corriente total I inyectada al terreno por la esfera es: I= J.4m.a> sustituyendo J. de acuerdo a 5.10 y
despejando V, en funcién de I se obtiene:
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V()= J:E—'IR (5.11)

Para R=a, V(P)=V,; a partir de 5.11 se puede definir un valor de resistencia Rt como la relacion V/I:

Ry =P (5.12)
4ma

En el limite cuando a—0 la esfera se convierte en una fuente puntual de corriente I, en este caso se puede
utilizar 5.11 para determinar el potencial en un punto cualquiera del medio. Obviamente debido a la
singularidad del voltaje cuando R—0; la densidad de corriente y el valor de resistencia quedan indefinidos en
el punto de ubicacion de la fuente.

Fuente puntual de corriente en un terreno homogéneo

Considérese ahora un terreno homogéneo de resistividad p con una fuente puntual de corriente ubicada a
una distancia en el punto F(0,zr) en coordenadas cilindricas por debajo de la superficie del terreno(z=0). Ver
figura 5.3. La coordenada correspondiente al angulo ¢ es irrelevante debido a la simetria del problema. La
fuente inyecta una corriente I al terreno.

Ai a .
T 176, Pa = 0 Superficie del terreno St, z=0
nt

oV/onr=0

N

Fig. 5.3 Fuente puntual de corriente en un terreno homogéneo

Para obtener la solucion de la ecuacion de Laplace el método clasico apela a la teoria de imagenes, ver
Fig.5.4.

F(1,-2)

P(r,2)

F(r,z)

Fig. 5.4 Fuente puntual y su respectiva imagen

Para la determinacion del potencial en punto en el terreno ( z>0), los dos medio semiinfinitos aire y terreno
se pueden reemplazar por un medio homogéneo infinito con una fuente puntual de corriente I ubicada en —zp .
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Utilizando el principio de superposicion y 5.11 con R expresado en coordenadas cilindricas, para un punto
P(r,z) el potencial estara determinado por:

1 1 1
v(p)=22 + (5.13)
an \/r2+(z—zF)2 \/r2+(z+zF)2

Mediante la integral de Lipschitz 5.14, se puede expresar 5.13 en el denominado dominio espectral A :

je“Jo(xr) S (5.14)
r+7°
0
V(P) = Z_'I J. (e‘”HF‘ + e—“MF))JO(xr).dx (5.15)
T

0

Donde:
J,: Funcidn de Bessel de primera clase orden cero
A: parametro de integracion complejo o real en el dominio espectral.

Se puede aprovechar la simetria axial del problema para resolver la ecuacion de Laplace en coordenadas
cilindricas mediante el método de separacion de variables. El problema de contorno a resolver es el siguiente:

o’V 1 oV 8V
+— +—=

? r.g azz 0 A P(r,z);tF(O,ZF); z>20 (516)

Con las siguientes condiciones de contorno

a—V:O paraz =0 5.17)
ony

§J dasS=1 para cualquier superficie cerrada alrededor de la fuente puntual (5.18)
S

Donde:

J: vector densidad de corriente
dS: vector diferencial de superficie

La solucion general de 5.16 se puede determinar mediante el método de separacion de variables y obtener:
V(P) = A7) +B() e ) 1 (hr) (5.19)

Las funciones A(L) y B(L) se obtienen a partir de las condiciones de contorno. La solucion 5.19 satisface
la ecuacion 5.16 para cualquier valor de A, también cualquier combinacion lineal de 5.19. Para eliminar la
dependencia de la solucion respecto a A se puede escoger un camino de integracion en el plano complejo A. El
camino mas conocido en la literatura[8] es integrar desde 0 a infinito, limitando el valor A como real puro. La
solucion de 5.16 se puede escribir como:
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V(P) = J. [A(x).e“Z‘Z” + B(x).e‘“Z‘Z”]JO(xr).dx (5.20)
0

Mediante la condicion de contorno 5.17 a partir de 5.19 se obtiene que A(A)=B(A). Comparando 5.20 con
5.15 se puede concluir que A(A)= pl/4x.

Fuente lineal en un terreno homogéneo

La solucién para una fuente puntual ha sido utilizada en la literatura para extender el resultado a fuentes
lineales[3]. No existen electrodos lineales, sin embargo en la practica los Sistemas de Electrodos de Tierra
(SECT) estan hechos de conductores cilindricos cuya longitud es mucho mayor que su radio, y se entierran a
una profundidad mucha mayor que su radio. Valores tipicos son longitudes de conductor mayores a 1 m
enterrados a 0,5 m de profundidad, y radios de conductores del orden de 1 cm.
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Fig. 5. 5 Electrodos lineales en un terreno homogéneo

El problema de contorno consiste en resolver la ecuacion de Laplace, con la superficie del conductor
equipotencial, y con la derivada normal del voltaje nula en la superficie del terreno. Se puede especificar el
voltaje del conductor V,, o la corriente total I inyectada al terreno por €l. No existe solucion algebraica para
este problema en cualquier geometria del conductor. La condicion de equipotencialidad de la superficie del
conductor y la presencia de la frontera aire - terreno implican una distribucion no uniforme de la densidad de
corriente en la superficie del conductor. Ha sido practica generalizada asumir ciertas condiciones para obtener
soluciones aproximadas a este problema. Una de las condiciones mas comunes es asumir una fuente lineal de
corriente en el eje del conductor con distribucion uniforme de corriente y densidad lineal de corriente
I/L[1,2,7]. Se desecha la fraccion de corriente que se pueda inyectar al terreno por las tapas cilindricas del
conductor cada uno de sus extremos. Esto implica que el voltaje sobre la superficie cilindrica bajo esta
condicion no es equipotencial. En efecto en un punto P(x,y,z), ver Fig. 5.5, utilizando 5.13:

Voltaje en P debido a un conductor horizontal:

X5

_pl J' 1 1
V()= : dx (5.21)
4l )| Jxmxe) P+ (- ye) + -2 Jx—xp) + (y—yp) + 2tz |

Xy

Voltaje en P debido a un conductor vertical:

Zy

_pl J‘ 1 1
V()= : dz, (5.22)
AL D x4 (y oyt —2p) Jx—xp) +(y—yp) +@rze)? |

Z
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Las integrales indicadas en 5.21 y 5.22 tienen como resultado general:

_ du _ 2 2
G(u,v) = I—m ln[u +yu+v } (5.23)

Para un conductor horizontal o vertical el voltaje en un punto P(x,y,z) sera:

V(P) = %{G(ul,vl) ~G(uy,v;) +G(u3,v,) = G(ugy, v,)} (5.24)

Los valores de u 'y v se resumen en la tabla 5.1 para cada caso.

Tabla 5.1 Valores u, v para el potencial en un punto P(x,y,z)

Conductor Horizontal C\Olzftlilg:fr
u (x-x))* (z-2,)°
Uy (X-Xz)2 (Z-Zz)2
u3 (X=X )2 (z+zz)2
Uy (x-xp)° (ztz))’
Vi -y +Hz-zr) (x-Xp) +(y-yr)
V2 (y-ye) H(ztzp) (-xp) " +H(y-yr)’

Si el punto P se traslada a la superficie del conductor cilindrico el potencial calculado sera diferente
dependiendo de las coordenadas de P sobre esta superficie. En consecuencia no se estd cumpliendo con la
condicion de contorno de equipotencialidad en la superficie del conductor. Una forma de obviar este
problema es utilizar lo que se conoce en la literatura como Potencial Promedio[2]. El potencial promedio
sobre la superficie cilindrica es un promedio aritmético de los potenciales obtenidos en puntos escogidos a lo
largo de una de las coordenadas. Para un conductor horizontal se pueden escoger N puntos Pi(x;,y,z) ubicados
en coordenadas  x;= x;+i.Ax, donde Ax=L/N parai=0,1,2,3,..N. Entonces:

N N
Vi = %.ZV(R) = %.ZV(R).AX (5.25)
0 0

En el limite cuando Ax—0 la sumatoria infinita se traduce en una integracion a lo largo de x; <x<x,.

1
Vo = T '[ V(P,).dx (5.26)

X1

Donde V(P)) esta dado por 5.24. La integral de G(u,v) respecto a u es[2]:

H(u,v) = Iln(u +\Iu2 +v2 ).du = uln(u +\/u2 +v2 ) —\/u2 +v2 (5.27)

Para un conductor vertical el desarrollo es similar pero integrando a lo largo de z; <z <z, Asi se puede
expresar el voltaje V, sobre la superficie cilindrica como un voltaje promedio dado por las siguientes
expresiones:

Conductor horizontal:

2 2 L2+4 2 2 2
v, =P 1n‘/L +a +1n\/ ZF 3 2% (2] 1+[2ﬁj (5.28)
4L a 22, L L L L
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Conductor vertical:

I VL +a’ ) 1
v, =L T2 a-y?+a? +zzln\/L2+4z§ —E\/az+4z§ —(z1+22)ln[zl+zz+1la2+(zl+zz)2}
a

°" on?

+yfa2 4 (2 +25)2 + 2, InyL? + 422 —%\/a2 +4z§} (5.29)

Donde:
Z1= 7y, Z, =7, +L, (ver Fig.5.5)

a: radio del conductor

Cuando L>>a y L>>7z o L<<z,, entonces 5.28 y 5.29 se obtienen las conocidas formulas de resistencia a
tierra(V,/I) de un conductor horizontal enterrado a una profundidad zr y un conductor vertical con z,=0:

Conductor Horizontal:

R; = P lin 2L

R_L \2azp

Conductor Vertical a ras del terreno(z,=0)

_ P (A
Rp=5o- {m( - j 1} (5.31)

Con la finalidad de mejorar la aproximacion hecha se puede dividir el conductor en secciones de menor
longitud, asociando a cada seccion una densidad lineal de corriente diferente y constante a lo largo de la
seccion como se ilustra en la figura 5.6

1 (5.30)

P(x,y,2)

Fuente lineal de
corriente en el
eje del conductor

YL=L;XL=1;J=I/L
Fig. 5. 6 Conductor seccionado en cinco partes

El potencial en un punto P(x,y,z) estara determinado por la superposicion del los potenciales asociados a
cada seccion del conductor y su respectiva densidad de corriente. Cuando el punto P se ubica sobre la
superficie de una seccion determinada el potencial se puede promediar, y estara dado por la superposicion de
los potenciales promedios asociados a cada una de las secciones y su respectiva densidad de corriente. En
general para un conductor cilindrico considerado como una superficie equipotencial, el valor del potencial
sobre ésta debido a una fuente lineal de corriente de densidad I/L se puede determinar mediante el potencial
promedio asociado.

57



Efecto mutuo entre conductores cilindricos

La presencia de varios conductores en el terreno trac como consecuencia la modificacion de las
condiciones de contorno del problema. Bajo la premisa que la conductividad del material de los conductores
es mucho mayor que la conductividad del terreno, las superficies de los conductores presentes se pueden
asumir como superficies equipotenciales. En la figura 5.7 se ilustra el caso general de dos conductores
inmersos en un terreno homogéneo de resistividad p.

(Xil, Vils -Zi1) Imagen del conductor i
(Xi2, Yi2, ~Zi2)

Superficie del terreno

/ (Xi2» Yiz» Zi2) (X1, Y- Z0n)

Conductor i

(Xit» Yits Zit)

Conductor j (Xj2» Yi2» Zi2)

Fig. 5. 7 Dos conductores en un terreno homogéneo

El potencial en el conductor j debido a la corriente I; inyectada por le conductor i se puede determinar
mediante la solucién para fuentes lineales, asumiendo que las longitudes de los conductores i,j es mucho
mayor que sus radios. Para cumplir con la equipotencialidad sobre la superficie del conductor j se puede
utilizar el concepto de potencial promedio. La expresion general del potencial promedio sobre el conductor j
se puede escribir de la siguiente forma:

d)
B LJ -[J(x —x)? H(y -y + (- )

(5.32)

Donde x;, Xj, Vi, ¥j, Z, Zj, son variables de integracion a lo largo de L; y L; respectivamente. La relacion
Vii/l; se le conoce con el nombre de resistencia mutua entre los conductores 1i,j

Existen varios casos particulares que son los que generalmente se presentan en la practica:

- Conductores horizontales en paralelo

- Conductores verticales en paralelo

- Conductores horizontales perpendiculares

- Conductores vertical perpendicular a un conductor horizontal

En la figura 5. 8 se ilustran el caso de dos conductores horizontales en paralelo, y el caso de un conductor
horizontal perpendicular a un conductor vertical. En términos de las coordenadas X, y, z se puede expresar el
efecto de la fuente lineal cuando se encuentra paralela al conductor cilindrico de radio a o perpendicular a
éste. Asumiendo que los conductores horizontales estan paralelos al eje x en la tablas 5.2 se resumen las
expresiones para este caso particular. Para conductores horizontales perpendiculares se asume que uno esta
paralelo al eje x y el otro paralelo al eje, ver tabla 5.3
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Conductor
Imagen

Conductor

Imagen Xj1
Xi1 g Xi2

“Zj

Superficie
del terreno

zZ

[
11 1
Xjl Xj2

Fig. 5. 8 Conductores horizontales paralelos, y conductor horizontal y vertical perpendiculares

Tabla 5.2 Resistencia mutua entre conductores cilindricos paralelos
cuya longitud es mucho mayor que su radio

Conductores Paralelos
H(u,v) = u.ln(u+\/u2 +v? )—\/u2 +v?2
Horizontales i,j Verticales i,j
4 8
_ p k __ P k
i L L. E (=) {H(uy, v))+H(uy, v,) Rij_mz(_l )-H(u . vy)
U k= (i R
k Uy Vi Uy Vi
1 Xj2Xil \/(Yj _Yi)z +(z; _Zi)z Zj1-Zi1 \/(Xj_xi)2+(Yj_Yi)2
2 2
2 Xi1-Xil \/(yJ _Yi) +(Zj +Zi) Zp-Zj
3 Xjp~Xip Zip-Zip
4 Xi1-Xi2 Zj1-Zip
5 Z1 12z
6 Ziptzip
7 Zipt7i)
8 Zi117;)

Arreglos de Conductores en Forma de Malla
Generalmente los Sistemas de Conexion a Tierra consisten de arreglos de conductores cilindricos
eléctricamente interconectados entre si formando una malla. Muy utilizado el arreglo en forma de malla
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rectangular con cuadriculas regulares. En este tipo de arreglos mallados se toma en cuenta el efecto individual
de cada conductor Rj;, el efecto mutuo R;; de los demés conductores sobre cada conductor y el efecto R;; de
éste sobre los demas. Asi para cada conductor se tiene que el voltaje promedio sobre él estd determinado por
la accion de la corriente de cada uno de los conductores de la malla a través de los factores Rjj:

N
Vi = ZIan (5.33)
n=1

Tabla 5.3 Resistencia mutua entre conductores cilindricos perpendiculares
cuya longitud es mucho mayor que su radio

Conductores Perpendiculares

N \Vb? +u? [[2 12
P(a,b,u):u,ln(a+ b’ +u2)-|-a.ln$—u+2\/b2 —a? arctg utvyu' +b” +a
Vb -a?

4
p k-1
ﬁ=—§ (-1"H{P(ay, by, uy) —P(ay, by, u)}
4nL;.L;
k=1
Horizontal i — Horizontal j Vertical i — Horizontal j

k ag Ck Uy ag Ck Uy
1 Xi~Xi1 Zi-7; Yi1-Yi Zi-7Z;) Vi¥i Xj1-X;
2 Xi-Xi2 Zi-Z; Yi2-Yi Zi-Zip Yi-yi Xijp=Xi
3 Xi'xil Zi+Zi Zi+Zi1 Yi'yi
4 Xi'XiZ Zi+Zi Zi+Zi2 Yi'yi

2 2 2
bk :ak +Ck

Los conductores estan eléctricamente interconectados a un potencial V, igual para todos. Para cada
conductor existe una expresion de la forma 5.33, conformdndose un sistema lineal de ecuaciones que
relaciona las corrientes de cada conductor con los respectivos voltajes:

RI=YV, (5.34)
Donde:
R: matriz cuadrada NxN

I: vector unidimensional 1xN de las corrientes de cada conductor
V,: vector unidimensional 1xN de voltajes V, de cada conductor

Resolviendo el sistema de ecuaciones 5.34 se obtienen las corrientes de cada uno de los conductores de la
malla para un voltaje V,. Si se desean las corrientes para otro valor de voltaje diferente V,, basta
multiplicarlas por la relacion V,,/V,. La resistencia total que presenta el arreglo se determina simplemente
como:

Ry =—Yo (5.35)

n=l

Es posible especificar la corriente total It que entra a los conductores de la malla. Conocida Ry se
determina el producto EPT=I1.Rt que se conoce como la Elevacion del Potencial de Tierra respecto a una
referencia muy lejana, también se le conoce por sus siglas en el idioma inglés GPR(Ground Potential Rise).
Para determinar las corrientes basta hacer V, = EPT y seguir lo indicado los parrafos anteriores.
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Fuente Puntual en Terrenos Biestratificados

= z=0
[ ) P1
P1
h
® F,
A z=h
® P,

P Fz P2
y

p;: resistividad del estrato superior 0

p2: resistividad del estrato inferior
F,: Fuente puntual en el estrato superior X
F,: Fuente puntual en el estrato inferior

Fig. 5.9 Terreno biestratificado

Independientemente de la ubicacion de la fuente F, o F,, o de los voltajes Vp;, Vp, en los puntos de interés
Py(x,y,2) 0 Py(x,y,2); el problema de contorno a resolver es el siguiente:

V3V = 3(x —xp)(y —yp)O(z—2zp) (5.36)

Vp, =0 Z—>® (5.37)

N =0 para z=0 (5.38)
0z

LV _ 1 OV para z=h (5.39)

pp 0z p, Oz

Vp, = Vp, para z=h (5.40)

La solucion de este problema se puede postular como la suma de un soluciéon general y una solucion
particular. La simetria axial del problema en el eje z permite expresar la solucion general de la siguiente

forma[8]:
V=e* ] (Ar) (5.41)
La solucién particular se debe diferenciar para los dos casos de ubicacion de la fuente: estrato superior o

estrato inferior. Tomando en consideracion este hecho se pueden diferenciar funciones que contemplen la
solucion para fuentes y puntos en cada estrato en particular. Entonces la solucion para cada caso se puede

postular de la siguiente forma:
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Fuente Fi(xp, yr, 25) en el estrato superior:

Punto P, en el estrato superior:

00 00

vy = 2 L e el oy P [ (@, 0067 + 9,007, (ur)
4m 4n
0 0

Punto P, en el estrato inferior:

J —A\z z
V,, = ‘z—nl I (@507 + %, 0.7 )1, ().

0
Fuente Fy(xp, yr, 25) en el estrato inferior:

Punto P, en el estrato superior:

J -\z z
Vi, = pi—; j (@1, 0067 + W, (0.7 ) 1, (Ar).dn

0

Punto P, en el estrato inferior:

Vi = 222 [ Hennly iy an+ P22 | @, (0677 4 W, ()27 1, Our)
47 4n
0 0

Donde:

J,: Funcién de Bessel de primera especie y orden cero
J;: Densidad de corriente de la fuente puntual en el estrato superior
J,: Densidad de corriente de la fuente puntual en el estrato inferior

r=y(x=xp)? +(y-yp)

(5.42)

(5.43)

(5.44)

(5.45)

(5.46)

Las funciones ®(1);;, Vii(A) (i=1,2; j=1,2) son funciones del pardmetro A y permiten los grados de libertad
suficientes para satisfacer las condiciones de contorno. Mediante éstas lltimas se obtiene un sistema lineal de

ecuaciones para las correspondientes ®(1);;,'¥;j(A) en cada caso particular de ubicacion de la fuente.

Para la fuente en el primer estrato se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

0, (W) +¥, (W) +e =0
O, (M)e ™+, ()M +e ) @, (W)™ + Wy, (1)

1 : - 1 ,
—{—cbn(x).e Mo (e e M0 F>}=—{—q>21(x).e *h +w2,(x).ekh}

1 P2
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La condiciéon V,;=0 cuando z—oo implica que y;(A) = 0. La soluciéon de este sistema de ecuaciones
conduce a las expresiones para las funciones ®(A);,' V(1) (i=1,2; j=1,2). Los resultados para los potenciales
en cada estrato debido a la ubicacion de fuentes puntuales en cada estrato se resumen en la tabla 5.4

Tabla 5.4 Funciones ®(A);;, Vy(A) (i=1,2; j=1,2)

D) Wi(M)

i=1 i=2 i=1 i=2
- e 4 Ke M (1+K) ] (e—zsz N 1) K e 27 L K e b0 0
a 1-Ke 1-Ke 2 . 1-Ke 2
., (1_K)e—2kz]; e—27»zF _K.e—27»(h—zp) (1 _K) 0
! 1-Ke 2 1-Ke™ 2 1-Ke 2t

Con las funciones de la tabla 5.4 se obtienen las siguientes soluciones en el dominio espectral A que se
resumen en la tabla 5.5. Para invertir las expresiones del dominio espectral se ha expresado el denominador
(1-K.e¢™"! como una sumatoria infinita:

(1-Ke 2y = Z K" e 2 v ‘K.e’z}‘h‘ <1 (5.50)
n=0

Con 5.50 se obtiene una sumatoria infinita de integrales de Lipschitz que se pueden invertir directamente.
Los resultados en sumatorias infinitas se resumen en la tabla 5.6

Tabla 5.5 Expresiones del Potencial o Voltaje en un Punto P en el Dominio Espectral A

Fuente Puntual Punto P Expresion del Voltaje en P
1 C_MZHF) e—k(2h+z—zF)
r_+ m]o(kr)dk-f-l( m.lo(kr)dk
o o N
_Pid 0 0
Estrato Vl =
. 47 © 0
Superior e—x(zh—z+zF) e—k(zh—z—zF)
+ KIW Jo (7\.1’)(17\. + Kj-m Jo (7\.1‘)(17\.
Estrato Superior 0 ) 0 ’
o0
p1(1+K)J, | [e ) et
vy, = T, (ur).di
Estrato Inferior 4n 1—K e 2*h
0
T o Mzzr) | o hlzbzg)
1-K)J e T e TMETIE
o | Vi = P2(1=K)J, J S 3, (n)dh
Estrato Inferior 4 1-Ke
0
Estrato Inferior
0
J 1 r e—?»(z+zF) +e—7»(z+zF—2h)
I VAL . T, (r).d)
Estrato Inferior 41 r, J 1-Ke~
0
_ \/ 2 2. . _[2 2
1=y (X=xg)" +(y=Yp)" 5 1, =41 +(z-2p)
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Tabla 5.6 Expresiones del Voltaje en un Punto P en Series Infinitas

Fuente Puntual

Punto P

Expresion del Voltaje en P

—+—+Z\/

+(z +z+2mh)?

Z\/ "

P, 2 +(2mh- ZF+Z)
Estrato Superior Vll B 41 Km
> '
\/ +(2mh+zy —z) 2
Estrato Superior Z K.
< [t? + 2mh -z, - 7)°
— + —+ Z +
v _p(1+K), \/r +(z—-2zp +2mh)?
21 =
Estrato Inferior an Z
< 1% +(2mh+2+2,)2
1 1 K™
—+—+ +
v Pz(l—K)~J2 L T m=1 \/1‘2 +(Z_ZF +2mh)2
=7 1 5
Estrato Superior an Z K™
\/r +(2mh+z+zg )?
Estrato Inferior 1 1 K
—_t—— +
L h \/r2 +(z+zp —2h)?
V,, = Pa-Jy Z
Estrato Inferior 41 \/ + (ZF +7z+ 2mh)

m+1

>

z+zF 2(m —1) h]2

r=\/(x—xp)2 +(y-yp)®

:\lrz +(z—zF)2 ;0

:\lrz +(Z+ZF)2

Igual que en el caso de terrenos homogéneos el desarrollo del potencial generado en un punto por una
fuente puntual de corriente es la base para obtener las expresiones para electrodos lineales. Las funciones
G(u.v), H(u,v) y P(a,b,u) se utilizan para desarrollar expresiones en series infinitas acordes a la ubicacion del
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punto y de la fuente: estrato superior o estrato inferior. En las figuras 5.11 a 5. 18 se ilustran los casos mas
comunes de una malla de tierra o Sistemas de Electrodos en un terreno de dos estratos.

Férmulas Aproximadas para la Resistencia de un Arreglo Mallado

En [6] se ha desarrollado una formula aproximada par determinar la resistencia a tierra de un malla
rectangular ubicada en el primer estrato de un terreno biestratificado. Los arreglos estudiados comprenden
desde una sola cuadricula hasta mallas propiamente dichas con 2" (n=2, 4, 6, 8) cuadriculas; combinadas con
barras de 3 m de longitud ubicadas en forma equidistante alrededor del perimetro de 1 malla, y a lo largo de
las diagonales del rectangulo formado por la malla. Se asume que la malla esta ubicada a 0,5 m por debajo de
la superficie del terreno en el primer estrato, ver figura 5.10.

A
0,5 m pl
. h
Barras Verticales
alrededor del
perimetro
v

Fig. 5.10 Malla rectangular en un terreno de dos estratos

El procedimiento a seguir consiste en calcular la resistencia a tierra de la malla como si el terreno fuese
homogéneo de resistividad p; mediante la siguiente expresion:

0,13. 2L
R, :’—pl(l——leogm{M] (5.51)

N

Donde:

A: 4rea cubierta por la malla en m*

Ly: Longitud de una barra vertical 3,0 m, si no existen barras verticales se hace igual a cero

N: numero total de cuadriculas

Una vez que se obtiene el valor de Ry, para tomar en cuenta el efecto del estrato inferior se multiplica por
un factor de correccion propuesto en [6]. Es decir la resistencia en el terreno biestritificado se determina
mediante:

Ryp =Cr Ry, (5.52)

Donde:
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X
Cp = (P_zJ (5.53)
P1

El exponente X se determina mediante:

X =0,59log,, (%] +0,016log, (4,2h){10g10 (N\/X )}2 para P2 <1 (5.54)
P1

X =0,57log, (%}4—0,06 log,, (100 }{log,, (NA )} parap—2 >1 (5.55)
P1

El error que se ha obtenido con las expresiones anteriores para los diferentes tipos de mallas analizados en
[6], ha sido del orden del 10 %. Sin embargo es necesario acotar que el analisis fue hecho para relaciones de
P2/ p1 <10y por lo tanto esto impone una limitacion sobre la aplicacion de las expresiones propuestas.
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Vertical en el Primer Estrato

Resistencia Mutua entre un Conductor Horizontal y un Conductor

x A

Zyj
y Z L P
J (styj)
h
VA

Z2j

Y

P
8
4 0

LZ(_ lp—l ){P(al,bl,up)_P(azabzaup)}_kﬁz K™ pl=25

p=9

b, =4a.+a. n=12

A TX =X, 2T Xj—X2i CTYjTYi

p Up

1 Zpi — Zj

2 Z1i—7Zi

3 2o + z;

4 Z1j + VA

5 | dmh+zy+2
6 2mh + 7z, + 7
7 2mh + 7y - 7
8 2mh + Z1i - Zi
9 2mh — 2 + Z;
10 2mh - z;; + 7
11 2mh — Zyi - Zi
12 2mh — z;; - 7;

Z{(—lp"l ){P(al,bl,up)—P(az,bz,up)}}
Z{(—lp ){P(al,bl,up)—P(az,bz,up)}}

Fig. 5.17 Resistencia Mutua entre un Conductor Horizontal y un Conductor Vertical en el Primer Estrato

73

Py, — P,

P, P




Resistencia Mutua entre un Conductor Horizontal en el Primer
Estrato vy un Conductor Vertical en el Segundo Estrato

X A b 2
y Z Pi 1 2mh+z,i— z;
2 2mh+z;;— z;
h 3 2mh+22]~ + 7
z 4 2mh+z;i+ 7
i C=Yj-Yi
Z .
K P: b, =fa;+c’
Li | 159
Zy; K — pZ - p2
P, TP

0 4
1-K m
=S DS ) )

m=0 p=1

U = Xj— X1i, U2 = Xj— X2

Fig. 5.18 Resistencia Mutua entre un Conductor Horizontal en el Primer Estrato y un Conductor Vertical en el Segundo Estrato
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Resistencia Propia de un Conductor Vertical
en el Segundo Estrato

X A p uD
1 23i - Zij
y P 2 Z1i -2
3 222i
h 4 21i + 2
’ 5 225,
6 2221 —2h
v 7 zii + 72pi —2h
8 ZZ“ —2h
2 Pz 9 275+ 2mh
. 10 Z1;i + Z2; + 2mh
Li | i) 11 2z;;+ 2mh
12 27;i + 2(m-1)h
i 13 Z1i T Zoi t+ 2(m-1)h
14 2z;; +2(m-1)h
H(ul,a)—ZH(O,a)+ H(uz,a)+ % _
P2 o) m H(ug,a)—2H(u10,a)+H(u”,a)— _P27P1
R = 4nl3 Hus,a)-2Hluya)+ Hus,a)- ’ 4r L2 ZK {K.H(ulz,a)+ 2KH(u13,a)—K.H(u14,a)} s P2 TP

i K.H(ué,a)+ 2K.H(u7,a)—K.H(u8,a) m=1
a: radio del conductor

Fig. 5.13 Resistencia propia de un conductor vertical en el segundo estrato
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Resistencia Mutua de Conductores Verticales

Paralelos en el Segundo Estrato

X A
P1
y
y h
v
Zij
i P
Zj Lj (Xj’yj) 2
Lit iy
Zy;
Zy;
8 K 12
4 iz.L.Z(_lpl)H@P’ )_4 L?ZL.Z(_IP_I)]{( LA L L; ZKm Z lpl
nL;.L; = nL;.L; oy . —
_ Py =P
\/(xj—xi)2+(yj—yl)2 K_pz—i-pl

jY Up

1 Zyi— Zii

2 Z1j— Zi

3 Zij— Zi

4 Z2i— Zoi

5 Zoi + Zo;

6 Zij+ 2o

7 Z1it+ Zy;

8 Zi+ zii

9 Zoi+ Zp; -2h

10 Z1it+ 2y -2h

11 Zli+ Z]i-zh

12 Zzl"f' Zli‘2h

13 2mh + Zit+ 7
14 2mh + Z1it 2y
15 2mh + z);+ zj;
16 2mh+22i+zli
17 | 2(m-1)h 7+ 7
18 |2(m-1)h+ Z1it Zpi
19 |2(m-1)h+z;;+ 7
20 | 2(m-1)h + Zyit Zji

p=17

V)— Ki (— 1! )H(up v

Fig. 5.14 Resistencia mutua entre dos conductores verticales paralelos en el segundo estrato
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