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LA EXTENSICON DE CARATHEODORY PARA MEDIDAS A VALORES OPE
RALDORES POSITIVOS.

GILBERTO GONZALEZ Y T.V. PANCHAPAGESAN

-

En este articulo obtenemos la tecorfa de la extensibn de
Caratheodory para medidas a valores operadores positivos-
abreviadamente escribimos O.P - sobre un espacio.de Hilbert,
cuando las medidas son acotadas. Este trabajo ha sido mo
tivado por el artfculo de Panchapagesan [3]. Nuestra pre
sentacién constituye un método alternativo para obtener la
extensién de medidas O.P al dado por Berberian [1]. Enla
Gltima parte discutimos una condicién suficiente para ob~-
tener el ¢ -anillo de los conjuntos P*(.)-medibles como
la completacibn del ¢ ~anillo generadc por el anillo de
conjuntos R, el dominio de la medida O.P :P(.}.

Esta es una generalizacidn para medidas O0.P. de lo expues
to en el capitulo II1 de Halmos [2] Yy es una extensidn del
resultado correspondiente de Panchapagesan y Shivappa Vee
rapa Palled [4], para medidas a valores operadores positi
vos en espacios de Hilbert, con rango no con-mutativo.

1 MEDIDA EXTERIGCR A VALORES OPERADORES POSITIVOS.

Sea H un espacio de Hilbert compiejo f£ijo y B(H) el espa
cio de Banach de todos los operadores acotados en H.

DEFINICION 1.1. Sea R un anillo de conjuntos. Una funcién
P(.): R > B(H) se llama una medida a valores operadores po

sitivos - abreviadamente medida 0.P - si P(E)} > 0, para -
cada E € Ry P(.) es numerablemente aditiva en R en la to
pologfa fuerte de operadores; en el sentido siguiente:

oy

\ e 5]
Pf\J E.{ x =171 P(E, :
(1:1 1) L (E;yx , xe H,



oo .
siempre que {Ei}lcz R, con Eir\Ej = ¢ , para i # j y

(- -]
\{ E; eR.

P(.) se dice que es una medida espectral en H, si P(.) es
una medida O0.P y P(E) es una proyeccidn hermitiana en H

.

- para cada E € R.

Se sabe de [1] que una medida O.P en R es una medida es
pectral si y s6lo si

P(E)P(F) = P(EYF), E,FeR ;
Es decir, P(.) es multiplicativa.

DEFINICION 1.2. Sean ¥ un o-anillo hereditario y'P*(J
una funcibn de conjuntos definida sobre ¥4 a valores ope
radores positivos en B(H). P*(.) se llama una medida ex
terior a valores operadores positivos (abreviado medida
exterior . O.P) i '

si satisface:

*
(i) P (¢)= 0
* *
(ii) P (A) ¢ P (B), para cada A,B en ‘$L con ACB.

*
{(1ii) P (.) es numerablemente subaditiva en el sentido si
guiente: Para cada xe€H

(P*(gAi) x, x> ¢ £ &P A)x, x)

i=1

para Ai eM, i= 1,2... (Notemos que la serie del lado



. + ea s
derecho es convergente con suma finita en [R & infini
tal.

*
PROPCSICION 1.3. Si P (.) es una medida exterior 0O.P. en
*
&L, entonces P (.) es finitamente subaditiva, en el sen-
tido

n n
P*(\.l)Ai) g § P* (A}

"
[
-
N
L]
.
=

para cvalquier A, e¥ . i

DEMOSTRACION. Se siqgue de (1) y (3) de la definicidn 1.2.

DEFINICION 1.4. Si P*(.} es una medida exterior O.P defi
nida en el o - anilla hereditarioY{ , entonces decimos que
E £ W es P* ~medible si

P*(A)= P (ACYE)+ P*(A\E), a e} .

NOTA. A la luz de proposicidn 1.3 se sigué que E £%A, es
P* —medible si v s6lo si

P#*(A) P*(AVE) + P*(A\E), A ¥, .

PROFPOSICION 1.5. Si P*{.) es una medida exterior O0.FP. de
finida en el ¢ ~anillo hereditario¥A,, entonces la colec

cibn L de todos los conjuntos P*(.)- medibles es un

c~anillo y P* es una medida O0.P.

DEMOSTRACION. Por un argumento similar al de la demostra-
cién del teorema A, p&g 44,45, de Halmos [2] , se sigue que




Mp,( } es un anillo y que

o) n
(1) P*(Aﬁ&lJEi) = I P*(ANE]) , EjeM,(, . Eif\Ej=¢

1=1

“

para i $ j, i =1,2,...,n y A e¥

n .
Come \! Ei.e MP*( y ¢ de (1) se sigue que

P*(A)

n n
pr(an\J Ep) + pra\Uz))

n
)

W

D P*(ANE.) + P*(A\VJE.) ,

para todo n.

1= 1

n oo
Ahora bien, {l p* (A}'\ Ei)} es una sucesifn no
i
n=1

[}

decreciente de operadores positivos en B(H) y esti acota
da superiormente por el operador P*(A) - P*(A\(? Ei). Por
lo tanto, de la proposicidn Itde Berberian [1] se sigue

n

que el 1im I P*(A(\Ei) existe en la topologia fuerte
1 -ro =1

de operadores en B(H) y ademis, este limite es menor o

GO
igual que P*(A)~- P*(A\L)Ei). &s decir, para x e H -
1

{P*(a)x,xd 3 )%(P*(A(\Ei)x,x) + <P*(A\llJ E )X, %)



(P*(AnQJE) x,xy + {P*(A \\{ Ei) X,x)

v
-1 8

donde la filtima desigualdad es cierta por la condicidn
(iii) de la definicibn 1.2. Por lo tanto, del comenta
riodespues de la definicibn 1.4, tenemos que \{ E;eMoug )

y que P*(A)= P*(a O\ UE ] o+ P*(A\Ul E,) .

= i}: p*(A(\E } + Px(A UE) (2)
2z )

Asf, la serie es convergente en la topologfa fuerte de
operadores.

Por un argumento general se sigue que MP*( ) es un -~

o ~anillo y P¥{ } es numerablemente aditiva en MP*( )

DEFINICION 1l.6. Una medida 0.P; P(.) sobre un anilloc de
conjuntos R se llama completa si la condicifn E € R, FQE

y P(E)= 0 implica gque F ¢ R.

PROPOSICION 1.7. Si P*{(.}, Y MP*( ) ‘'son como en  la

proposicién 1.5, entonces P*(.) MP es una medida 0Q.P
PR ()

completa.

DEMOSTRACION. Es igual gue en el caso nlGmerico.

2 MEDIDA EXTERIOR O.P.

Para un anillc R de subconjuntos de X, donde X #+ ¢ , R
e 03

denctari el conjunto:{ E€X: E=l.1} EieR, i=1,2,.... }. En

esta secccién intrcducimos ia nocibn de medida interior a

valores operadores positivos, denotada por P, (.); inducida



por una medida 0.P; P(.), que es acotada, estudiando ade
mis sus propiedades. Estas las usaremos en la pr6xima -
seccidn.

LEMA 2.1. Seaz P(.) una medida O.P sobre un anillo de con

-~ o o 3
juntos R. Si {Ei}1' es una sucesidn no -decreciente (no

o o

crecimiento) de conjuntos en R, con \.IJ Ei e R (\ Ei e R),
i=1

entonces para todo x £ H

P(ﬁf,Ei)x = lgm P(En)x’(P((;\Ei)x = 1§m P(E,) x).

DEMOSTRACION: For ser P(.) monftona y usando la proposi
cifn o su dual en Berberian [1] , tenemos gue el lim P(En)x
n

existe para todo x € H. El resto del lema se sigue por un
argumento similar al del caso numérico. Ver, por ejemplo,
pag 38, de Halmos [2].

DEFINICION 2.2. Sea P(.) una funcién de conjuntos sobre -
un anillo de conjuntos R y a valores operadores positivos

'en B{(H). Diremos que P(.) es acotada, si existe un opera
dor positivo T en B(H), con P(E} & T, para tcdo E ¢ R. En
este caso se dice que T es una cota superior de P{.).

LEMA 2.3. 5i P(.) es una medida O.P acotada en el o -ani
@ w
llo de conjuntos R, yv si A € Ro,, con A = k;"Ei =L1J Fj, -

donde {E;} y {F;} son sucesiones no decrecientes de miem

bros de R, entonces

1fm P(E J)x = 1lim P(F_}x , X g H.
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DEMOSTRACION: Sea A =5 [VF . Como R es un anillo

n m n
QD [+ 4]
de conjuntos, A eR,mn=1,2,... Memfs, {a _} {a
3 [ 4 m'n ’ r F=r ? m'n I)_.:x m'n .
[+ >3 o«
son sucegiones decrecientes con HX:{ Am,n = Em Yy ,n E
Asf, por el lama 2.1.
P(Em)x = lim P(Am,n)x , X ¢ H ' Y
P(Fn)x s lém P(Am,n)x , X & H .

Por hip6tesis, existe un T € B(H), con T » 0 tal que P(E) ¢T
para todo E € R. Por la proposicién 1, de Berberian [1] y
por la monotonicidad de P(.), tenemos gque existen operado

res Sl Yy 82 , positivos en B(H) tales que 1§\m p(Em)x = 51"

vy l]:Em P(Fn)x = 82x ’ ¥ £ H.

Otra vez, por la proposicibin 1 de Berberian [l], slaP(Em)

para todo m y. P(Em) ),P(Am n) para todo n.

1

Es decir, Sl > P(Am n) para cada m,n. Similarmente ,

S, P(Am n) para cada m,n.

2

L

Afirmamos que 5, = S.= Sup P(A_. ). In efecto se tiene
1 2 m,n ]
m,n
{ P(Am,n)}(m,n) c-NxN es una red no decreciente acotada su

periormente por T, por tanto el Sup P(Am,n) existe comc un
m,n



operador positivo por la proposicién 1, de Berberian [3].

Ahora, si S es una cota superior de {P(a n)}
" (m,n)e N x N,

para todo x € H € Sx x>)<P(Am n) % x>» para todo m,n.
’

r
ast,

= X
{Sx x >% S;p Sgp <P(A, ) %X>= Sup & P(E M,X* >

=='<Sl X, X>» , x € H,

por tanto S 2 sl .

Similarmente, S % Sz. Luego, se sigue que Sl>,.s2 Yy

S, P S,, yaque S, y S, son cotas superiores de {P(A_ )}
2 1 1 2 m,n (m,n)€ Moal.

~ 4 = © = @ :
Es decir, S1 ;ui P(Am,n)'

NOTA. En estas demostraciones no se necesita que el rango
de P({.) sea conmutativo.

A la luz del lema anterior, podemos dar la definicibn si -
guiente:

DEFINICION 2.4. Si P(.) es una medida O.P acotada en un ani
llo de conjuntos R, la medida interior P,(.) es una funcién

de conjuntos, definida en Rq, como lo siguiente:

P (R) = lgm P(En) . A€ Ro

segun la topologfa fuerte de operadores, donde {En} es una



o
sucesidn no decreciente de miembros de R, con L? E, = A.
A P,(.) le llamaremos la medida interior O.P inducida -

por P(.).

Es claro qgue P,{(.) estd bien definida en RG, es a va-

lores operadores positivos en B(H) y P,(.) R = P(.).

LEMA 2.5. PB(.) definida en 2.4 es monStona y finitamen
te aditiva en R . Si T es una cota superior de P(.), en

tonces T es tambi&n una cota superior de P, (.)}.

DEMOSTRACION. P, (.) es monStona por la definicibn 2.4 vy
la misma propiedad mon&tona de P(.). Para probar que

P,(.) es finitamente aditiva, basta probar que -

P,(AUB)= P,(A) + P,(B) para A,B € R con ANB = ¢ .
o
Sin perder la generalidad asuniremos que A =\{ Ei' B =WF,_,
donde {Ei} y {Fi} son sucesiones no ﬁecrecientés de
miembros de R. Ya que {E;{J F;} es una sucesibn no de-
o

creciente de elementos de R, con kIJ (E,UF,)= AU B, de la

definicifn 2.4 tenemos gque para X € H

P,(A UB)x

it

lgm P(Enu Fn) X

]

lim [P(z,) + P(F ))x

it

1fim P(E })x + 1lim P(F )%
n n n n

= P, (A) x + P,(B)x '
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ya gue P(.) es aditiva en R.

La filtima parte es clara de definiciones 2.2 y 2.4.

LEMA 2.6. Sea P,{(.}) la medida interjor 0.P. inducida en
R, por la medida P(.}, O.P acotada en R, . S5i {An} es

Lo}

una sucesién de miembros de Ro' con A=\1} An . entonces

AeR, y P,A)x= l%m P*(An)x + X € H. :

DEMOSTRACION: Para cada A, existe una sucesifn no decre

o oo

1 de miembros de R con A_ = E
n,i j=1 n ;ﬁl n,j

.

creciente (&

- Es claro que B ¢ R, B.CA Y {Bn}

®
Q
»
o
)
o
+C
m

o
es una sucesién no decreciente con LIBn = B, De alli,
|

Py(A) x = 1im P, (B Jx , x € H.
n .

Como Bncﬁ A, P(B)) = P,(B )& P,(2) por la proposicin

anterior. Por otra parte, {P*(An)} es una sucesidn no
decraciente de coperadores positivos en B(H) gue es acotada.

Por la proposicidn 2.5 y la proposicibn 1, de Berberian [l]
tenemos gque para X € H,

<P, (A)x,x » = lgm <P(B }x,%) & lgm <P, (B )X,¥ >

$<P*(A)xlx> v
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de alli que

P ,(B)x = 1im P,(A )x . x € H.
n n

Por Gltimo probaremos otra propiedad importante de la me
dida interior O.P. inducida por una medida 0.72.
LEMA 2.7. La medida interior P,(.) del lema 2.6 es nume

o2
“rablemente subaditiva, en el sentido de que si A =(TJ Ai'
[4 ]
A ERG i=1,2.... entonces, (P*(A)x,x>$§ P*(Ai)x,x) ;

X e H.

[¢0]

. o0
DEMOSTRACION: 8i A = ,”; E ., {5 .} unia sucesibn no

n

decreciente de miembros de R, sea Bn: v Ei 5 . Luego
i'j"‘“’l !

(=4}

o0
{Bn} C R} y es no decreciente con \1} B, = ‘IJ A=A, y asf

A £ R, Por los lemas 2.5, 2.6 y 2.7, " tenemos que

n n Yi 4] n
= § B X > 3
P(B_) P(i’:!g gﬁi’j>s iil E*(}gl B, € L P,(R;), por

Wi

lo gue

n
'y - ; ™

P (B)x,xp = lgm (?(Bn)x,x>.5 1fm ii}(P,(Ai)x,x)

_E}(P*mihmx) , X €H.

po

It
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3 LA EXTENSION DE CARATHEODORY PARA MEDIDAS O.P.

En esta seccibn probaremos el teorema de extensibn de Ca-
rathéocdory para medidas 0.P. acotadas. R es un anillo de
subconjuntos de X, S(R) el o - anillo generado por R y M(R)
el o-anillo hereditaric generado por R.

LEi4A 3.1. Sea A eM (R). Entonces, S,= {F:F ¢ R JP2A} un
conjunto no vacfo, dirijido por la relacifn F G si F2G.
Si P(.) es una medida O.P acotada y P,(.) es la medida in

A= {P (F):Fe SA}

es una red no creciente, dirijida por SA’ que es acotada -

terior 0.P inducida por P(.), entonces P

inferiormente y {P,(F)} es convergente a un operador

FssA

positivo en B(H), en la topologia fuerte de operadores.

DEMOSTRACION: De la definicidn de JH(R) y de la propiedad
de gque Ro es cerrado por la operacibn interseccibn finita

se sigue la afirmacifn scbre SA. La segunda parte es
una consecuencia de la propiedad monbtona.de P,(.}) y del
resultado dual de la proposicién 1 de Berberian [1].

El lema antericr justifica la definicién siguiente:

DEFINICION 3.2. Si P(.} es una medida O0.P. acotada en R
con P,(.) la medida interior O.P inducida por P(.}, enton

ces definamos la funcibn de conjuntos P*(.) de M (R) en
B(E) por

P*(A)= lim {P,(F): A& F e R_} , A e ¥{(R)

seglin la topologia fuerte de operadores.

LEMA 3.3. Sean P(.)r P, (.) y P*{(.}) como en la definicibn



1-3. #*

3.2. Entonces tenemos:

(i) P*(.) es una funcibdn de conjuntos en P} (R) a valores

operadores positivos en B(H)

(i4) p*(.)}

(iii) Si T es una cota superior de P{.) en R, (es decir,
P(E) & T, E cR) entonces P*{A)gET, & c ¥(R).

R, = P,(.)

(iv) P*{(.}) es mondtona

(v) P*{(.) es numerablemente subaditiva en el sentidec (iii)
de la definicién 1.2Z.

(vi) P*(.) es una medida exterior 0.P. en ${(R), que ex-
tiende P(.}.

(vii) P*{.) es a valores proyecciones si y s6lo si P(.) lo

es .

DEMOSTRACION: La demostracidn de (i) -~ (iv) es f&cil y as{

se omite. Para probar (v), sea {Ai}f”’c.‘)& (R) con A :C)Ai'
F4
1

Dado x € H, por la desigualdad de Schwarté en H,
| {Pr¥(a)x - Po(F))x,x) gl (P* (A )~P, (F)) x|} |]x]]

que tiende a cero cuando F + Al segtn SA . ¥ por tanto,
i

lim <P*(F)x,x )= (P*(Ai)x,x>
FSSA
i

Como {{P, (F)x,x } es una rad no creciente de nimeros
FesIX
i
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no negativos, su limite es su iInfimo. Por lo tanto, da

dos & > 0y xe H existe Fi € SA tal que
i
<. xY + £ 9 -
{e* A ) x,x + 1 YPLFHxxy 1= 1,2,

Luego, .

R {Pra)x,x) + ¢ > I }{P*(Fi)x,x) > <P*(g Fx,% 3
i=1 i= =

oo

por el lema 2.8. Como \J} F, €8
iTh

P se tiene

que

P*(A) & P (UJF)) '

de donde,

1=

{Pr(aYx,x ) | @*(g FOx,xpg '1'21 {P*A X, xp+ €.

Por la arbitrariedad de £, se sigue que P*(.) cumple (iii)
de la definicidn 1.2.

(vi) Se sigue de la definicidn 1.2 y la parte anterior del lema.

{(vii) Basta probar que el rango de P*( ) son proyecciones -~
81 P(.) es una medida espectral. Este se sique de -
la proposicién 1 de Berberian [1] y su resultado dual.

DEFINICION 3.4. La medida exterior P*(.) de la definicidn
3.2 se llama la medida exterior 0.P inducida por P(.}.
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LEMA 3.5. &1 P(.) es5 una medida C.P acotada en el anillo
B de conjuntos, P*(.) la medida exterior O.P. induci-
da por P(.}, entonces MP* es un o -anillo gque contiene

a S(Rr}.

DEMOSTRACION: A ia luz del lema 3.3 y la proposicidn 2.5,

basta probar que RC M,,. Tomemos L€ R y A <« H(r).

Para ¥ & H,

P*¥{(a)x = 1lim P, (F)zx = 1lim P, (FOE)x + 1lim P, (F\Ex

e 3 WG -
ECDA laaA FbSA

(1)

pory el lema 2.5. Ya qua Fs:RF y E ¢ R, es claro que
9

2
FOYE y FYE estan en RG‘

¥or lo tanto,

s R % - & ﬁ .r? : o

5 1AL {F: ANE CF ¢ RG} 2 {rae ACF&RU}

S = ey 3 3 e i poie 3 RE - \

S2NE {5: AN\E € RG} = {b\’ A Ge RG}
Ast,

P*(ANE)E 1im {P, (FAE): Fes§,} (2)
Y

P*(2\E) & 1im {P(G\E): G ¢ SA} (3)

donde los limites son seg(n la topologia: fuerte de opera

dores.
Usando (1}, (2) y (3} teneamcs yue

E*(A) 3 P*(ANE) + P*(A\E).
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Luego Ec¢ Mos -

LEMA 3.6. 8i P(.) es una medida 0.P acotada &n F enton-

ces P*(.) es una medida O.FP completa gque extiende -

. Mpw

P(.).

Si P(.)= P*(.) , entonces P(.) es la Gnica

S (R)

extensién de P{.) a S{(R} como medida 0.P.

Si P(.) es espectral, P(.) también lo es.

DEMOSTRACION. Por los lemas 3.3 y 3.4 vy la proposi -~

cién 1.5, basta probar la unicidaé de P(.) en S(R).

Esta se sigue por un argumentc similar al caso numérico
(Ver p&g.54de Halmos [1]) y del lema 2.1.

En los resultados anteriores hemos probado el teorema si

guiente:

TEOREMA 3.7. (Extensifn de Carathé&odory) Sean F(.) una

medida 0.P. acotada en un anillic de conjuntos R y P*¥(.)la

medida exterior 0.P. inducida por P{.). 'Entonces:
(i} Mo es un o-anilleo de conjuntos que contiene a
S(R).

{(ii)

(ii1)

(iv)

P*(.) es una medida O.P acotada completa en MP*(.)

gue extiende a P(.).

F(.)= P*(')iS(R) es una medida O.P. acotada gque ex

tiende P(.) a S(R) en forma Gnica como medida O.P.

P*(')}M es una medida espectral si y s8lo si P(.)
My
{

lo es.
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4. COMPLETACION DE MEDIDAS O.P. ACCTADAS.

Sean 1. un o~anillo de subconjuntos de X y P(.) una me

dida 0.P. sobre &% . Denotamos:

) Jﬁ.: {EUN: E edA vy N un subconjunto de un con
junto F £ R con P(F) =0}. .

N
Es claro que A es un o -anillo que contiene agt. Si

definamos ;(EUN)= P_(E) donde NCF g con P(F)= 0, en
tonces se deduce que';(.) es una medida O.P completa por
un argumento similar al caso numérico. ;(.) se llama la
completacibén de P(.)} vy Gh-es llamada la completacién de

Estudiaremos en esta (Gltima seccién las condiciones sufi-
cientes para que MP* sea la completacidn de S$(R), donde-

P(.) es una medida O.P acotada en un anillc de conjuntos
R.

DEFINICION 4.1. Sean P(.} una medida C.P, acotada en un

anillo de conjuntos R y P*(.) la medida exterior C.P indu
cida por P(.}. Intonces P(.) se dice regular exterior, si

para cada E e W (R), existe un F £ S(R) tal gue:
(i) ECF vy si G € S(R) con GECF\F, entonces P(G)= 0 y
(i1) P*(E) = DP(F)

donde P(.)= P*(.} S(R) "

El conjunto Fe S(KR) que cumple (i}, se llama un cubrimien=-

to medikle de E.

TEOREMA 4.2. 81 P{.) ez en una medida a 0.P. acotada en

-



un anillo de conjuntos R y es regular exterior, entonces
MP* es la completaciédn de S{R) con respecto a la medida

0.p. P(.)= P*(.)iS(R) .

DEMOSTRACION: Por un argumento usual, tenemos qgue -

l_:_l anid
P(.}) = P*(')\g?m) y que S{(R)CM ya que P*(.)  es

p*’
completa en Mp*. Reciprocamente, si E € MP*' por ser

P(.) regular exterior existe un cubrimiento F medible
para E. Si G es un cubrimiento medible de F\E, entonces

E=(F\G)U (EAG), F\3eS(R) v ENGC GeS(R) , con -

P(G) = P*(F\E) = P*(F)~P*(E) = 0 , vya que P*(.) es sub-

-~
tractiva en Mp.r POT ser una medida O.P. Es decir, E€S(R).

Ahora daremos una propiedad sobre el espacio de Hilbert H
de modo que la medida P(.) O.P. sea regqular exterior.

TEOREMA 4.3: Si H es un espacio de Hilbert separable vy

P(.) una medida O0.P. acotada en el anillo de conjuntos R,

entonces P(.) es una medida O.P regular exterior. Con

secuentemente, MP* es la completacién de S(R) con respec
_ .

to a P(.) P*(.} S(R)

DEMOSTRACION: Siendo H separable. B(H)= {T:TeB@ET]I€ 1}
es metizable con la topologia fuerte de operadores y asi -

existe una base de entornos numerables de 0. gue denotamos
par {Vn} con las propiedades

vn+1 n+



[N
D
L]
L ]

no= L, U .. Sea A EH{R). Entonces existe un D € R
o 2]
tal que 2 € 0= LJ E, » EcR n=1,2,..... s cla-
1
rc que
P*¥(AYx = 1im P*¥{Plx = 1im P (Fix , ¥ EeH
FESA FQSA
FEDR

{P, (F) : AQFC&D, 7 ¢ Rd} converge fuertemente a

D

P*(R)= TeB(E) y P*(R)yg 0. Sea S, —-:'{F:Ac}?cn,*r*caq}

Dado Vx' existe .‘E‘I tal gue P, (Fle T+ VI,F;I-; » FeS, . Da

do vV, existe F(2) ¢ Sg tal que P (Fle T + Vz, F

&

X
F»cs;z, Sea F = FAIF(2) y asf sucesivamente. Hemos

obtenido de ssta manera una secesidn FI;] = P, (Fz}' Ta =
i 2
D

=P (F ... Ty, =PF)....donde FBF .....BB, F,oc 5,

- n
i=1,2... Dada vna vencidad ¥ de 0 en la topologfa fuer

te de oparadores en B(H; , existe una vecindad V tal

=

1 p 3 P . v 7 - D
que Vn%"} y Pu{Fle T +\ para todo FRF , FeS, . Es

#
decir P*(Fn):«: > Ty = P {(A}x , x € H.

"

®
Para cada n, ¥ (2j& P*{Fn)ﬁ PLiD).



(e

Sea ahora B =f;\Fn . Entonces Be £(R) y BPA.

*
Como P (.} es monbtona en S{(R), por el lema 2.1.
tenemes que:

* * — — * *
P(2)EP (B) = P(B) = 1im P(F ) = lim P (F ) = P (P)
n n

donde los linites existen tiene la topologla fuerte de
operadores.

* —
Luege, P (A} = P(B), AEGBcS(R). Sea Ge (R} con GAB\2.

Entonces, corc ﬂ\ﬁ € S (R}
- * — ~— - ) —
5(B) = P (A)€P (BNG) = BP(B\G)= P(B)-P(G) de allf P(G)=0.

Por lo tanto P{.) es regular exterior.

La filtima parte se sigue del teorema anterior.

NCTA: Este teorema extiende el resulpado correspondiente -
dado en [ 4] para medidas O.P. en espacios de Hilbert con
rangos no hecesariamente conmutativos. Da conmutatividad
del rango de la medida O.P es una hipotesis muy esencial -
para la vélidez de los argumentos en [ﬁ ].
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